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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

Л. А. Баблоян

Изгиб круглых стержней, имеющих продольные 
боковые выточки

Рассматривается задача об изгибе круглого призматического 
стержня с центрально расположенной круглой полостью и боковым 
внешним пазом в форме кольцевого сектора.

Точное решение рассматриваемой задачи получено методом при­
ведения решения Сен-Венана к бесконечным системам линейных урав­
нений |1,2|. Доказано, что полученные системы вполне регулярны и 
имеют ограниченные сверху н стремящиеся к нулю (при /г-֊-оо) сво­
бодные члены. В числовых примерах вычислены координаты центра 
изгиба профиля и напряжения.

Подобные задачи для круглых и секториальных стержней рас­
сматривались в работах Л. С. Лейбензонп |4|. Стивенсона |5|. Н. В. Зво- 
лннского |6|. Я. И. Бурака |9] в других (10].

Изгиб стержня с сечением в виде кольцевого сектора, когда из­
гибающая сила действует вдоль осн симметрии профиля, рассмотрен 
в работе Сигара и Пирсона |ծ|.

§ I. Постановка задачи

Пусть внешняя изгибающая сила Q приложена на свободном 
конце стержня параллельно оси у и 'проходит через центр изгиба, 
т. е. изгиб не сопровождается кручением. Функция напряжений при 
изгибе 1’(х,у՝. внутри области поперечного сечения удовлетворяет 
следующему уравнению {4]

г ^(х.у)= (i.t)

где х0—координата центра тяжести сечения. J—момент инерции по­
перечного сечения относительно оси у, /(х — произвольная функция, 
а—коэффициент Пуассона.

На контуре сечения функция /•’(лг.у) удовлетворяет условию

ժ/7 Չ . » .. dxԺՏ 2J ^(А)՝ dS' (1.2)

В силу симметрии достаточно рассмотреть только область 
շ Извгсша АН. серн* iisvk. №5 ՛ К
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ABCDEGr (фиг. 1) Чтобы решение, определенное в этой части области, 
распространилось на всю область сечения, требуется, чтобы вдоль го­

ризонтальной оси симметрии на ли­
ниях AF и Е1.) нормальная про­
изводная функции /- (х, у) равня­
лась нулю.

110Л0ЖИМ
/(*) = *2 х* (1.3> 

и перейдем к новым координатам 
следующим образом [2. 3|

д- = be' co$w, у = be1 sin?. (1.4) 
Тогда {уравнение (1.1) и условие 
(1.2) примут вид

фиг. I __
(14-’

дГ QZP > rffe'cos?)
ծՏ՜՜ 2/Ա е) dS (1.6)

Напряжения т., и выражаются через функцию напряжений 
F\է.հ соотношениями

’֊НИН be'"st շյ՜(с?' -l)cos?’

Из граничного условия (1.6) следует

F (0,^=0.

РЦ.^- (Зе' - е» - 2),

(1.8)

H/,?)=^>֊<*)cosT- 1).

F (-1,. 9) = ֊ (e '■֊ e 3'֊)cos? + C,

где

G=֊i" 4֊ '-=ln 4֊ <’.9>
O ՜ 0

В области AP>C!)F.(iF функцию F\r. о) ищем в виде |2. 3]
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=

Ւ\(է, с) в области I,

/*'2(Л?) в области II, 

в области III.
(1.10)

Пользуясь условием симметрии и граничными условиями 1.8)» в 
в силу (1 Ю) для Л, (/, <з) (Z — 1.2,3) получим следующие условия

/- (() .. ।_ ։ _ <^շ| _ . q

Л (Л ?,) - ^/՜ (Зе' -е»'-?),

?) (ev> — r!>) coss (<•քյ 1).
—•' oJ

(1.11)

Л( •։.?)=— (~դ (է — с-л’)со$? 4- է.

ք\(Л ?ւ) = (է, %). • 0. ք ) = F3 (0. ր„
(1.12)

1 _ օՒ\ ԺՒ'2 | ծՒ\
Սգ I ժտ ’ dt ՜՜ dt 

*«-ր։ ր֊4 1 0 1 ք~°-

§ 2- Определение функции напряжения

Решая уравнение (1.5) методом разделения переменных и удов­
летворив условиям 1.11 и 1.12). как это сделано в работе |3|, для 
функций Л (Л?) (/=1.2,3) получим выражения

Ւ\ (/.9) = С։ coss 3/_ shj/i + O е.-Յր,տ±ձ 
տհճ ~ տհձ

ճ±/ 4- Ճ е I 9ձԼ г տհ/.cos? c -f- + 
‘1 Ч J

■X
niy^ chM

A-J
slnpH; (2.1)

в области (—fj l < 0; 0 < s s։)

?hLb +JL + e-^ sh<
տհ/յ ՝՜ '.— Գ cos-f

sh/ cosc — C ~ + 
Կ



•շօ Л. Л. Баблонн

_2_у тУ* с ■ ՜
•Կ — -с С •• -

sin 3* է —

у, л՞* sir»?- (j։ I֊ /լ 
sh'V,

к I
Sin о* (ф— ?х); (2-2)

/■՝3(^?) = cicos^

Գ

в области — էէ 0; ;։ < ? п)

Հ։.՛ _ (Ն' ?) еы, J21L 
տհԼ տհ/2

է. է e 
♦

QZP
4֊ ֊,- e?U։Sh/’COS?

{ժ,„. _ ք) + շ v ճ*1ո>1
ձյ '2 . СГ1 ք* --  7'1/

kpl

_2___ у.у& տհ\< .՛ Զ
П--- '4յ ““'4- Sb՜՛ '••

sinS.. (հ. - гх). (2.3)

и обл.'.сги (0 •֊.֊: է Հ ^.հ < ր <՜՝1
где

/Հ“ , (2* - I) - И-—— - <53 .............■■■■-■ V- -•

Ա։ 8(1-էօ,.2 ՚ в 4.1 յ]2’

Լ\ = SC, COS ?ւ
•;Л 4- .-1У >>'■•■ I 1 > 

ПН 1)(Т2 + У) * ТИ 714-4)

Qb> (71-ЗК|!ЧЧ-1)^^1
յ C0S?1 Ն (т»+ 0(7{ -1-9)

ձ b (е3"—1)S1I1H
՜ Յ՚^ւ֊ր^^^֊ւ)^֊?!)՛

(2.5)

(2.6)

(2.7)( 1_ն)(^._1)| 1.. 11

Для определения постоянных а\. и ук получаем совокупность 
двух бесконечных систем линейных уравнении

ОО
Ур =V (hp Xt,

ft--, է

(P« l, 2, 3,.--) (2.8՝



Изгиб круглых стержней, имеющих продольные боковые выточки 21

ОС
■՝Р = \ ^кр У к ՜է՜ Q/.’»

где
- =___________________ 2_________________________

*Д ™(- - ?յ1 |էհ^«։ ֊ th3p(R-?։j| ?J-H;

(2-9)
հ =___________2* _____ >.

к0 /։ Icthop/j-Hctlr^/J о-

1 I C 8** /
+ 1“гЗ С'со։?։ («“ —i)(^֊9)

\ Դ / «I / ժ՜ձ/՚\ 3op r. 4 / .sW,g) jj_i(dl,/» Sh/J ՜^ր c= i- г(с։|1"'Л '■

Qb3 cos?, 
J

% 4՜3 
.(F։'O

e3t»
sh 8,

48z, (V^-2/| ]
.-1՜ Г (2.10)

Покажем, что системы (2.8) вполне регулярны. Действительно, 
для суммы модулей коэффициентов систем 2.8 имеют место следую­
щие неравенства

V а. ՛ ֊ — —?t) Հ А
т (h3pri + th3p(^-o։)^ т ’

(2.11)

зо СI հ '>ր / ՜ ՜
V , GP‘x m

I ֊ wc-tll ճ/? Zj a_ с11и;, z2 0 • 
к I

Постоянное число т выбираем из равенства

т. с. |'2. (2.12)
т 2 ’

Тогда согласно (2.11) будем иметь

%л Ն9 V-։ T -О_ ькр հ ,
А=1

т. е. системы (2.8) оказались вполне регулярными.
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Легко видеть вз(2.10|, что свободные члены системы >2.8) огра­
ничены сверху и при р—>ос стремятся к нулю.

§ 3. Определение постоянной С

Для определения постоянной С пользуемся теоремой Лейбензона 
о циркуляции касательного напряжения при изгибе (4| 

) + J I [՜(՜1 + ■։)] 'X~XJ ՜ pxdy = 0, (3.1)

ւ a 

где L внутренний контур сечения, 2—площадь, ограниченная конту­
ром L, V—нормаль к контуру Լ.

В силу (1.3) это соотношение (3.1) упрощается

ք^'մՏ+.֊ր!?~օք/ճ = օ.
.) & (1-НУ (3.2)

Подставляя значения функций /՝։ и F.. из (2.1) и (2.2) в это со­
отношение и произведя интегрирование, после некоторого преобра­
зования, для определения постоянной С получим следующую фор­
мулу

ОО
с + 8|Я~?1) V ^-.г-с2 (1 - е֊*>) = 0. (3.3)

4=1

Неизвестные коэффициенты Х/... входящие в соотношение (3.3), 
определяются из вполне регулярных бесконечных систем линейных 
уравнений (2.8) и выражаются через постоянную С. Подставляя опре­
деленные из (2.8) значения неизвестных л* в 3.3 • и разрешая полу­
ченное соотношение относительно С. получим ее значение.

Координата

где Л4 - момент 
чала координат,

§ 4. Определение центра

центра изгиба определяется 

.И
Х~ Q ■

от касательных напряжений,
т. е.

/И = ծ3 f dt d*.

изгиба

по выражению

(4.1)

взятый относительно на-

(4.2)

Подставляя выражение из (1.7) в (4.2), произведя некоторое 
преобразование и пользуясь формулами (2.1)-(2.3), после интегри­
рования получим следующую формулу



|г Ն Ф?'+4) ՚ Ն*ո Խ*(' ՜՜^«’1՜

СК-
I 'T7?T“Jl ։»է^-՜4) (cth։*/։ ' cthV’՜ sh։*r, ՜

--£тгЯ <«>
§ 5. Числовой пример

В качестве числового примера рассмотрен изгиб круглого стержня 

с внешним продольным пазом секторналькой формы с размерами — =

ИВкл- - 113
= 2,9359, 2?։ = — . а глубина паза составляет — .и — части тол-

О 4 ձ 4
шины стержня, т- е. рассмотрены случаи:

| ^ = 0.3947, г. = 0,6823:
II /։=0.677, /Л =0.400:
III Г։= 0,8968. /а ֊0.1801.
В таблице 1 для этих случаен приведены значения координаты 

центра изгиба с оценками сверху л՜ и снизу л и их средние значе­

ния х.
Для сравнения, в первой строке таблицы приведено значение ко 

ординаты центра изгиба кольцевого сектора такого же размера.
Таблица I

X՜ 
а а

х՜ х__ • լլ
а ” Ճ

Кольцепой сектор >«>* — -3.3102
1 случай -1.6153 1,4820 -1.4987
II случай -0.5080 —0.4837 -0.4959
III случай ֊0.2058 -0.1911 -0.1985
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Из таблицы 1 видно, что при увеличении глубины паза коорди­
ната центра изгиба увеличивается.

В таблице 2 приведены значения ' — для некоторых точек.

С 
лежащих на линии у —О при - -- 2,9359.

Таблица ?

Точки (֊ <..0, 1֊С.֊) (о.-» 1Հ..-1

Кольцевой сектор —— 2,0202 — 0.8592
1 случай 1,5276 —2,1324 1.2283 0.8334 0.5846
11 случай —1,0038 —1.2889 1.0537 0,6413 0,5239
111 случай ֊0.6592 —1.0783 0.9697 0,5459 0,5008
Кол ьпо

Институт матем 
механики АН Армт

0.5007

.пики и 
некой ССР

-0,9395 0.9395

Поступи

0.5007

та 25 V I960

П.. Հ. Ռայ՝ [ււսսհ

ԿՈԴ_ՄՆԱՅՒՆ ԱԿՈՍ Ո^ՆեՑՈՂ. ԿԼՈՐ ՋՈՂեՐՒ ԾՌՈՒՄԸ

Ա 1Г «I» П '1> П Խ 1Г

հո ղվածin il դիտարկվում Է օղսւկալին ււեկւոորի տե ււրով կողմնային փոր՝ 
վածր ունեցող կլոր պրիղմասէիկ ձողի ծոման խնդրի ճ,՝դրիտ /ածու մ րէ

րիտարկված խնդիրր րերվում կ դծալին անվերջ հավասարումների սիս՝ 
աե։1 ի /ուծմանր: Ապացուցվում է, որ աոտցված սիասեմնե րր լիովին ոեդուլ- 
րոր են ե ունեն վերեից սահմանափակ ո ւ t/երոլի ձղւոող (երր ի֊ -ЭС) աէրսԱ» 

անդամնե րէ !'երված են թվա լին օրինակներ:
եման խնդիրներ դիտարկված են Լելրևնդոնի. Ս' Աէիվենսոնի , Չ,վոլինսկու 

ե ո t րիշէւե րի սէշխաէոոէ թ լա ննե րս ր մ է
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