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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

I». .И. Абрамян, В. С. Тоноян

Кручение призматического стержня с поперечным 
сечением в виде эллипса с выточками

Эллиптические координаты использовались для решения задачи 
о кручении призматических стержней А. Клебшем |1|, А Соколо
вым |2| и А. Гринхиллом |2|. которые рассмотрели кручение полого 
стержня с поперечным сечением, образованным конфокальными эл
липсами.

Ряд профилен, ограниченных двумя дугами эллипсов и ортого
нальными к ним гиперболами, при их кручении рассматривался 
.1. Файловом |4).

В настоящей статье рассматривается кручение призматического 
• гержня < поперечным сечением в виде эллипса, имеющего' со сто
роны малой полуоси симметрично расположенные выточки

Решение получено методом сведения задачи к бесконечным си 
стемам линейных уравнений |5. 6 При решении задачи, ввиду сим
метричности области поперечного сечения, из нее выделяется кри- 
нолинейный уголок, который представляется в виде двух налегаю- 

* щих друг на друга областей. Функция напряжений строится для 
каждой из тих облас.ей отдельно. Для того, чтобы эти функции 
являлись непрерывным продолжением одна (ругой, на контуре общей 
части налегающих друг на друга областей они должны быть равными 
[7]. В такой постановке рассматривалась задача о кручении углового 
профиля в работе И. X. Арутюняна [5]. предложившего в этой ра
боте метод введения вспомогательных функции.

Определение постоянных интегрирования в рассматриваемой за
даче сводится к решению бесконечных систем линейных уравнений. 
Доказывается, что эти системы вполне регулярны. Выведены фор
мулы для опр деления жес косп! при кручении и напряжений. При
веден численный приме»

§ 1. Постановка задачи

В эллиптических координатах а, ի, связанных с декартовыми 
прямоугольными координатами х и у соотношениями

х = г ch a sin 3, (j յ
у = esh а cos 3.
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где 2г - межфокусное расстояние, функция напряжений при кручении 
U(y. 3) удовлетворяет в области поперечного сечения стержня урав
нению

՜֊ —՜ ~ —с2 vch 2а •{֊ cos-23). (1.2)
<7r: dri՝

а на контуре области сечения принимает значение, равное нулю.
Рассмотрим кручение призматического стержня с поперечным 

сечением в виде эллипса, имеющего со стороны малой полуоси сим 
метрично расположенные выточки (фи: 1).

В силу симметрии области сечения, функцию U а. 3 опреде
ляем только я четвертой части области сечения Чтобы, определен
ная в этой части области сечения, функция / (а. 3) представляла 
решение :ля рассматриваемой задачи. согласно мембранной аналогии. 
на осях симметрии области нормальная производная функции (7(а. 3) 
должна равняться нулю.

Далее, выделенную область (фиг. 21 представляем в виде двух 
налегающих друг на ipyra облаете

Полагаем, что

է՛» (а. 3)

^'(а. 3) =

в области ՏՀ 
где 1 а,;

в области Լ’.;, 
где 3 Յյ.

(1.3)

Функции ձՀ и ՇԼ должны удовлетворять следующим раничным ус 
ловлям и условиям сопряжения

ԺՇ\\ = WA
ՀՅ о'-. ’

=0.
/«-о

Ц(2Г 3)=s! °’
I. К- Ю- ? ь1։

(1.4)

(1.5)
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—= и.2 (а., g) = 0. (1.6)
<13 /а-Ч

—?) =0. U։(a. ?,)=-! °' Х (1.7)
ԺՅ 1 L\ х. 3։>. ։Հ։։.

Функции С\ и С’., по метолу Г А Гринберга |8| ищем в виде

.Ն = W*(?) sin *jfc (а— aj. 0<а<։1). (1,ձ)
Л-1

£Л(а. О V ?х.(х) տՓ՚հ 3 Հ . / 3։<3< ֊
է т

где

- 1)к 2# 1
‘ 2а, ' “* " а-2g,'

2 ?
Д(Ю = 1Ц(«, 3)siB7x. (X а։)г/я.

.

U-9)

1.10)

Ա.11

<р. ал = Լ, ^/..(7. ?)sinufe(3֊:-։)f/>. (1.12

** ~t I •/ 
ն

§ 2. Определение функции напряжений

о
.Умножив уравнение (1.2) для функции ( \ ՛«. Ց на “sin^ia х։) 

аг
и интегрируя полученное выражение по з в пределах oi нуля до х։. 
для определения функции Л(3) получим следукицее дифференциаль
ное уравнение

՜’֊ք,—^-i-cha», + COS2M2-1)

а։ ’յ * է՜ ibJ а։.А.

при этом использованы выражение il.ll) и первое из условий (1.5).
Учитывая второе условие из (15) и интегрируя уравнение (2.1).

для функции Д (Si получим значения 

где
+ ։Г^-- (2.3.

• <։ ։ ’ ‘к ՛
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Г-'(?) - A?*shT^ ( В֊'eli7t3- 2Հ<<*2ւ> + «տ23է
2> Հ ՝ Ա ՜'՜ 4 ՚

- (2.4)—. »յ *■
ai ;ւ -1 ՝ I' '*

Согласно (1.4), (1.11) и (2.2), функции /У' ■') И rt‘ (՜՞է должны 
удовлетворять следующим граничным условиям и условиям сопряже
ния

Հ՚՚՚էՊ=//’՝ (֊֊) ֊ о- Հ” • М = Л՜՝' (?,). (2-5)

/»''(?■)֊/Л <?.՛■ (2.6)

Удовлетворив условиям (2.5). найдем

ch ch 2*1
Л*1 = 0. /Г/’ = ’---------  -——.

<М Н|
(2.7) 

ch
.Հ?> = Ց<«>-----------Г -*

ch Мт ՜*1)

Подставляя эй։ значения в < .'.31 и 2.4 . будем иметь

Oi,) = *VW ,2.8)
I Հ- 1 • » է

Лг'(?) «V z _ ՚ 2-֊ ՚ -

<hT‘(i՜՛՛)

r,1S2;) 2հ, Я>л («,) Sin Hp (P ֊ ^»)
WH-րՀ) !*;-4 Հ

Удовлетворив теперь условию (2.6), получим следующую бес
конечную систему линейных уравнений относите.шни двух неизвест
ных коэффициентов

л՛; .֊
՜ ՚

(? 10)

Аналогичным образом для определения функции ~ь ») получаем 
уравнение
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. . 3,1 4< -'ch 2։
Հ. *) !ХГ?*’Я' =— , “

-֊23, =-23, |Ц

4с:2!н cos 23, 
(-֊ 23,1(4 - :ц)

(2.111

Решение этого уравнения имеет вил

где

М*-‘
х а,.

12.12)

Հ?1 а) — С’* sh ar’ 1 M 'ch :4а — 4Հ-' cos 23.
<-֊23, и*(4

I

1

----- . , . |j4-Ch2a -2sh 2u, sh-4(a a,)

u*ch22jchj4(» — Ml-

:(a) == C'” sh U*a /Հ. ch!«p -

(2-13)

4d(ch.2x - ch **a | cos 23,) 4ii* /„ (3,) sin 7„(a a, 0 
(“֊-'՜ւ .,(-1 ■'.;i • Հ 2-., Д

Функции տլ11 и --1 должны у ловле 1-кори । ь условиям

Ч (Ш -?/1'(О) = о. ==^' М- С“-15)

ЧП (2.16)

Удовлетворив условиям 2.15) и исключив из выражений (֊' 13) и 
2.14,1 коэффициенты С;;՛՝. С-: и /Л.՜' будем иметь

֊ n<»s1’Hfc(«••-») 4ժշօտ23) ( sh a-.x ,
' ft shuta2 ՜ ir 23։)jlH4-4) Ա sh ?fex. / 1

4c* /' shu^a
-J—-------Հ7-—Т7-Г-t,------t" !4- ։ ch 2a — ch 2x, , — ■<7: 2; J •!- (-Л -I ՝ - - " ■'

ch 2a, sh ՛» (a. - a) — '՝ '' ‘2j ] 
sh :ц.а.-.

4֊ 2 sh 2a, sh 'Ад. (a..
sh u^a, 
sh a*a._. .

a

(2.17)

a..

... I> sh (a., a,) ch ji»a________ 4f - cos 23,
՝!i -Л.2. ch - - 23,) :կ; (4 - ՝

11114»,
clI ;ւ&ց 
sh uta.

•4 I Ch 2a

ch 2a.. th 14», (
sh -лр

ch 2a, sh H.via.2— a,) ch^y 
sh !Д;.а2
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- — ' * *-*— ' '. ssaesw^——с - — ■ - ■■ — —

ч- 2 sh 2а։ sti>* (я2 — а։) th № —ճճձճ I -- 
sh-ifea2 I

v '• ' ■■ • 7’L 

к 26 ֊

Наконец удовлетворив условию (2.16). получим вторую бесконеч 
ную систему

Ichu^jliu.-^.. Հ6,0,հ> ; ՛ ‘ 0< - .
* _ . ■ г • -

4Ժ / ch 2։.. , । \Т-ЭД 4 ;>■ ( Ch^-ch^‘ch й‘ ) ■ 

— 2 տհ 2»յ sh {ц®.

Введя новые неизвестные

Рргр ( *11 — Ч; i 'ր
Sil Up (OU — ?-,) 

տհ Դրէյ:.,

4C~COS 2.4 'll -Հ}..
(n 2SJ(4- jv ' shupx.

4c'-
- 2>։)рЛН-«р

;ip ( ch 27.j — ch 2։., տհ !\-Л x 
տհ Ա/ւ7շ ՛

+ Ձ տհ 2>, sh.*,.. 5”:vJ1
sh a/;3v

. .> . . chppa։֊ u«ch 2«j sh Up I a. a։) -------
sh UpOj

--  Лр*|.

Tp^'-chT^- ֊'«(Հ ֊h)>$

(2.20)

(2.21)

(где rn — пока произвольное число, подлежащее определению в даль
нейшем . бесконечные сисо .мы (2 10) и (2.19) приведем к виду

ЛЗ
Л*. = <z.vp ) р - <7*. 
՜
X՝

- v ьК(,хр.
!> I

где

2WTA с И '^7, ՏՈ \ J։l
^chu^-e, ՚ )

ծ^= —
ու I

I՛.՜*.-

2ձւ) 017к^։ ւհ ц, I

(2 23)
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Հև
ch,Plsh,r^ շ,

ъь —2?№ — 4) сЬчАл,

___ 4с՜՜ со- ո _ ch W \ 
а1 1 "___ ՜“Հ|) (*’ , 4) \ ch’lk>:.

4г
7։ւ-֊ 2^)(յՀ֊4)

( ch 2d3 ch 2а„ Cbfofr У 
ch чд.а._. /

(2.24)

Подставляя значения (2.20) и 2.21 в ւ25). (2 9). (2.171 и (2.18) и 
пользуясь соотношениями (1.3). (1.8) и (1.9). для функции напря
жений Г (а,. •<) получим следующие выражения

ձ՛ lx. 3) - — ch 2?., փ co> 2'01 1
4 \

յ՚ հ֊ձ. j 
ch 2a, ՛

/ ••« \ Г, ch 7»/
-«( Դ ֊Ն x------- - sin;A. (a-zj). (0 a ap О . (2.25)

\ 2 7>ch* ։̂
[• <'(«.?>-? ch 2». + cos 2J) (1 J|)-

+ *1 v Sill РН/ Л)- a։. ֊ ). (2 26)
|4ch;.i*3j

ճ՚'(«. 3) = у (COS 2>—cos2i։) •

,VA sh a* (i. i)

';PfcSh?B 7..
sin pt (/ 3։)

4i-c»»2;։ siiip.. (
Ch- (72 • 7 J 2а.)

2S — ՝>-k !։. — I) Ui-’ *- ։ •* ch ՝ 7.. — a.)iS • * '

4e sin pt (
z —23,— Pi, Ip; Il

. о shut lx,֊ *1 ch 2a — ch 2a, —- -——
I sh и* i X, - a. I

-сь2х/А^,։_-?а 
' Sh a* а« — X,

7 r> O7,

§ 3. Исследование бесконечных систем (2.22)

Пользуясь выражениями (2.23). будем имечь



Из (2.24) видно, что свободные члены систем (2.22) ограничены
сверху и при k—v. стремятся к нулю.

Таким образом системы (2.22) оказались вполне регулярными и 
имеют ограниченные сверху свободные члены. Это обстоятельство 
дает возможность определить все неизвестные А\ и К-. с желаемой 
точностью |7|.

§ 4. Определение жесткости при кручении

Жесткость при кручении сплошного стержня определяется по 
формуле

(.' — (/с՝ а, 3* (г 11 2а соя2>)с/атЛ -=

— 4О<- J р” а. ՜՜է ell 2а cos 2։ dnf-.. (4 1

где (/ -модуль сдвига, ‘2—область поперечного сечения стержня, 
Զ* четвертая часть области Զ (фиг. 2)

Подставляя значения функции Շ’ս. >» из ’2.251 (2.27) к (4.1) и 
произведя интегрирование, для определения жесткоеги получим сле
дующую формулу

C=4GY='< —23j)(x. а,) -֊ а2 ։։ sin 43, -
lib ՕՀ

. 4։i ’'I
— - (sh2a- - sli 2z։) |sin 2^յI - 2'iJ cos 2>J " ֊——

16 32 Ci) 2 7,
Ц.Д.

ՑրՂ՚օտ^Հ * Ա1՜2 ’’’ i. Հ 1 I

. Հ - ■ м I г 2;2 ֊ Л >■ И:| 2
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р- 4 2;յՀ. ch 27 j ch '2a.
֊(sb4a„ — sh4a։) + ------- ' :4(ch22x..

8 shufrix.. ар

ch2 2а I с111[Ад.1а.; ,Հ֊Ճ\’_ 1
= 2Տ, ֊^Հ

(ս- 4 tsh 2x- —

- տհ 2а։)-----1 (ch 2aէ Ch 2я2) ՚*է. էհ - ՜՜ |а._ а։1

4 7 \՝ Л ch 2at ch ?ւ»7...
1 — (՚հ 4)| C|| ,lfe2i «փ (х. - а,) 

__cly2z

shuA <:։..— Xjl

(Ch 2а.

Г ‘ |111 Կ/ւ՜ր 1,1 ՜'՝Հ .) *1 I

Из (4.2). переходя к пределу при а։ — а„։ 
жесткости эллиптического профиля ,.фиг. 31

(4.21

получим формулу для

(. (it՝- sir* 2я2
8 ch 2x7 

При чтом использованы значения

Г* = 0. (4 4.

которые получаются из систем (2.221 
соответствующим предельным пере
ходом. а также

<2 = с ch а2. А = с տհ %... (4.5)

Из (4.2). переходя к переделу 
при а։ = 0. \ 0, для жесткости 
пулуэлипса фиг. I получим сле
дующую формулу Фи! 3

C^r(jc՝՝"y- ' sh2x.. f- J ‘ sh4a..
I Я 4 -32

?, th чд.а.. I 
֊■

4.6.-

При чтом использованы значения

Их,- = 0, xtA ц =»
ь<- 4Ժ(1 ch 2а л

t'1? I) -(ս* ֊֊ 4)с11!Ч-1.
14.7)
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получаемые из систем (2.22) соответствующим предельным переходом
В качестве численного примера рассмотрены стержни с сече 

пнями в виде эллипса, имеющего со стороны малой полуоси снимет 
рично расположенные выточки фиг. 1. или разрезы (фиг. 5)

'1>Нг

В таблице I приводятся жесткости для этих стержней, вычис
ленные по формуле (1.2) для различных значений парям՛ трое «... и 3,.

В первой строке таблицы 1 дается значение жесткости при кру
чении для призматического стержня с сечением в виде полного эл
липса (фиг 3,.

Жесть՛՛. и. '' ___

Таб.шна •'

с недостатком1 с ИЗОЬНКО V. средняя

Эллипс фш 1) Ь 5, г - 3
Эллипс с в:,։точками (фиг. 1)

2. II13

ձ = °.. с = 3
л, 4

1.7512 1.7952 1.7732

Эллипс с разрезами фиг.՜ 5 
1= ;՝.С.-3 
b 4

1,7941 1,8149 M0I5

Элиши с разрезами (фш. ГЛ
Հ֊ ֊ 2. с 3 1.2591 1.3000 1.27%

1иа полуэллипса հ Ь. •- - 3 1.1.5.39

Во второй строке дастся значение жесткости для стержня с се-
ценном в пиле того же эллипса имеющего со стороны .малой полуоси
симметрично расположенные небольшие выточки фиг. I) при сле
дующих значениях геометрических параметров сечения

3։= 0,0628^0.1975; з,—1.1; х. • 1.2835. 4.8

что соответствует случаю, когда

1> _ 5 
ծ; ~ 4 ’ 4.9֊
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В третьей н четвертой строках этой таблицы даются значения 
жесткости эллиптического профиля, имеющего вдоль малой полуоси 
разрезы (фиг. 5?:

в третьей строке при

=4» 1,1; «„= 1,2835; ?յ ~ 0. (4.10ւ

в четвертой строке при

а։ =0.7585; я։= 1.2835; ₽է՚«0. (4.11)

В первом случае разрезы сделаны то глубины, ранной Одной 
пятой малой полуоси, а ко втором случае глубина ра ре
I՛։ ПОЛОВИНЫ МИЛОЙ ПОЛУОСИ.

Наконец, и последней строке для сравнения приводится также и 
•.двоенное значение жесткости для полуэллипса таких же размеров 
фиг 4). для которого

а։ = 0; а2 =1.2835; 3,=0- (4.12)

5. Определение касательных напряжений

Пользуясь COOHIO еннями (2.25) ֊ 2 2՜ и формулами

(а- V)
2 օձ֊'

е 1 с 11 2а cos 23 ՀՏ

(*- ?)
г" 2 ծՍ

с 1 ch 2а cos 23 <73

где 6—угол закручивания на единицу длины стержня, можно опре
делить касательные напряжения в любой точке поперечного сечении

стержня.
В качестве примера вычислены 

напряжения при кручении для эл
липтического профиля с выточками 
(фиг. 1).

В таблице 2 даются значения 
напряжений, вычисленные для не
которых точек сечения стержня.

С целью наглядного представ
ления закона распределения каса
тельных напряжений, на фиг. 6 
приводится эпюра этих напряжений 
для рассматриваемого сечения
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Таблица 2

Напряжения С недостатком С IHiUi.f IKO.M Среднее

1,68!» 1.7476 1.7152
(ihc

1.7553 1.8380 1,7966
</hc

0.13-12 0. |S |‘> 0.1596
<zdi-

I
0,28*2 0.3969 О..1426

f/(lc

-у Հ< i 1
1.5441 1.5559 1,5500

CVc

М֊Ч:’г-
1.8626 1.9363 1.8995

<;of

Hihihu MarvMj;iiK:i и механики 
Ml \рмянской ССР

<*. I.- <l.pruil»unfj։uG- U. SiiGihuiG

ՓՈՐՎ_ԱՄՔՆԼՐ ՈհՆԷՑՈՂ. ԷԼՒՊՏԱԿՍԼՆ ԼԱՅՆԱԿԱՆ 
ՊՐհաՏՒԿ ՋՈՂ> ՈԼՈՐՈՒՄԸ

IbirrviiH-iii 17 VI I960

ԿՏՐ4.ԱԾՔՈ4_

Ա U* Ф Ո Ф II Ի IT

Հոդված lied ղ ft;nntր1րք tn d Լ փէէՀքր կի иտո անу քի կո rtt! իր սիմն տրիկ ձևով 
՚լ ա սա վո էի ո լւվ ա ժ յ>5/// у и վ ԿՒպ աական ри լնական կար>/шА։pttվ ւդրիդմաաիկ
ձէէդի rtլո րման խնդիրդ ։

Խնդրի րսծման րն իմ ա g put d / tn /նական կարւքած p/i աիրու /Д/// սիւ1 և արի- 
կա ի)րսնր նկաաի ա սննդով, ապ. աիրու /իք իր անջաավում Լ <//• !ptpuiiffii՝! ան- 
կրւէ՚նակ: 4.ր[ ա՝հկ ւուն ակր իր ',հ p ft] ի՚հ 'till plpu pn ։pfnt d՝ Լ jipttip <//'«' •(рфи*! 
Ilptpil. աիpIII ւքյ՚հեpft աեււ րւււի

Լա pd՝ ui'lt ֆ'11է.նկւյքէսւն Ipuntu pijiuil Լ ui/u ui ft p <u /fil'llli pի у pn put Հււււնշլա • 
pint) шп անձին֊ ա it անձին: И pu[liin[ll ш jy էի ունկց իան h p p հանդիսանան d եկր 
մրււււի ա՛հ րնդ հա ա չ ա p ւււնակա ի! քո ''ll p, ի p ui ր ‘[ր։լ։ դրված ա իրւս լքժնև րի րնդ֊ 
հանուր մասի եդրադծի վրա ա էդ էիանկցիանե рр հավ ա иш ph դվա.մ հն / |
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1Լլդպիոի ղրկած րՈէք անկյունային սյրոէիիրւվ ձողերի Ո[Որման /ււ՚հղիրը 
դիաարկւքեւ է ե. til. Հա րսւ [J րււն/пЛ>/г ա շխատու [Հ ր/է՚հոււք .5;, nputZr/Հ шиш֊ 
րււրկւքած է է՚՚^Լ օմանղակ 1ի ունկէյի անե րի նե րմ ա <) մ in'll եղանակը:

Խնդրիլա Л ւ!ան /i'll ft! m ղ րա մ li'buihiH’il ա՛հ հա и ւուոա ուննե ր ft որււշումր րեր- 
ւքեք է ղծալքէն Կա կա и ա (i ni'lii ե ր ի անէքերգ и ի սա ե՚մեեր ft Լուծման։

մա ig f, ւոր՚էքած, որ աքդ ււիուոեւ1եերր լիովին ոէւղու /ր—fi են: 11.րւոաձ վ ած 
են պււրման կոըււա քմչունր և finրա ւէեերր որոքերւէ համար րin'llաձեեր:

է'հրված է թվա լին պփնակւ
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