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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

А. А. Хачатрян

Об устойчивости и колебаниях трансверсально- 
изотропной сферической оболочки

1. Рассмотрим тонкую сферическую оболочку толщиною//, изго
товленную из трансверсально-изотропного материала. Принимаем, что 
плоскости изотропии в каждой точке параллельны срединной поверх
ности оболочки.

За координатную поверхность принимаем срединную поверхность 
оболочки (сферическую поверхность радиуса R), которая отнесена к 
географическим координатам а и 3 (а—угол долготы, 3—-угол широты). 
Пусть Հ предсталяет расстояние по нормали от точки (а. £) срединной 
поверхности до точки (а,§, т) оболочки, причем положительное направ
ление 7 совпадает с внешней нормалью срединной поверхности.

В основу настоящей работы кладется предложенная С. А. Ам
барцумяном |1| общая теория анизотропных оболочек, которая опира
ется па следующие гипотезы;

а) нормальный к срединной поверхности линейный элемент обо
лочки после деформации не меняет своей длины;

б; нормальное напряжение с, пронебр.егаётся по сравнению с 
прочими напряжениями;

п| касательные напряжения т,т и по толщине оболочки из
меняются по закону квадратной параболы

I ՜ո=* շ -Г ) ?(’-?)• Т*Ъ(а’?)’ U-1)

где ® (*,?), ’И». р)—неизвестные функции координата, (Ն
Эта теория дает возможность учитывать влияние поперечных 

сдвигов па напряженное и деформированное состояние оболочек. Она, 
как указывается в работе |2|, улавливает главную часть поправки к 
классической теории.

Пользуясь выражениями для напряжений са, з-; и данными 
в работе |)|, а также известными формулами |3], для определения 
тангенциальных сил i 7։. 7’2, 5։. 5г), моментов (Afj. Л1։. .И12, /И51) и 
перерезывающих сил (А'։, А„) получим*;

7 \ Т* VГ> = (Е, ֊ !*Ч) + Г- /V> = jo՜ <?>

' В настоящей статье пренебрегаем величинами порядка h:/RJ по сравнению г 
единицей.
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£Л , . ... v Ла .7S= -j—ss)-1 /... A;; = Y2'a

ձ\ ձՀ = 5 - £Л
2d Դ) (1-2)

Afi= պ4՜1“2 S'(q + ^s) 1 ;W’’

M» = ձ/н _
12(1 V)

:rz։ ֊ Z„4

AJi։ _ Л1,.։ —//—

где
... 16/? Hr' 1 dj • ■'/■■

/Խ>~ 9 Կ 120(։ — Ա (h A// da ’■ '
%

16/? ... _ Hr' __ , I //>' .
•'ие֊ 9 Կ- ւշօ(1 u-’;(i'LA di " АВдл1' В ) '

ւր>Ն» = - №____ N " ՛ 7 " m ;
n ' 9 240(1 ;:.(/• \B f/’i\ A / r А(1'ЛВ )

1 du cC’
Կ՜ A (Խ R ' 

1 dl3 £ d v , ФЙ 
C2՜ AB di. U В f/i՜՜1 /? ’

А д / // \ В о / յչ \
10 ~ В Op \ A / A ( В / ՚

(14)
I՜ iv , I (է ( 1

1- |/?2 А <В\А da )

Г w \ О / \ ди՝ \ 1 OB dw
| 7?» В д^[~В о) ) ՜: А-/U/а ол

2 I ()2w 1 dB(Ju.'\
АВ ■ )

E,ji—модуль упругости коэффициент Пуассона о плоскости изотро
пии; Сг' модуль сдвига к плоскостях, нормальных к плоскости изо
тропии; и. V-тангенциальные и <с нормальное перемещения точек сре
динной поверхности: А — R. В — /?sina коэффициенты первой квадра
тичной формы.

Внутренние силы и моменты (1.2) должны удовлетворять следую- 
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щмм дифференциальным уравнениям равновесия |3j

I Х‘вг-> ;
I' +Հք Հ лг-՝ А֊“ •՝= °-

(1.5)

Н ->■ ;7=։ *՝•՛ * лл ի z=°-

J
I X,в;И’’-(Л//--4sv‘ °՛
| "Jr X ։и’ ■■՝«"» 0

Здесь предполагается, что тангенпипльные соствляющне поверхностной 
нагрузки равны нулю: /. нормальная составляющая поверхностной 
нагрузки,

Отметим, чю при рассмотрении задачи статической устойчивости, 
а также задач динамической устойчивости и колебаний в случае пре
небрежения тангенциальными силами инерции) замкнутой сферической 
оболочки ПОД действием равномерной нормальной нагрузки, дос га- 
точно иметь одно разрешающее уравнение относительно прогиба ®.

Приведем ход получения указанного разрешающего уравнения.
Из (1.7) в силу (1.2) имеем

К А Оз !2/?յ № А , _b. j (1 ? у т

, 1 — р / и I Հէչ . 1 — р? 1 _ /
1 R \R Ad։)՜’ £h АВ1"

( л» 1^» **"'!■ "--ТЬ
1 -141> J Э»\ _լ~ճ Լ / 

՚ Ք \ /г В I F.h АВ ' ■՝
I ձ - О 4-1 -.1.л .. 2> .

, >-^7=.Eh Z Eh L‘ 

где

°-=։‘4՝:-- iBlt AV I ">՛

(1.6)

(17

(1 «)

1.9)
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(МО)

^“-4<7'-| л:| я«и|.тХ Ю! ) 11 'Հ»
7^^’փ % (յճ *"”֊"* л.:-'’•■•■՝||-

Исключив / из уравнений (1.6) и (1.7). получим

(Д +1-.де- A. 1 :փձ + 2)«՚=

= _ 1 F д /Կ\ । <> /Կ \ 
Eh ЛЁ дл \А ) Ի O'i I В ) (Ml)

Пользуясь (1.3). для выражении, стоящих в правых частях урав
нений (1.8) и (1.11), получим

R"
АВ

I d ( Lx \ + (L ( Լ֊) j 
I \ .4 f d? \ />’ ) I 

(I5/?/L ,A L I J 1 384АЧ1 -;|6'<ձ }\AB оу

(1.12)
3ksE640A,J(l •№' AB |ժ։

+ 120Ջ2(1 - ս=)6’Աձ 1 :0|.4A I ՛>-. Ա'" ./Հ'1'՛1 J

Третье уравнение системы (1.5.1 с учетом 1.2) и 1.9) (пренебре- 
; ая членами порядка h’ R- по сравнению с единицей) приводится к 
виду

а
R(1-1O '

A3 J 
12 АВ (/?՜<+,4| (1.13)

Уравнения (1.11) и (1.8), в силу (1.12 и (1.13), принимают вид

(Д + 1֊:Д0- 2֊^ ձ -Ւ- 1 — Р ( A-|-2)w -
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(1.14)
“127? 1 л f =7)77' ձ}° ■ 12/?յ(ձ 1 :ւԱձ 2 ՝Հ՚

= kzr հ_______ _________ ձ z
7:7/ |l 10/?=(1-|ւտ)(7'

Исключив 0 из этих уравнений, окончательно получим следующее 
уравнение относительно ад

խ-շ(ձ--1յ2+ 1— 7гД| |Д 4֊2)ад =
02

-֊г (1-7гД)(Д-ь 1 J1)Z, (1.15)
[-• • •

где

T2fr=V)~R֊' k~ 10(l֊f,’i/?=G՜՜ ( ՛ 6

Уравнение է 1.15) является исходным уравнением при рассмотре
нии задач устойчивости и колебаний замкнутой сферической оболочки.

2. Пусть замкнутая сферическая оболочка находится под дейст
вием равномерно распределенного по поверхности нормального внешне
го давления q = const.

Учитывая, что оболочка до потери устойчивости находится в 
безмомснтном напряженном состоянии, уравнение статической устой
чивости получим, если в (1-15) примем [3|

?=֊2^(4+2)». <21>

где Д—безразмерный обобщенный оператор Лапласа, определяемый 
на сфере в произвольных ортогональных координатах формулой 1.9), 
а в принятых здесь географических координатах имеюший вил

А 1 , (f \ ■ 1 & 1OQ4Д=—;— т~ Sina -Т-)Ч--- ;—vr. • 2.2)Sina da da I si па Ծ Հ

Подставляя (2.1) и (1.15), получим

|с2(Д 4- 1)տ4- 1 /гД] (A 2)ад-|

+ շ£;֊ (1 -*ձ)(ձ+1-|ւ)(ձ + 2|№ 0. (2.3)

Следуя В. 3. Власову |3|, положим в этом уравнении
Дад =—/.««, (2.4)

Тогда для характеристического числа /.получим следующее уран- 
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нение

1Ժ(1 <т ւ֊ ։+*/. (I 4-»i(i-F <••1(2 ') = Q- (2֊5«

Отбрасывай тривиальное решение Z = 2, получим
<•» < i >. ■ + I -Խ -Հ~Լ (1 + a> X I + ji) = 0. (2.6)I

•LlJI

Отсюда критическая сила через параметр л выразится следующим об- I 
разом

2Л// շ7 |
4 R (1+А;.)(л-I + թ) ' 'I

1-1 з 2.7) наименьшее значение критической нагрузки будет 
27:4 2с - 2jif- 3fe c’S)!

՜ R H-2A'('C ’ * ?
которое можно представить еще в следующем виде

^֊‘t- 125111

В полученных формулах коэффициент k 1.16 ласт поправку к 1 
классической теории оболочек. Этой поправкой и учитывается влня- 1 
пне поперечных сдвигов.

В (2.8) или (2.9) полагая k = 0. получим формулу В. 3. Власова I

Л. _ 2£А 1 1՜~? " ։*АЗ 19 irtf I
/?(1֊г) | ՜ 3 R ՜ 6^г] j

Из полученных формул, как и в случае пластинок |4|, замечаем, 
что при увеличении коэффициента k увеличивается расхождение .меж
ду найденной критической силой н критической силой, вычислен
ной по классической теории оболочек (/e = 0i.

3. При рассмотрении свободных колебаний непогруженной сфе
рической оболочки пренебрегаем тангенциальными силами инерции. 
Тогда уравнение свободных колебаний ненагруженной сферической 
оболочки получим, если в (1.15) примем

7о Л Ժ* w (3.1)

где -1( удельный вес материала оболочки; £—ускорении силы тяжести. 
Подставляя (3,1) в (1.15). получим

|ժ(ձ֊| 1)М 1 М|(ЛЧ֊2)м

փ (1_ *Д) (д-о. (3.2);

Принимая
к? (а, 3, /) = IV' (а, '■}) sin»’։/

и подставляя в (3.2). получим
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[с-1Д-НУ- -г 1 —ծձ| (Д 4- 21 IV -

— er-^֊* (J-А’Д)(Д4 1 —ji)U" = O. (3.31

Нахождение общего решения уравнения (3.3) весьма затрудни
тельно. Поэтому ограничимся классом решений, являющихся решениями 
«собственными функциями) следующего дифференциального уравнения

ձ IV -р XIV = 0 (3.1)

удовлетворяющих граничным условиям пи к* условиям непрерыв
ности и однозначности на сфере.

Из (3.3). учитывая (3.4), для частот собственных колебаний по
лучим

2) ■■•<;.^՚Հ+լ+ձճ_֊
То R" (14- А’Х) (-. — I 4- и) (3.5)

Как известно [5|. решения уравнения (3.4) на сферической по
верхности выражаются через сферические функции. Для того, чтобы 
эти решения были непрерывными и однозначными на сфере, необхо
димо и достаточно, чтобы параметр X принимал значения

Դ. _ п [п у I ) (л 1,2, 3.֊ • (3.6)

йредстзвяяюшие собой собственные значения уравнения (3.4) при 
указанных граничных условиях.

Общий вид сферической функции порядка /։. являющейся реше
нием уравнения 3.4 и удовлетворяющей вышеуказанным граничным 
условиям, есть

п
IV՜. (7,;!)^ /?,-,/<, ICOS7) V (/)отСО§//<-֊֊ (CO.SX).

т— I

где Ь,е—некоторые постоянные: Рл (х)—полиномы .Лежандра

/Հ m (-V — присоединенные полиномы Лежандра

К*(.г ֊( I

tn
Հհ֊ < և՜ Л՜ ՜ ՀճԼ

dxm n\2!l dx" m I л2 1)՞|.

Как известно, sin /Л и cos/г•} обращаются в нуль на 2п меридиа
нах. a Pff.m(cosa) н интервале (Ь я ..г)—на п т широтах Следо
вательно. этими меридианами и широтами iузловыми линиями) сфера 
разбивается на участки, внутри которых U я, 3) тем самым и про
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гиб а՛) сохраняет постоянный знак. Это значит, что параметр <■ (3.6) 
определяет вид формы колебаний.

В (3.5 полагая А=(), получим собственные частоты рассматри
ваемой оболочки, вычисленные по классической теории оболочек.

L Пусть внешнее нормальное давление, равномерно распреде
ленное ио поверхности замкнутой сферической оболочки, меняется 
периодически во времени

</ ՜ Чп ‘Л cosO/ (4.1)

При рассмотрении вопроса динамической устойчивости рассматри
ваемой оболочки, как и в пункте |3|. пренебрегаем тангенциальными си
лами инерции, а также предполагаем, что оболочка до потери ус- 
гойчивости находится в безмоментном напряженном состояв»ни.

В силу сказанного, уравнение динамической устойчивости полу
чим, если в (1.15) примем

2 = ֊2)տ՛
7о А Ժ* к՝՛ (4.2)

Подставляя (4.2) в (1.15), получим

|ժ(ձ~ 1)*4֊ I — А?Л| (ձ — 2i a’ I-

Ջ I- ЫЦД+I -u) Лнд + 2) w = 0. (4.3)

Ищем решение этого уравнения в виде

W («.₽./) = Tit) UZ(a.3l, (4.4

где 7(0—неизвестная функция времени, а -IV'(а, $) является решени
ем уравнения (3.4). удвлетворяющим граничным условиям для к՛ — 
условиям непрерывное!и и однозначности на сфере.

Подставляя 14.4) в (4.3). при этом учитывая 3.4), (2.7), (3.5՛ и 
(4.1). относительно 7՝ Н получим следующее уравнение

^..И=Л_'Л> Վ<^Լ\7=0. (4.5)
at՝ \ (] I

Это уравнение перепишем в виде

լ>2 < I - շ^օտՕՕ 7՜ = 0. (4.6)аг
где

2 = ..1(Г=^?, (4.7)

Здесь У—частоты собственных колебаний рассматриваемой сфе
рической оболочки, загруженной постоянной составляющей внешнего
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нормального давления (<70).
Уравнение (4.6) представляет собой известное уравнение Матье, 

f которое при некоторых соотношениях между его коэффициентами (в 
данном случае (2,т,՝ имеет неограниченно возрастающие решения. Этим 
решениям՛ будут соответствовать области .ннямической неустойчиво
сти рассматриваемой оболочки.

Границы первых трех областей динамической неустойчивости 
могут быть определены по следующим приближенным формулам [6|.

<4-8)

для первой (главной области неустойчивости,

°*
22 ՜՜ 2 I : 3 '՚

(4.9) 
il 1. г—օ՜ր

90՜ 9 -T‘

для агорой области неустойчивости,

для третьей области неустойчивости.
Здесь №—критические частоты внешней нагрузки, г. е. частоты 

внешней нагрузки, соответствующие границам областей неустоичино- 
F СТН.

Институт математики и 
механики АН Армянской (՝.(.(’ Поступила 4 IV I960

Ik. О». էսա4ա«րյահ

ԳՆԴԱՅՒՆ ՏՐԱՆՍաՍԱԼ-ՒՋՈՏՐՈՊ ԹԱՂԱՆԹՆ ԿԱՅՈՒՆՈՒԹՅԱՆ 
b< ՏԱՏԱՆՈՒՍՆեՐՒ UUUKb

Ա II' փ II փ Ոհ II'

Աշխատողի}լան մեջ դիտարկվում են tnրանսվերւէ чц-իղէւտր ոպ V//ու քժի у 

պասւրասւոված փակ դնգալին իքադանք՚քի чип սւանո/ մների ե սւոսրաիկ ա. դի֊ 
նամիկ կալանա թչան իւնդիրներլւ է

Հեսէւււդոտաքյրսն հիմ վէէււմ րնկած են Ս. U.. Համրա րձամ լան ի կոդմից 
աււաջադրւքած |/| հեաե/ш/ հի պո fj ե դն ե ր ր՝

ա) քյադանք<}ի միգին մակերեա լթին նոլէմալ դծ սււի’1։ ԷյևմեՆտր դեֆոր-
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մացիտյիղ հետո շի փո (սամ իր երկա րությու֊նր.
ր) թաղանթի միջին մակերևա{թին ղադահես հարթակներում ւլսրծող 

նորմալ քսւրաւքներն արհամարհվամ են մ լա ч լարումների նկատմամբ.
4) շոշափող (արունքներն րոտ թաղանթի հասսւտթյսւն փոխ~

վւսմ են պարտրոլական օրենքով 1.1)1
Յվյալ տեսա թ լանր հնարավորտ թ լուն Հ տալիս հաշվի ասնելտ լայնական 

սահքերի աղղե ւլաթ լան ր թաղանթների րււրվածալին ե դեֆորմացիոն վիճա
կի վրա.

1!,լս ղրվածքով ասացված Հ՜ ճկվածքի համար մի հսւվաս արա մ (1.1Ճ), 
որր ելակետսւ լին հավասարում Հ հան ղ ի и ան ա մ տատանումների ե կալանա- 
թ լան [սնղիրներն ու ււա մնա ոիրե[իււ։

Լա ծված են հետևյալ իւնղիրներր՝ ա) ււսււււտիկ կալանա թյան ի՚նղիրը՛ 
երր ղիտտրկվող թաղանթր ղանվա.մ Հ մակերեալթով հավաԱարաչավէ րաշխ- 
ված արտաքին ենշման տակ, ր[ ղինսւմիկ կալանէոթլան [ււնղվւրր, երր վե- 
րոհիշրսք ամ ր մ ամանակի րնթաղքամ փոփոիւվամ Լ պարրերարար (կոււինա- 
ււի որենքււվթ ղj յրեսնավորված թաղանթ[1 սեփական աատանւոմների խրն- 

^‘1ւ։ ‘ւ^րշի'1' երկու (սնղիրները լուծելիս հաշվի It'll տոնված միայն մի- 
շին մտկերևալթի նորմա/[t ուղութրսմր ղործող իներղիոն սւմերր։

Ս տա ւյվւսծ են րանւււ ձեե ր' կրիտիկական ամի, սեվււս կան տա ւոսւնա մնե- 
ր[ւ հւսէւաիւտկանա թլան ե ղինամիկակւսն ա՜հ1լալանա թլան ւոիրա լթների համար՛-

Uաաղված արղ րււնքներր տարրերվա մ են թաղանթների կլասիկ աեաււ՝
թ է ա նով 
թ լամր ,

ստացվող համ ապատասիւան ш րղյուն քնե ք* !' ղ " րծ ակ$ {' աոկտJ«« “

՚ր[է մեծ ա ւլմ ան հետ մեծանում /. նաև ա/ղ տ ա ր րե րա թ լունր։
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