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■МАТЕМАТИКА

С. Е. Карапетян

Об одном преобразовании конгруэнций

1. Как известно, прямые трехмерного пространства /Հ отобража
ются в точки гиперквадрики Q.'։ в пятимерном пространстве Р3 |1|. 
|2|. Касательная гиперплоскость этой гиперквадрики пересекается 

г с Q1 по некоторому трехмерному конусу К.5 второго порядка, с вер
шиной в точке касания. Конус X՜ называется асимптотическим мно
гообразием гиперквадрики |3|. Линии на квадрике называются 
асимптотическими, если их касательные принадлежат асимптотиче
скому конусу KL Соприкасающиеся плоскости асимптотических линии 
о։ только этих линий) принадлежат касательной гиперплоскости 
квадрики Qi. Асимптотические линии на Q.f определяются диффе
ренциальными уравнениями (5). Квадратичная фундаментальная фор
ма (5) устанавливает полярное соответствие многообразий на каса
тельной гиперплоскости, инцидентных точке касания. Полиаритет |4j, 
установленный гиперквадрикой в /Հ, для этих многообразий, по 
существу совпадает с соответствием квадратичной формы (51. Два 

Հ многообразия /„„ и т, инцидентных точке касания и касательной 
гиперплоскости, называются сопряженными многообразиями, если они 
соответствую! друг другу в полярном соответствии квадратичной фор
мы (5).

В [3]. с помощью этих сопряженных многообразий, был полу
чен ряд теорем и геометрических образов, связанных с конгруэнци
ями и комплексами прямых обычного пространства />..

В настоящей статье, с помощью тех же сопряженных многооб
разий, получается одно преобразование конгруэнций и, в связи с этим, 
доказывается ряд новых теорем из теории конгруэнций. В работе 
применен метод внешних форм Картава |5|.

В пунктах 2 и 3, с помощью фундаментальной формы, расс.мат- 
р риваются сопряженные многообразия, которые коротко можно харак

теризовать следующим образом.
Пусть двухмерная поверхность (/>։) является образом нашей кон

груэнции в /\ п Z-! — касшельная к (д։) прямая вдоль линии u)J=X«»J. 
В полнарнтете формы (о), прямой £։ соответствует некоторое L3, ко
торое пересекается с касательной 2-плоскос.ыо поверхности ւյղ) по 
некоторой Li. Направления Ճ, и £։ называются сопряженными в коп- 
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грузнцин (/յւ). Характеристика Լ3 вдоль Lx есть 2-плоскость Ռ. кото
рая имеет с касательной 2-плоскостью (/;,) только одну общую точку 
р (15). Аналогичную точку р' мы получим, если переменим местами 

и £|. Способ построения точек р и р' в Р3 приведет к преобразо
ванию Лапласа. Прямая рр' пересекается с Qi в точках р\ и р'. (17). 
В /э;, каждая из прямых Р՜, Р\ лежит на одной фокальной плоскости 
и проходит через другой фокус конгруэнции (Р։). (/Հ) и (р\) назы
ваются преобразованиями // конгруэнции ,/?է) по сопряженным на
правлениям <•>■’ = ± X<»J.

В пунктах I и 5 рассматриваются некоторые частные случаи пре
образований /7. В частности условия гармоничности и сопряженности 
преобразований П и фокальных поверхностей (р։), в в связи с этим 
доказывается несколько теорем.

В пунктах G и 8 рассматривается случай, когда развертывающи
еся поверхности конгруэнций (pj) и (/?.*) пересекаются с фокальными 
поверхностями (р։) ио асимптотическим линиям. Конгруэнция (р։), до
пускающая такое преобразование П, определяется уравнениями (40) 
и (49). Рассматривакяся некоторые геометрические свойства этого но
вого класса конгруэнций.

В пункте 7 рассматривается случай, когда развертывающиеся по
верхности конгруэнций (р։). (pj пересекаются с фокальными пло
скостями конгруэнции но гармонической сети. В этом случае (р։). 
(Pi) ” (/Հ) являются конгруэнциями U7 н асимптотические линии на 
всех их фокальных поверхностях соответствуют друг другу.

В пункте 9 рассматривается случай, когда прямые р\ и р'. поляр
но сопряжены относительно обеих квадрик Ли фокальных поверхно
стей конгруэнции (Pj). Такая конгруэнция характеризуется инвариант
ными уравнениями (55). В этом случае дифференциальное уравнение 
интегрируется до конца и /. определяется уравнением (57). Доказы
вается. что при различных значениях постоянного интегрирования кон
груэнции (р\) и (р\) не меняются и. следовательно, остаются полярно 
сопряженными относительно обеих квадрик Ли.

2. Инфинитезимальное перемещение тетраэдра Л։Л2ЛзЛ4 опреде
ляется дифференциальными уравнениями

</Л; = ^Д>, /. /./’= I. 2. 3. 4. (1)

где •»* - линейные дифференциальные формы, связанные структурны
ми уравнениями проективного пространства [5|

£)<о* = [wpoj'j. (2)

Из уравнений (I) непосредственно получим

^Pl = ,i“pn< Л « = 1. 2. — . 6, /ձ= (Л, Л2),

РС = (ЛЭЛ4). р3 (Л.. Л,). р< (Л,Л4). р5 —(Л։Лл|, рл = (Л4Л2) (3)



— 6շ=-։ւ)՜|. (4 — — Од = Ա)Լ

Օ(; — - ■ I,'-, = — *Հ — ։«3, | = <’>•> == ( 10Ն

(/.) = «•>[ ր|֊ to,}, G.-, •= io' -4՜ 1»>д, Оу = Шд ֊-J- <«>>.

Дифференциальная окрестность до 3-го порядка луча конгруэн
ции (Л, zlj), отнесённой к тетраэдру первого порядка, определяется 
следующими дифференцпальннми уравнениями (подробности об этих 
формулах см. 1|. стр. 344—349):

оЗ =■ 0, w* — ас»?—:Su>!. «»• = Sen,' ч- ую*
(4)

Да-= apo-J — pju»’, ДЗ аЗ։ю? 4 7;Ն<»Ն T2U)?

и формулами, полученными из этих заменой указателей 1 и 3 соот
ветственно на 2 и 4 и добавлением штрихов к коэффициентам а. 3. 7. 
с любыми указателями.

Касательная гиперплоскость квадрики Q1 в точке/»։. согласно (3). 
определяется грасмановым произведением пяти точек {Р1Р}р.՝р-.,РгР, 
а аса митотическое многообразие дифференциальным уравнением {(Բ 
P\PiPjPtP>P9'l - 0» которое и силу (3'| эквивалентно уравнению

н»-и>‘1--  = 0. (5)

Как уже было сказано, квадратичная форма, стоящая в левой 
части уравнения (5). устанавливает соответствие многообразии, инци
дентных точке /л։ и касательной гиперплоскости. Такие многообразия 
называются сопряженными 3|;

Каждая линейчатая поверхность L конгруэнции (/Լ/և) отобража
ется в линию I двухмерной поверхности ւ/?։Հ принадлежащей Qi. Ес
ли линейчатая поверхность конгруэнции (4յ определяется уравнением

<л*==лш$, (G)

то касательная прямая соответствующей линии / в /<, в силу (3) оп
ределяется двумя точками

(A, 'A ֊Ah (7)
Ее сопряженное многообразие есть трехмерная плоскость, кото

рая является характеристикой касательных гиперплоскостей вдоль 
липин /. Эго многообразие можно найти либо путем отыскания ха
рактеристик гиперповерхностей, либо с помощью формы, полярной к 
квадратичной форме (5), написанной для данного и искомого много
образий. Полярная форма (5) для данного одномерного и его сопря
женного искомого трехмерного многообразий напишется в виде
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w* «>о 4- <•>$ <ч,1 — «зօՀ — и>:;ц>* = 0, (8)

где верхние индексы указывают на размерность многообразия.
Внося сюда значения (4) и (6), получим

<>>“* = — k<nj. (9)

Это и есть уравнение сопряженного трехмерного многообразия. 
Для этого многообразия формы mJ. «•>:!, <՛/• следует считать независи
мыми формами. Касательная 3-плоскость к многообразию (9) опре
деляется из уравнении КЗ) Она определяется грасманоиым произве
дением четырех точек

(А. 'Ք։ А.. PsPJ- (10)

Из уравнении (3) и (I) следует, что касательная ‘2-плоскость поверх
ности (/>,) пишется в виде

(АА/М- (И)

Плоскости (10 и (11) пересекаются ио прямой (/>,. рл лр։). являю
щейся касательной к линии (принадлежащей поверхности (Р։))

==г —(12) • •

Линейчатые поверхности 6) и (12) в конгруэнции (.1. Л.) называются 
сопряженными друг с другом поверхностями и обладают известными 
геометрическими свойствами icm. 6| и |7|). Здесь мы имеем естест
венное обобщение понятия сопряженности на поверхности АД в про
странстве Р„ |3|

3. В этом пункте мы приступаем к построению преобразования 
конгруэнции Характеристика 3-плоскости (10) вдоль ее сопряженной 
линии (G, ость многообразие, инцидентное двум 3-плоскостям (10) и 
</(Pi. 'А рл. РуРР по mod (<•»}—Z<wJ). Она является двухмерной пло
скостью

Л'։4-ла2 р։ 2 (/./>, | 2д/?5 ֊ (а-2/ф֊ т>5)р։.
(13|

2'А (—7' 2/.V —,
где

(/ ||) Л т| — <•»{ «Հ — wj - г.рч* 4֊ Հ.։՚>Փ I 1'0

Двухмерная плоскость (13) является образом второй серии прямоли
нейных образующих квадрики Ли линейчатой поверхности (6) (см. 
|8], |9|). Она с касательной плоскостью пересекается только в 
одной точке

р = (Հ 4- Վ) А — 2 (>.р, 4- А). (15)

Поверхность (>). описанная точкой (15). является аналогом пер
вого преобразования Лапласа поверхности (р։) в сторону линии (12). 
Это преобразование не имеет всех тех свойств, которыми обладает 
преобразование Лапласа в трехмерном постранстве, но имеет с ним 
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много общего (в частности способ построения). Это обстоятельство 
объясняется гем. что некоторые свойства преобразования Лапласа ха
рактерны только для трехмерного пространства.

В этой работе мы нс будем подробно излагать теорию преобра
зования Лапласа н Р5, а дадим лишь один вид преобразования кон
груэнции (в конгруэнцию), построенного с помощью первых преобра
зований Лапласа поверхности (р։) в сторону двух сопряженных на
правлений (6) и (12).

Преобразование конгруэнции, которому посвящена эта работа, 
получается следующим образом: поверхность (р։) двумя первыми пре
образованиями Лапласа приводится в две поверхности, одна из кото
рых описывается точкой р (15). когда ее преобразовываем в сторону 
линии 112), а другая точкой

/Հ = (' I - >•'•») Р\ — 2 (— 'Рл + А») • (։ 6)
когда ее преобразовываем в сторону линии (6). Прямая рр' пересека
ется • ■ гиперквадрикой Q\ в двух точках

2р3. р\ = кр. 2pt. (17)
Эти точки являются образами прямых трехмерного пространства. Та
ким образом, данная конгруэнция (/-ЦЛ.,) с помощью сопряженных 
линейчатых поверхностей (6) и (12) преобразовались в .две новые кон
груэнции (17). Такое преобразование в дальнейшем обозначь-к.'я 
буквой П

Уместно заметить, что с каждой линейчатой поверхностью кон
груэнций связываются два новых инвариантных линейных комплекса 
(15) и (16) которые могут являться предметом исследования.

4. Очевидно, что прямая р\ проходит через первый фокус лу
ча конгруэнции и принадлежит фокальной плоскости /1։А./1։> а 
прямая р\ — через второй фокус А, и лежит в фокальной пло
скости Л։ /L Ля.

Так как точки Л. и Л։ координатного тетраэдра выбираются про
извольно на фокальных плоскостях конгруэнции 4), то их выберем 
1ЯК. чтобы прямая р совпала с ребром .42ЛД, а р\ с ребром Л, Л4 
тетраэдра. В результате такого выбора координатного тетраэдра из 
(17) получим

,.։ = 0. л3 = 0. (18)
Таким образом, ребра рЛ и /л։ в силу (18 описывают два преобразо
вания /7 конгруэнций (.4յ.Լ). Так как точки А. н Л4 на лучах рл и 
Д։ произвольны, то мы их закрепим так, чтобы лучи д5 и р(. совпали 
со вторыми фокальными касательными конгруэнции (Л, 4... В ейлу 
такого выбора к систему (4) надо внести

3=0. р' = 0. (19;
С помощью ,2), 4), (18), (19) дифференцируя внешним образом 

уравнение (14) и раскрывая полученное квадратичное уравнение по 
лемме Картава |5|. получим линейные уравнения
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2<й> '•։։«»? + ֊ >? = W>t + 4a«»t (շ

л,.—/..., = 2 (аа' : 77').

Развертывающиеся поверхности конгруэнций (/1։А։) и (ЛаЛ3> 
соответствуют нулевым линиям фундаментальных форм точек Ря. 
После подстановки значений (4) и (201 эти формы приравниваются к 
нулю и уравнения развертывающихся поверхностей конгруэнций ( i։-4։) 
и (Лм/1։) напишутся в виде

/-..(•Հ >Հ- — аЛ1 (<’>յ)2 -- 2՚?-'7 (и>! 1՜’ = 0.
(21) 

2аГ(<о;)?==0.

Из этих уравнений непосредственно вытекает, что развертывающиеся 
поверхности конгруэнций (А., /Լ) и (/Լ/Լ) соответствуют сопряжен
ным линейчатым поверхностям исходной конгруэнции (Л։ .-1.» тогда и 
только тогда, когда

а„ = 0. վ.==0. (22

Если оба преобразования П (конгруэнции </1։Д, и (АЛу име
ют каждое по одной развертывающейся поверхности, соответствую
щей некоторым развертывающимся поверхностям исходной конгру
энции, то это требование, как следует из (21). эквивалентно уравне
ниям

^, = 0, >^=0, 123)

Оба преобразования П являются параболическими конгруэнциями тог
да и только тогда, когда дискриминанты форм (21՛ равняются нулю

Mi + = 0. )«շշ— 8а֊7Л2։ — (), (24)

Фокусами конгруэнции (/V/Լ) являются точки

/•/ — Л» 4֊ р։ Я։1, (25)

где ր — являются корнями квадратного уравнения

ал։2/г — >.и ր — 2Հ = 0. (26)

Если эти фокусы гармонически разделяются точками каса
тельных фокальной сети поверхности /Ц), то из уравнения (26) по
лучим 'Ч1=о, которое В силу (22) показывает, что развертывающи
еся поверхности конгруэнции <4„/1л) соответствуют сопряженным 
поверхностям конгруэнции (.4, /1.4.

Линейчатые поверхности конгруэнции (/կ/L), соответствующее 
развертывающимся поверхностям конгруэнции (Л./13). тоже удовлет
воряют второму уравнению системы (211. Каждая из этих линейчатых 
поверхностей касается фокальной поверхности 1/1։) вдоль некоторой 
линии

•о* = &<«»]. (27)
где А՛,, являются корнями квадратного уравнения
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М',: '1Л — 2*7Г =0. (28)

Касательные к этим линиям в силу (I , (4) п (9; определяются гряо 
моиовымн произведениями двух точек

'А„ 7Հ/ևփՀ). (29)

Эти две прямые пересекают луч А2А3 в фокусах (25.1 конгруэнции 
(А.Ад) тогда и только тогда, когда ր. 1հ;/հ. , которое в силу (26) и 
(28՛ приводит только к одному уравнению

а12=֊ 277\ (30.

Если этому требованию удовлетворяет н вторая конгруэнция, то для 
нее мы аналогично получим >.л = 2՜,՜7 Вейлу этих двух уравнений
из (20) получим

аа'— =*Д 131)

т. е. исходная конгруэнция является IV՜ конгруэнцией.. Если фоку- 
сы луча .4յ Л, обозначим через /у, и /•՛,. го непосредственно заметим, 
что полученная конатгураЦкя содержит а себе четыре замкнутых 
цикла четырех конгруэнций см. 110|. |П|).

Как известно, четыре конгруэнции составляют замкнутный цикл 
если луч каждой конгруэнции пересекает соответствующий луч по
следующей конгруэнции н его фокусе. Полученные здесь замкнутые 
циклы являются частными случаями наиболее общих замкнутых цик
лов, ибо одна дяагоннль (А,?!.,) каждого замкиутного цикла имеет 
фокусы в вершинах этого цикла. В работе |11| этот никл был обоз
начен через (ija.

Действительно, каждаячетверка точек А։Л\А2Га.
Аг1‘'.,Л..РЛ. А,/*.AJ-Հ описывает замкнутые циклы с обшей противополож
ной парой конгруэнций (A։A4ih I.4.. Aj. Прямая является общей 
диагональю для всех циклон и, в силу уравнений (I). имеет фокусы в 
точках А։. А , г. е. каждый замкнутый никл является конфигурацией %2.

5. Теперь найдем условие, при котором развертывающиеся по
верхности конгруэнции 1.4... ։л) пересекаются с фокальной поверхностью 
lA'jji исходной конгруэнции по сопряженной сети В этом случае го
ворят. что конгруэнция (А..4Л сопряжено с поверхностью (А2) (см. 
|1|, стр. 251—259). Как известно, асимптотические линии поверхности 
(А3) определяются уравнением 7.',»ч‘.г — = 0. 1см. |1|,етр. 351).
Для нахождения сопряженный линий, как всегда, составим полярную 
форму последнего уравнения для двух сопряженных направлений d и о

(d J ։ւՀ (о) — -yw’ \d) ։»$ (о) = 0. (32)

Если одна из сопряженных линий определяется дифференциальным 
уравнением

= kw՝ (33)* I ’
то другая, в силу (32). будет иметь уравнение
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wj =----- «»|. (34)

Согласно требованию. развертывающиеся поверхности конгруэнции 
(А,Д։) должны пересекаться с поверхностью (А2» по линиям (33) н 
(34). т. с значения (33) и «34) должны удовлетворять второму урав
нению системы '21). а последнее будет иметь место только при ус
ловии

/.12 ՜֊ 2аа՜. (35ւ

Аналогичное требование для конгруэнции (Л։Д։) приведет к уравне
нию

L.։ = —2а7.‘. (361

Из уравнения второй строки системы 20 . в силу (36 , получим урав
нение (31 Итак, только, конгруэнции Ա՜ допуск(2ют преобразова
ния II. каждое из которых сопряжено с одной фокальной поверх
ностью этой конгруэнции, и если одно из преобразований П, ио՝ 
рожденное конгруэнцией U". сопряжено с одной фокальной поверх
ностью этой конгруэнции, то другое преобразование сопряжено с 
опугой фокальной поверхностью.

Развертывающимся поверхностям конгруэнции А.А., соответ
ствует некоторая сеть линий на другой фокальной поверхности (.4,). 
Если эта сеть сопряжена на поверхности (А։). то говорят, что кон
груэнция .4..А;։) гармонична поверхности 4։) (см. |||. стр. 251 259).

Пусть конгруэнция (A-jAj) сопряжена с поверхностью (А2) п гар
монична поверхности \.4յ). Тогда на каждой фокальной поверхности 
конгруэнции (А։А2) имеется сопряженная сеть кроме фокальной се
ги). соответствующая развертывающимся поверхностям конгруэнции 
(А...4,1. г. е. эти две сети на фокальных поверхностях соответствуют 
1руг другу, к следовательно, согласно теореме Петерсона. (А։А2) 
является конгруэнцией U”.

Таким образом, если одно из преобразовании fl сопряжено с 
одной фокальной поверхностью исходной конгруэнции и гармонич
но другой, то эта конгруэнция является конгруэнцией U7. Обрат
ная георема тоже справедлива, г. е. если одно преобразование П, по
рожденное Ա'Հ конгруэнцией, сопряжено с одной фокальной поверх
ностью этой конгруэнции. то оно гармонично другой фокальной 
поверхности. Из этой и предыдущей теоремы вытекает также, что 
если одно из преобразований // сопряжено с одной фокальной по
верхностью исходной конгруэнции, и гармонична другой фокальной 
поверхности, то другое преобразование также удовлетворяет этим 
условиям.

6) В этом пункте рассмотрим случай, когда развертывающиеся 
поверхности преобразований /7 пересекаются с фокальными поверх
ностями исходной конгруэнции (ДА.) по асимптотическим линиям. 
Как известно |1|, асимптотические линии поверхности (Д։) опре
деляются уравнением



Об идиом преобразовании конгруэнций 1 I
— „ - • - - —..........>‘итчвжаяаеа—эйааяааваж  т ж с ■ — ‘ -‘  —— ■   эвм»

а («})5 4-1 К)’«0. (37)

Согласно требованию. это уравнение должно совпадать со вторым 
уравнением системы 21). т. е. должны удовлетворяться следующие 
условия

'•= = 0. /.:| = ‘2и'. (38)

Диалогичное требование для второго преобразования 11 приводит к 
равенствам

' и = Ղ Ли = ~ “аз - (39)

В силу (38) и (39 из последнего уравнения (201 получим

Ззз'~ и -0. 140)

Конгруэнция. удовлетворяющая уравнению <40.. является новым 
» частным случаем конгруэнций с постоянным инвариантом Вельта 

(СМ |12|, [13], |14|>, Обозначая ну конгруэнцию через V',, мы можем 
сформулировать следующую теорему: конгруэнции IՀ. и только они. 
тпускают такие преобразования И, обе развертывающиеся поверх- 
кости каждого из которых пересекаются е Фокальными поверх- 
костями этой конгруэнции по асимптотическим линиям. Конгру
энция Ц определяется произволом одной функции одного аргумента, 
г. е. одну ее фокальную поверхность можно задавать произвольно.

7. Рассмотрим случай, когда развертывающиеся поверхности пре
образований // пересекаются с фокальными поверхностями по гармо
нической сети. Гармоническая сеть фокальной поверхности характери
зуется следующими свойствами во-первых она на этой поверхности 
является сопряженной сетью, но вторых линейчатые поверхности кон-

I груэнции, соответствующие гармонической сети, также являются со
пряженными. Как известно 9]. гармоническая сеть фокальной па- 
верхности (Д։) определяется дифференциальным уравнением

я (wj)2 - 7 («Հ): =(). (41)

Согласно требованию, это уравнение должно совпадать с первым 
уравнением системы (21). Эти условия и аналогичные условия для 
поверхности (Д.) и конгруэнции .4.4,) напишутся я виде

>1, = 0. — О. Si ~ ~ • Ав - • (42)

В силу этих уравнений из последнего уравнения системы (20) полу
чим уравнение (31). которое показывает, что ւ.Լ.4,1 есть конгруэнция 
IV'. Таким образом, конгруэнции ԱՀ и только они. допускают та
кие преобразования II, развертывающиеся поверхности которых 
пересекаются с фокальными поверхностями по гармоническим се
тям.

Внося значения (42 в уравнения (20), будем иметь

օՀ «= in- = (43)
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Дифференцируя внешним образом уравнение (31) и внося значения 
из (4), получим инвариантные уравнения

*i + ^֊2^ = 0. Հ + թ,' —2^ = 0.

*։ 71 — ւ'յ։ а2 ~ *' iV
(44)

Теперь покажем, что в силу системы (44) конгруэнции преобразова
ния И являются IV конгруэнциями. Для доказательства этой теоремы 
мы будем ссылаться на другую теорему, а именно, касательная 2-пло
скость двухмерной поверхности гиперквадрики Q\ имеет характери
стическую прямую тогда и только тогда, когда эта поверхность явля
ется образом IV конгруэнции. Причем только два направления допу
скают такую характеристику. Эти направления соответствуют асимпто- 
тческим линиям фокальных поверхностей IV конгруэнции.

Как следует из (17) и (18), поверхность (р3) является образом 
одного преобразования 7/ конгруэнции {.4։ 4.). Касательная двухмер
ная плоскость поверхности (р։). в силу уравнений 3), (19) и (43). оп
ределяется тремя точками

՜ ֊ Ре + w'p։). (45)

Для нахождения характеристики необходимо найти общие точки этой 
плоскости и ее бесконечноблизкой плоскости, т. е. плоскости d~, В 
силу уравнений (3 , (4| и первого уравнения (43) для d~ получим

d~ Ок 'д1։ ՃՀբ. — ^բո ф 2а7' Ш֊?р։ I р: փ aa'pj 4֊

7'Р-. — *Рл> 1 + △«')Pi - ‘"'-Pi (46)

Дна многообразия ( 15) и 46) имеют общую прямую тогда и только 
тогда, когда дифференцирование берется по направлению, у ювле- 
тнорякицему следующим шум уравнениям

• ‘/’u-j) շ«'։ւՀ (ձ՜Հ - ձշ)=0, 

; at"? (Да Ла') սՀ (он»’ ■;'«>:) — 0.

В силу системы (44) эти уравнения совпадают с одним уравнением 
(37). т. е. асимптотические линии фокальных поверхностей IV кон
груэнции (Ла43) соответствуют асимптотическим линиям фокальных 
поверхностей исходной конгруэнции.

Точно так же можно доказать, что второе преобразование И 
тоже является U" конгруэнцией и асимптотические линии ее фокаль
ных поверхностей соответствуют асимптотическим линиям исходно:։ 
конгруэнции. Таким образом мы получаем следующую теорему.

Если развертывающиеся поверхности обоих преобразовании /7 
пересекаются с фокальными поверхностями по гармоническим ли
ниям. то оба преобразования П являются IV конгруэнциями, асимп- 



 <։■-■' преобразоаа։ п» • ■ ■•-;՛?՛՛•՛ • й i?>

тотичсские линии фокальных поверхностей которых соответ
ствуют асимптотическим линиям фокальных поверхностей исход
ной конгруэнции.

8. Здесь возвращаемся к и. 6. Опять рассмотрим случай, когда 
развертывающиеся поверхности преобразований // пересекаются с фо
кальными поверхностями исходной конгруэнции по асимптотическим 
линиям. Как мы увидели, такая конфигурация характеризуется равен
ствами (38), (39), (40) Внеся значения (38) и (39) в упавнения си
стемы (20), получим

и»1 ах' »»>:*. »>" = - и' «փ (48)

Дифференцируя внешним образом уравнения (48) и обычным образом 
уравнение (40) н пользуясь системой (4). получим

«։4 3?ս = 0. Հ4֊33,=0,
(49)

I I = /2 4՜ 1^2’ Я2 7շ ?յ ՜՜: .•’г

Таким образом конгруэнция V’j характеризуется инвариантными урав
нениями (40) и (49). Выясним некоторые геометрические свойства этой 
конгруэнции.

Соприкасающиеся плоскости гармонической сети I •, «й = г р‘х տ՜։ 
(տ — ± 1) фокальной поверхности (Д։) относительно нашего тетраэдра 
напишутся в виде |14|

iAj, Аа £ I «7 А.., (зф։ 4- Зз | 1-Հ.. 4- - | «7 a, xvj 4S - 4а A J. (50)

Эти две плоскости пересекаются по прямой, определяемой двумя точ
ками

|А։, (33., -I- а։) Ал — (72 4֊ 3։) А2 4аА.,}. 51)

Если прямая (51) находится на фокальной плоскости точки А., н ана
логичная прямая, полученная для гармонической сен» фокальной по
верхности (А3). находится на фокальной плоскости точки А։. то -тн 
требования равносильны двум уравнениям первой строки системы (49).

Как известно, уравнение квадрики Ли фокальной поверхности 
(Л,) конгруэнции (А։А._.) напишется в виде <[1|. |15j)

2тл.л-., -1- ± ֊ -v?.Y։ -1- - - А-.с- <1, (52)

где X; — координаты текущей точки квадрики относительно нашего 
тетраэдра, а к- некоторая нас не интересующая) комбинация коэф- 
фициенгоп высшего порядка. Квадрика Ли второй фокальной поверх
ности (А3) получается из 52) посреди ном перестановки индексов 1 
и 2. с прибавлением штрихов к коэффициентам х> р, 7.

Инвариантные уравнения второй строки системы (49) показывают, 
что прямая (51) и ее аналогичная прямая для поверхности (Д21 явля
ются общими полярно сопряженными прямыми относительно обеих 
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квадрик Ли фокальных поверхностен конгруэнции М։Л2) 114]. Итак, 
прямая пересечения сопри касающихся плоскостей, гармонических 
линий каждой фокальной поверхности конгруэнции 1Հ находится 
на фокальной плоскости другого фокуса и эта пара прямых яв
ляется общей парой полярно сопряженных прямых относительно 
квадрик Ли фокальных поверхностей.

9. В этом пункте мы рассмотрим случай, когда пара соответству
ющих лучей преобразований // является общей полярно сопряженной 
парой относительно квадрик Ли фокальных поверхностей конгруэнции 
(Д։ А»), Так как для нашего тетраэдра соответствующие лучи пре
образований // совпадают с прямыми Д։.4< и Д2Д,. то легко увидеть, 
что эти две прямые полярно сопряжены относительно квадрики (52) 
тогда и только тогда, когда выполняются условия Зх 4֊ О, а, -1. = 0. 
Та же пара прямых полярно сопряжена и относительно квадрики Лк 
поверхности (Д..) тогда и только тогда, когда выполняются условия 
Հ ՜յ'։ ~ 0. < 'Հ-- 0. Таким образом наше требование приведет к
четырем уравнениям

/ւ -'7շ֊ о. ь Ն=ղ ?2 + ն о. հ-■$; 0. (оЗ)

Эти уравнения не инвариантны относительно преобразования тетраэд
ра (Д ) внутри тетраэдров первого порядка |1|. Чтобы в левых час
тях системы 53՛ получить инвариантные выражения, продифференци
руем по вторичным параметрам уравнения (14)

о)., :Xj(u^ — <•։}) - 2Հ, ՝Дг ֊ ձ..(սՀ <.։‘) - 2о)֊, (54)

где 7 символ дифференциала по вторичным параметрам, а «Հ вы
ражения соответствующих ՛•■; при фиксированных главных параметрах. 
Теперь прямым подсчетом можно убедиться, что уравнения

а. ֊ Հ - 2/.? - 0,

Ն ?, + 2>,-<». 7; + й-% = 0,

являются инвариантными уравнениями и эквивалентны системе (53).
Исключая из системы (55) Х։ и Հ, получим уравнения второй 

строки системы (44), что и естественно было ожидать, ибо наше тре
бование является условием задачи Бадаляна |12|.

Внося значения Х։ и Х„ из системы (55) в уравнение 14). полу
чим

2 (d In л w[ -i <oj w’) = ! ax 'i..) «■' ֊ I ղ.. 4֊ 3,) «Հ (56) 

или в силу системы 4 будем иметь

2 {d In X — <•>[ 4- <յ)՚\ — <»п ч>^) = Да — Ճհ =

— Ժ1Ո 7 |- 2 (l'>j --- Wij --- w|).
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Интегрируя последнее уравнение, получим

„ я= с--- • (57

где с произвольная постоянная интегрирования.
Так как конгруэнция (/Լ.4..) порождала (по сопряженным на

правлениям »՛»?, - два преобразования//, то согласно уравнению 

(57 можно сказать, что только по направлениям ՛՛՛!= । с յ' "Հ

оба преобразования Г/ конгруэнции (.4։.4.. полярно сопряжены отно
сительно двух квадрик Ли фокальных поверхностей этой конгруэн
ции. Как следует из выражений (14) и (17). умножение /. на с (с 
постоянное) не меняет положения точек (17), т. е. /7 преобразования 
конгруэнции (.Լ.Լ.) ио двум направлениям ••՛; ֊ Хи>| и <Հ; ™ сл<».‘
совпадают друг е другом.

Из этой теоремы следует. что // преобразования конгруэнции 
(Д։.4„) по различным направлениям (57) (для различных постоян
ных значений с) привеоут только к одной паре конгруэнций.

Из уравнения (57) следует, что для <■ = 1 получим линейчатые 
поверхности, соответствующие гармонической сет (41) первой «фокаль
ной поверхности. тля с 1—линейчатые, поверхности, соответст
вующие асимптотическим линиям той же фокальной поверхности, для 
г = (2 —=։| 2)2 (г 1. £։= 1) — линейчатые поверхности <7, и т. д.
В работе |9| нами было получено бесконечно много линейчатых по
верхностей 6' конгруэнции (Д։Д2). обладающих известными геомет
рическими свойствами. Все эти линейчатые поверх пости G. получа
ются из (57) подходящим выбором постоянного.

Все линейчатые поверхности «Հ — /.<«?. где л удовлетворяет урав
нению (57), связаны с дифференциальной окрестностью второго по
рядка луча конгруэнции '.4։А.), В дальнейшем мы их назовем линей
чатыми поверхностями окрестности второго порядка луча конгру
энции.

Таким образом, все преобразования /7 данной конгруэнции по 
различным линейчатым поверхностям окрестности второго по
рядка приводят только к одной паре конгруэнций.

Нара, соответствующих лучей двух конгруэнции преобразова
ния // полярно сопряжена относительно обеих квадрик Ли фо
кальных поверхностей исходной конгруэнции тогда и только тог
да, когда это преобразование осуществляется по направлению ли
нейчатых поверхностей окрестности второго порядка.

Армынскин педагогический институт 
им, X. Абовянз Поступила 10X11 1953
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| •> | ui շխաւոա իքլան /?//.,• 'հհրմtn.dված / >իսլե րկվս/էլրիկա լի համարոմ 

րաղվ ս/ձև nt ի} րէւննհ րի էլ ա դափարր խ.ՀէՈ.մ' Ալդ րաղմաձեւո. իքլոէ֊ննflրի ալնւո- 
իժլսւմր ալս աջխաւուս իք լանոէ-մ սւոալյվել են կոնրլրո է հնqիալի նոր ձևաւիոխէէէ - 
!<J լաննե ր , ս/լոին՜րն նոր ե րկա կոն q րոէենքյիսէնե ր, որոն.ր uirttu էրիո մ են ւորր- 
ված կոնդրոէ-ենէյիալիւյ իրար համալուծ երկու դծավոր /Iակերեա քթ/երի րն- 
աանի րնևրի in q qnt fj րոմ րւ հոր կոնղրա ենլյիաների ճաոա у in լիքնե րն անւլն/ոմ 
են հին կոնդրւււենցիա լի մի ֆոկուսով և դանվա մ են մքւււււ էիոկաք հարիք ու- 
իք լան վրա/ (էիքե ապ ձև աւիո իոոթ րււննե րր ն բանակեն ր // էլա .յդով, ապա 
աոա/յվէոմ են հև սւևլալ հիմնական թեորեմաները

1. U իսէ/ն Ц կոն/լրու ևնրիան Լ թուր տալիս ալնպիււի If է/ալդ, որՒ 
կոնդ րուեն j իա լիր լա րա րան լ րււ ր ր 'աէմալոէծ ի մի •իւ/կալ մակերևույթի, և 
եիէե // t/ա րլի կոն у րուեն րիանե ր [• у մեկը [աոագալրսծ Ա կոնդ րուենէլիա լիքյ) 
համալուծ Լ Ա-' կոնդրոէ ենրիալի ֆոկտլ մակերևույթներիդ մեկին, ապա մ լա- 
որ համալուծ Լ մրւլս 'իոկալ մ ակե րևււ ւ լիք ին :

2. 1;ի1ե Ո զու րլի կոն/լրա ենւլիաներիր մեկր համո/լուծ Հ *lttttքււէլքմււ կոն֊ 
է[րա են/լիա լի 'իսկաք էք աէքե րևուքիքնև րիլյ մեկին և հարմոնիկ մ լա ւ/ին , աււր/ւ նախ
կին 1րՀհւլրու ք.ն;ւիււէն Փ Լ, հակաոակր ևս եի՞ա Լ:

!Լչխաւոոէ թլան մեջ ււաաւր1ած Լ կոհէլրո! ենւլիա լի նոր էքաո (1 է). ' րք1 
րնոէիմա/լրւիուք Լ հեաերոլ իքե,որեմալով

մ. I Հ կո՚հւլրա հ՛հ ր ի ա՚ււ ե ր ր և մ իա (ն նրանր են իքուլւ տա՜լիո ալնււլիսի 
II ւրււրլ, որի ւիովոււ մ ա!լե րե ո, լիքն ե րր հարում են նախորդ կ ՛Հհ q ր ա են էյ ի ա լի 
քիոքրու ti ակերեէս լի1նե րին վե րջիններ ի ա ո իմպ ա էէաական դծ երով !
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