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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

С. М. Дур»арьмн

Осесимметричная температурная задача 
ортотропной круглой пластинки

§ I. Вывод основных уравнений

Рассмотрим осесимметричную задачу многослойной круглой пла­
стинки. собранной из произвольного числа однородных ортотропных 
•.доев с цилиндрической анизотропией.

Предполагается, что ось анизотропии совпадает с геометрической 
осью цилиндрического пакета пластинки.

Задача решается в цилиндрической системе координат г, 6 и г. 
Ось ֊ направлена по оси анизотропии, координатная плоскость .՛ = О 
совмещена с верхним основанием недсформированного пакета, а по­
лярная ос:», (ч которой отсчитывается угол 6, в плоскости .՝ -И рас­
полагается произвольно (фиг. 1).

Модули Юнга, коэффициен­
ты Пуассона и температурного 
расширения принимаются зави­
сящими от температуры нагрева, 
а последняя считается известной 
функцией координат точки (г. т).

В основу дальнейших вы­
кладок кладутся гипотеза Франца 
Неймана и гипотеза недеформи- 
руемых нормалей.

На основании гипотезы не- 
деформируемых нормалей, пре­
небрегая напряжениями по 
|1|, можно принять

Փա. I. 

сравнению с напряжениями з, и з

։■_• = t’r.r = е’о- = О, 

=г=0.
(1.11

Из известных соотношений между компонентами перемещения и 
компонентами деформации в цилиндрической системе координат |4]։ 
с учётом (1.1) и осесимметричное™ задачи, получатся следующие 
Значения компонентов деформации
5 liinfcjH» ЛИ. серив фи». мл. пзуь. № ;։
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du и շ div
er =-------- 2 —-» (?о=  ----------- - • е: =

dr dr- r r dr

= er: — fer = 0.

(1.2)

ii компонентов перемещения
Ле» л ur = и — շ----- . //ձ= о, и. = -к՛, 11.31
dr

где и и и- означают соответственно радиальное перемещение и прогиб 
точек, расположенных на координатной плоскости г ֊ 0.

Из обобщенного закона Гука |1|, записанного для т - го слоя 
пластинки |2|,

Дот.' Дот) Дот) . „О") Дот) լ (от) дот) 9<от уе, ֊ «п Jf ֊ւ а,: -г "vs յ- ~ Л '<
Дот) Дот) дот) (от) Гот) . IOTI Дот. о’от)у 
с'О = ">_• 5Л " "֊Й Պւ "Г " .<։ Ն ;T| Г,
„ЮТ) __ Дот) Дот) , Дот) (ОТ) (ОТ) ДОТ) q(OT1 тt : = U13 С/ ՜՜ր Ա.՚;> -Ч }- <Z;։i з.- /,

tim лт'' Дот՝֊ (от) Дот) .ют. .от)t?6. — Л.Ц '$.• . Cf: = «и ~-ր֊ , er, — -Hi .

(где ,Հ'"'( 7՜Լ Ч՞0 (Л, рУ”'17) ~ коэффициенты температурного расши­
рения соответственно вдоль осей >*, 0 и ֊՝. а 'Г{г, շ) температура 
r данной точке пластинки], учитывая (1.3). можно получить

.<от| ո՚ր^՝ I _ • d՜**-՝ \ ւ. ^(от )/ ь___ Q’,"1՛ /՛
\dz dr- ! \ г г dr I

I" —— iiu ՛] 4- -2li—\ -f- Q,n>>
՜ ՜ ր ր dr ՜ ՝ dr dr- ՝

^’ = 0, 
где

Г Գ՝ Р'1Т։՛1ՀրՂ ( у. ___ ‘--՚ ____  — ltr______
" Լ elPW^Wl*

1.4)

Дот) Н-’"՝
Օ՚^Օյ -ր, __ ________ ‘*>1_____________ ___ *’ք>____

air'a-L”’- |а'"Т ! —!*՝.“ ՛■

а1^
Л'"’(Г) =

а'1
]__^(otT^iot''

С?Г (Ո = ՜ ՜՜ (1.5:

J—յյլէ/ոյ^/ո)
F.(nl]

IOT. olOT) I дот) Z(ot)ДОТ/ -r4 ‘‘U BS ՜ «!.' ;‘r n(OTlr,(OT n(OT< 'J1'".՛- —և/” ! :z ‘'° ՜/?|-
<7յ| (2շշ — |al7 |- 

p(OT>
= - ЗГ1-
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Перейдя от напряжений к внутренним усилиям и моментам 

л. Л»
т,= У { ,гчг-'с„^' с„" /<„֊֊ /։„-֊+С,г, 

~~ J dr г dr՝ г dr
т *Ат-| 

....

T.-V I՛ Հ”1* С,.֊ с.,. " - К, . ֊ А-....-|-^-+с2Г, 
dr г dr՝ ' г drт1^ I

Srf = 0.

" f-T
Л1, ֊V I՛ = К„ ки- О„^֊ОК—^+/С17, 

~ ՝ dr г dr- г dr
т Խ, , «м- 1

и Л"'

AI.,= V i 3^2dz = Kv.(i- + /<.... - —/V—'■ ’ —ժ^ր.
— J 'dr r "dr- ՜* r dr

Afzfl = 0.
где

w l,<” n ,։“ n bt’1

Գ= I ( <4- К,/- £ \ &№<ե. D։,= у | B^z’-dz,

1П— 1 1, , Hl— I I, m— I ։, ' ,>hn -I Km— 1 Um 1

Cr;=V C^m՝Tdz, K,,= V Q\m>Tzdz 

,ո^կՀ-\ m

{fi — число слоев в пакете и внеся (1.6) в уравнения равновесия [5|. |6|

dTr Тг - Ո 
dr г

г^с;.

dMt _ь ЛЪ- .Иг, 
dr г

в самом общем случае задачу можно свести к интегрированию сле- 
,ующеи системы дифференциальных уравнений с переменными коэф- 
нщиентамн:

‘ .Легко заметить, что постоянна։։ С\ может быть отлична от нуля только в 
случае пластинки с отверстием посередине и случае пластинки с двухсвязным кон­
туром I, у которой и по внешнему контуру в но внутреннему контуру граничные ус­
ловия нс содержа г требонания о равенстве нулю поперечной силы.
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£. d~ll _ц_ С И \^// I d(. г. ?.* \
11 dr- \ dr г /dr ՝ //г г ' г

(Րււ՛ _ / dKn Л'н хЛ՛____ £.■ <[KV> К22 \d&
11 dr3 \ dr г 'dr- г \ dr г / dr

С>г — С\г___ dCi լ
г dr

}Հ ՚ /ճ^ո .. 5».։\rfw ( (3'“ - )!Լ -
11 dr2 \ dr 'dr \ •./.՛ г ՝ г

I) _ ( Ջօ _ձ_ \^2±'___ 1 / dI>i. _1)շյ \dii'
" dr3 dr r ՛ 1 dr

__ д. к дт-- 1;____ r(A1 ւ.
r dr ,

(1.9)

$ 2. Случай, koi да температура
а по толщине пакета изменяется

вдоль радиуса постоянна.
по произвольному закону

В рассматриваемом случае в'”՛, Q.'ri и 7՜ являются функциями 
только координаты г, следовательно Сц, Ки, 1)ц, С.т и К-т суть по­
стоянные. Это обстоятельство позволит упростить систему (1.9) и при­
вести ее к виду

= гСй -т г (К*т K\j}

Нетрудно заметить, что при выполнении условий

/<п = /<к,=0 ИЛИ v или 1ՀԼ _ Cni)u =0
Գ1 !)и

происходит разделение переменных и однородная система, соответст­
вующая системе (2.1), приводится к двум уравнениям типа

\ dr- dr /

•• d' , d \ л•--------J- г--------- и — ) w 0.dr3 dr- dr I

(2.2)

Для конкретности н дальнейшем предполагается, что 

Ко —CnDu 1- 0.



 1 ։’Miiepa : \ рн.:Я Kl.l'IJi ортогринной круглой пластинки 69

Ниже приводится общий интеграл однородной системы, соответ­
ствующей системе (2.1),

— К.
Cjj/Wj С.

ր' m' C..r /\пЛ12 K.,SI ^Y’m. . լ. l Ո; 

Cxim., Շ՚շշ '
(2.3)

С- г -£*=
i J zzz, ' ՛ | m.

-Ь

(2.-Ո

где С\, C... C|. C.։ и С- — постоянные интегрирования, определяемые 
из граничных условий задачи, и т. и ///..— корни характеристическо­
го уравнения

(CjjZ),j Ки)т2 ֊ (С.:Л)и Сц/Ն. ֊ 2КНЛ*2Й т -f- Сц1)к - /<i ~ 0. (2.5)

разные
տ . _ • Л1 И l,>' ւ-Հօշ 

___________ 2_ 2(ад,-кй

| (— С-,;/Л2)՜ -4(C))К-‘2 — ^2-՝Кц){К2Л)п — 
2'CnDn fit)

В частных случаях (2.6). (2.3) и (2.4) примут вил
С.,., К.... . D...,

а) пр» ^=F*n
'-‘U 1'п

(2.6)

Си ГЛ- — С..../(п С.г., К.>л

^н)

էր ^՚^-ԼՀ՝ + 1Հ՝՝֊<:հ '’"՜ <:/--с1Г 1 ■
^11

= —-£ս=ր’ո տ>֊ у С֊ _Г1՜’
1 ԻՊ 1 I " ն

ՈԿ ֊:֊ Գ;
(2.7)

6) при
(.О.» /\.»<. /.)։>»■»
Фй Du

Г)^ C\.2Dii - D22Khfflу —  —- >, Fil-> — —   X՜ ։
Ku Da - Du(C„l)n-^,)

и՛ = °" C։r1Sr+DH ՇՀր՜՚Ղ 
Ku Tv л

.7" = " r , ր' ՚ ■ + —3 .ր' "" ■
1+1-. 1-1 > l-!|m.

(2-8)

p- I m, 
I —I m..

+ C.-

и

/л = г
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\ J /Л..> Сглм
В) при * -֊֊֊ Հ-

^11

_ /(..J Cu C.J /)и K.2| C։։ СМ1 *ձւ
•“ г*՜ ’ HI —

K„l Գ, I Գ.1 />„ ■ K,.l C1։ cni

Частное решение неоднородной системы (2.1 можно представить п

“■-1

и,о _ __
1+1

'2‘Ч-С/ -Շ.Հ-1 ֊1֊ С,г' "'исл<

,.1 -1 "1, ,.1 I т, ^-3 -II"’= 4- (2.9

ч-

1 | /я, Н 1 т.

(-՛ -1 է ) >«7 / • .
1 — 1

г) При £.յ2 _ — 1
б. n /\п /Ձս

/л, - т, = у.

С/՝՜Ч-ՇՀր |Т.

с . . С II 2.10)
к.'п __Чз г' ' ■ , ' -г' 1 +С,;

д) при

1 4 | •? ] — | v

6и Лн /9П

zn։ = т.: — 1.

«°-С,г —С/-’. |
:е՛0 — су2 C'.j In г 4- С'.,.

(2.11)

виде:
а) при /<п — /<22)2 փ i.Cjj — С22) Dn Г>.„) (2.12

(С6 К->Г ---  К1т)(Кц /у>) '■ 'Kf ) (^1 — ^,-j) г
՜ ’ Րւ,.(

,փ = (&-4-W֊ '<չլ) (Գ. _Գ)֊(Ջ> НК,, - /<22)
2|\։. /<_, (ժ„ C. հ/Հ։֊/Ա|

б) при (Лп ֊ Л'..2Г- = (С„ ֊ՇՆ) (Լ>ո 1.).л\ 12.14)

., _ (Գ : Ku ֊1<ա Kn-(C?r-C,7 ) /Հ, ր խր 
2(К?|֊-с։1ад ՚ (.շ15)

= ^6-?-՜ H'n ՜ ւ£-՛/___ £ււ±£ւ / гЧпг ր՜ У
:(/<и ёпрп) к շ ■

Таким образом, ыя радиального перемещения и и прогиба гс՛ то­
чек, расположенных на координатной плоскости г=- 0, получатся зна­
чения
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и = Ц° 4- //*, 1

w = к՛0— а?*, I
(2.16)

■которые войдут шесть постоянных интегрирования.
Имея (2.16). из (1.3) можно определить иг (г. г), а по (1.6) — зна- 

ренин внутренних усилий и моментов.
Содержащиеся в найденных значениях и,, 77. 77. .11, и .Ио

ЮСтоянные интегрирования определятся из контурных условий кон- 
крстной задачи.

§ 3. Осесимметричная температурная задача однослойной 
ортотропной круглой пластинки, когда температура 

представлена суммой логарифмической функции 
радиуса и линейной функции z

Задача решается в шлинлрической системе координат г. '> л z. 
Ось : направляется по оси анизотропии, плоскость ? = 0 совмещена 
Серединной плоское।ью недеформированной пластинки, а полярная 
ось. от которой отсчитывается угол О, в плоскости - 0 расПОЛОЖе-
На ПРОИЗВОЛЬНО.

Закон распределения температуры внутри пластинки принимает­
ся н виде

Г=«> — Zz — 7 In —• (3.1)
Р

Легко убедиться, что выбранная температурная функция 3.1
К>.адетворяет уравнению теплопроводности |7|

Е Зависимость модулей Юнга от температуры принимается в виде
И £,=Й>։Г, а=£$е՜-. (при а 0) (3-2) 

а коэффициенты Пуассона и температурного расширения считаются 
не зависящими от температуры

Р։ = const. p2 = const, J
Հր—նէ= з = const. I

Очевидно, что соответствующим подбором постоянных *՛., р, 
ք.Ի fi. и 1 можно, с достаточной для практических целей точностью, 
описать как изменение температуры пластинки, так и изменение мо­
дулей упругости в зависимости от температуры.

В рассматриваемом случае решение задачи сводится к интегри­
рованию системы дифференциальных уравнений 1.9). в которой зна­
чения коэффициентов определяются формулами
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н

ft

Кчг I QJ'zdz = /:։? ( 7Яг hi Г .1 а).
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■ -1, ֊. sh^L A.^-U -2sh^).
хл 2 " а2/2 \ 2 2 /

Н>=—а՜/.-ձ- ; Msh — 4 г///ch----- •
2а’ла 2 2

՚1ւ=» — f ն“’ 2 («л 4-!)տհ — 7..'.//ch2?^
х-л 2 2

(3.5)

|4(<»а 2) 7֊՝/“/У-| sh “՛՝ *•
•» I

/:о

Внеся (3.4) в 1.9), после несложных преобразований получим 
уюш.ую систему дифференциальных уравнений:

I ~d-u . , , du , .4, .
֊. ձ(«-;փ1)ր- , (lW D«

dr dr к

. л4/3й’ . . հ/՜чС 4.» , d՝wЯгг-֊ ; 1,(«т+ l)r — — IW-”
dr2 dr2 k dr

|1 -A-ij к-■ :i, |r In r ֊ 
k Կ

-■f-Hd1 k — ^(k+ ;ir| 4- 4,7 (A:-bp։)) r, 
к

. ..d^i . . ... du .4.> , ,.
4/' ,֊; + 4.(37 4֊ l)r ~֊(W— I)" — 

dr dr к

. о (Ew . . , , v d-w 4- . .. dw
•*՝?“ . . ^з ՝«7 + H r . .. —~ (!W 0 t

dr՝ dr k dr

(3.6

fc—Ut .֊b/Cf r
՝kEx —C«r! S1՜ ~'k I1 — !h)k>n ?

- '֊ !.4։|1 *->7(A՛ u,)| 4/, k
к.

В однородной системе, соогветстну к>։пей системе (3.6). можно 
,е.1ить переменные, в результате чего, при выполнении условия 

Я։֊.4։.4, л0, она приводится к двум однородным уравнениям

.. (Րս ։ du . и.ат — 1 Հ։
(’■; 1)ր ,֊+ , ֊ “ о, 

а г- dr к

dyw r-------
dry

. ;t։'z; I dw _ |}

dr՝- k dr

решениями которых являются
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где

м° = С,г"՛ - С..г%

7£.O =-----
14-//

/•։ ч.

«1.2 =
А-

11 ре дета вл я к )т корни х я ря ктери ст н ч е с к и го уравнения

It
= 0.

, _£i_
l //,.

Частное решение (3.6) можно представить в виде

А* (1 - ят) и
'k 1

, ttJi T.t.h'j./.ii cli — 2sh 
2 9

*; а- я,)
r — frrln— Ւ

п.«... ,i-t.'h- 4 sir

a-As I k — Ч-) քՀ՜-е՝

«7(А։-

ՏԴ-
9

. 'j.t.h 
sn —

9

i-L-lv- 4sh։— 
2

2 а3/? (А — -Հ )/. е"

I* -I—«7 :-,i| (2—«7)

(если я; г- 2)

(34

u ՜ 3 6 -r

sh —
A ... , 2

r- 4-----------------------
2 ........ , . ..«/ A

ս.-/.՝ս֊ — 4sh-

2а;։/.’(А

А՜! J/г — 1 — v'ik — u,)|
X

С61пг. (если «7=2)

Таким образом, для радиального перемещения и и прогибаа 
точек, расположенных на координатной плоскости z - 0, получал 
знапения

u = lfn .7*

тг՛ = a՛10 7i’.՛

в которые войдут шесть постоянных интегрирования.
Имея (3.9). по (1.3) можно определить itr г, z . а по (1.6)—,Зи 

пения внутренних усилий и моментов.
Содержащиеся в значениях и,. ы1, Тг, 7\„ /Иг и Л/о постоннш 

интегрирования определятся из контурных условий конкретной задач
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§ 4. Примеры расчета

Пример Л՛՛ /. Рассматривается однослойная ортотропная круг- 
Н.рластинка радиуса R. находящаяся под воздействием темпера- 
Ми. линейно изменяющейся но толщине Л, с перепадом от 7՜, - 
М-֊) до Л=г(г. I).

i Условия на контуре пластинки задаются в виде 

при Г =/<7 = 0 и — Ճ' = 0. |
при г = R .VJ, = 0. I

жилу осеспмметричносги задачи должны быть выполнены также мс-

Приг = 0,д֊(| п = — ’ = 0. ՝ (4.2)
dr

Учитывая, что в рассматриваемой задаче температурное поле 
■Шшшарно, с целью упрощения дальнейших выкладок, координат- 
ЯМ плоскость *z = 0 предполагается совмещенной с срединной нло- 
ростьы неинформированной пластинки.

Как и в |8|. принимается линейный закон изменения модулей 
[оругости от температуры:

Ег £յ(1 -х7), £0 = £.,(1 — хП. (нрпа>0) (4.3)

Коэффициенты Пауссона и температурного расширения считаются 
^•зависящими от темепратуры:

Uj = consb — const. Sr = — const

1рн принятом расположении координатных'осей

Lie
14.4)

Из (1.7 с учетом < 1.5). <4.3՛ и (4.4) определятся

Л£։ /. Ժ /г/<։2 l։l. kF., _/<՛
Իո' , ՛՜է-: ՜ ;"'Л- '՜ !ն ՜ ' - 12

. kD,.. kE, /?
Д, = —- = АО. - յ-^(1 -»») — •

Cir^ ֊Հ՛ —Ь.--֊ — (I - a....... л]. (4-5)
А |л; |շ

Z’ tAl) ••'Л3 /I i /IC-,t = —т-i--------- (I — au4w// »
Л-Hi 12
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£#(Л.Ч-|Ь) . 9 А3Ки-—( ֊2^),.֊.

К: т = /։' I ֊ 2аи>) л — .
Л֊И? 12

F-r где принято обозначение
F՝>

В случае k J 1 из (2.16)

= Ջ֊ = k.
F..

с учетом (2.10), (2.13) и (4.5) пол;

п = Схг'к rCj ЛЛцК17 — 1Հէ£ւշ , Kn£e
Kh-CUDU k թյ I-k

с . ±Л_Г, + "
Շ՛ ]Հ* 1

I ճ- 
|/*֊ 1

14.

k

J k

к (СпК\г — КпС\Г ԳյՇ;
2(Ki, <„0,,. . А-Ни, ' I */

Внеся (4.6) в (1.6) и (1.3), определим значения усилий 
гои

И М01

7; = :^^(с,сп-схп)г'‘ + :‘^-^(СгС։,֊сл,)'- ' ։ 

A* k

Ո = vrV (С‘С" “с՝к"}ր'* ՚՜^•-(С=С» ՜ с>к"'г ՛ 

к у к k\ k

К

+ (СДП - C,DU) г՜1՜* ' - с„ |

R և — 1

.Հ- -1—1

/?р k
՝■-֊ Հ (СЛ. - С/Л,) г ՛,; '+ св. I

А’ ] k k — 1

а также значение радиального перемещения

пг и —

4 /СцК1/—Л'иС|/ \ 1

Л31—k փ !li 1—А՛/ |
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Из условий (4.2), а также принимая во внимание односвязность 
урн пластинки см. сноску к формулам 1.8), следует, что

С, = ՇՀ = 0.

Из 14.6) (4.8, учитывая (4.1 и 4.9). получим значения

(4.9)

осталь-
IX постоянных интегрирования

k KuKir — /Л/йгը' । Г

*՜*+:Հ A'i> :C։1D„՜ ՝

ft Ап A\|A։/ ~ / Հ/-1 г । д

C5
k R”

ft 4'4 Kil---CjjDjj
— (Շյյ/Հւր- /<nC'i/ I

. *7?՜ (КпЛ‘։г-4А/йг)

ft—г К L>u

)вательно,

k
U’4-,1կ)(X։։ CnZ)։ii

»֊Հ
|7<յ։/<ւր֊ А>ПС1Л)(/? * *

^’•(Л'иКи-ПпС,,)// |1г'г (ՇՀձնր֊/ՀՀՆւր
Ри

{k - СПРП)[А’+ | ft

'Lr I /.•

ft
dr (ft-u, й/<Ь- Си/йй

i ՛. 1 
DnCir)R '"/•'*

(4.10)
dw

■ (CjjAj.՛ К1/Лг)г|’

՝ л՜ /v»»A'ir— DnC\r 77- г>а.-՜'
’ 144 ft ‘ ou՜ ՜

____й ՜ I ft А^ц/йг ^1/йтр I> ք» 4
"УЛ(Н14Л)’ D„

А1,-0. ЛЬ=().
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Пример Ai 2. В качестве второго примера решается температура 
пая задача однослойной ортотропной круглой пластинки, отличаю­
щаяся от рассмотренной в примере № I только условиями ня конту­
ре пластинки, которые заданы в виде

при г=/?. г = <). к = ге=^‘ч ««0. (4.11)
dr

Из (4.6) (4.8), учитывая 
явных интегрирования

4 2 и 4.11 . получим значения посте՛

к A’nAn— OuCir r
I
‘. C9 - 0.

Ait •€„!>„

k AijASr
Л4- Jh A'i’t ~ 

c = *չլ֊ւ *j 
2(£+Ml I*)

ձ՜-£ւճՀ >»՜ c 0
Գ.օ„

CnK\r — KxlC\r fp
An C։։D։։

Сч — О

Следовательно,

uf —
__________ k_________
(A> p։)(An—Cn£>։։i

(> -DnCir-

— :<CnKiT А։։С|г)|,

— k fi»Air A»Ci7 Г 1 I
к - Հ Kh-CUDU I 2{14֊| Հ) ’

. jO 14
i I k շ I

1 1 1
—' = .^nAir -А*цС)Г ( j — гԼ
dr /гЧ-р, Ai։-֊C„D|։ \ I

I 3 —-1 I
Tr = ^±LLcirR *4 r‘ ’ , 

Ft *

(4.12

- I * J_ 
,м,= М£*К1г/? ur>. 

Jh + *

.И,
I *•(:*.+*)

։
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Пример № 3. В качестве третьего примера рассматривается трех- 
Ыйнни ортотропная круглая пластинка радиуса /?, находящаяся под 
воздействием температуры, линейно изменяющейся по толщине каж­
дого слоя.

Координатная плоскость z (| совмещена с верхним основанием 
яелсформнроваиного пакета (фиг. 2).

Фиг. 2.

При принятом расположении осей изменение температуры по 
шине можно выразить формулами

7’ а, г при 0 г /7,.
7՜ =<«.. —/...г при /7։ .... յ-_=Հ//...

7’ = п)л — /.,г при հ.. z h ։,

где а. и зависят от материала слоев.
При атом, очевидно, имеют место зависимости

(•1.13)

“և = Л

՝”1 — >.յ//յ=<«շ֊ /Ji,.

ч).> — Л11! շ — «>յ —

u>a - = Л»

Как и в примере № I. принимается линейный закон изменения 
. модулей упругости от температуры

—«« 7՝), (l-awD. (от=1. 2, 3l (4.14)

• крффициенгы Пауссона и температурного расширения принимаются 
не зависящими от температуры

1 ր const. !Հա, = const. Vя'՛ = const (m=l, 2, 3) (4.15)

Из 1.7 . с учетом (1.5.Հ (4.13) (4.15), получатся
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£!”/։, I, A,'\ £|’'(Л.-Л,1/,V.y)

Л..+ Л, \ £?>(*,-Л.)( ,

при 7 - 1, 2

/< = ֊-1 а .и»,

£fX*, (1 — а, ’Հշք^
Л։/12 hi

3

£!3)(Հ. M
1֊ ղ'.՛՛-՛ (i — aa«>a)

T II., 
֊— I ։։'i

<4.16)

3

при I —

n _ О
“ 1֊Й»|4”

К-’’։4? . (։ ՜ 7а<*У

1 — >t,hl
. 3

h • ֊ A?

3

քՀ — /Հ

3

Ла- հ\
Mo -------- ՚

при / — I, 2

(1 -%)

I֊ [<՛,՛>.. ՚՛

.2I ճրճ;
4

— 4- — 0֊

11 ։Հ-
71

(2։Լ."’Ճ

I 1 — 'Л2

ПЛ5֊ Л?
‘)----- - -----------а?֊2

(1 — Я2՝'ь,) (/Լշ - А, I ‘ԱՀ 4

/<Ы1 .
1 ֊ ւՀՊձ1» -ր5 |К;

X | (I
4ւ(է,.ւ) Pg — Հյ) ”»3 12ал 1) - — -

3

Аз Aj I
3 ՜

при / I, /=2 

при / — 2, յ -- 1

^£Г11։ -* Iх/՜ |Aj'/ 1 ։,«>! 21։WJ I
ւ֊ւՏ՚՚Հ' ՜ք"'— 3-
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' ■ ՚\

1 -
и . \ fli Л* յ
I I — ----- ------

—

. ..Л?—Л? .-.//! h\
л.. (2апш.. I) -------- - — 1.յհ —-------

3 ՜ 4

^1Լ±.|*ճԼ 
1 յՀՊՀ31

/ I \(I ՜ —— (4.17)

Դ (2®։“».! ՜ 1
ւճ — քճ .2 hi-hi___V3—_

при i= 1, j —2 
при ք = շ,/ = ւ

Дальнейший ход решения 
труднений, т. к., имея значения

не представляет принципиальных за- 
Си, Kii, D>i. Ст. Kit, ho (2.3), (2.4),

2.6! (2.16) и из конкретных контурных условий найдутся значения 
и и а следовательно, внутренние усилия и моменты.

Е(т)
В частном случае, когда решение рассматриваемой >а-

Е.-'
дичи получится, если л 1.4.10) или 1.12) (в зависимости от граничных 
условий) внести (4.16. и 4.17).

Пример Л? 7. В качестве четвертого примета приводится расчет 
симметрично собранной трехслойной круглой пластинки. Координат­
ная плоскость z ֊֊ 0 предполагается совмещенной со срединной пло­
скостью среднею слоя недеформированной пластинки.

Расположение слоев, некоторые размеры и эпюра распределения 
температуры по толщине пластинки приведены на фиг. 3

Фиг. з

Температура вдоль радиуса 
изменяется по закону

считается постоянной, а по толщине

7 = Г։

Т ТХ | Л 7, 7; , 
2 23й

т= т.2

Зй > z — й (I ձ), 

ой > Հ > — ой,

й 11 4 3) > z > ЗА.

й Иж-стпй ЛИ. cvpuo физ. илт. наук, .4- л

(4.18)
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Принимается также:

для слоя № аГ։), Е\} = £(1

__ иа • == и, 3, =Հյ,

для слоя № 2 — 1:^ — 1 ՒԼ /зЛ'=-֊'-А. ч'-’ = 
k

(следов. р-!?=— !«■)• О,
\ k /

для слоя № 3-/:’֊՝>-ճ(1—«7’2), ճ:թ = 7:'(1

и(з) = {Х(з> = }11 з., = 3.

Из (1.7) с учетом (1.5)՜, (4.18) и (4.19) получатся

д-|1=^=Ак = №- Л), 

и 2(1— и՜)

Ր Fh 2-МЛ+ Ո) 2^
1 - ji2 k - -A2

— ք՜հԴ
г2_а(Г|4-Г8)

i-r k — ՝րԱՀ

C ֊ f-'fi
2-a(7;-| 7Ն + ж

l-r k V2U-

о..-** г2-^(5 уа) (, w
з լ I - pr k — v-u.֊

/>,.
■ 3 I I - Р» k - -<-:v

Ջճ= ֊ ճււձձձ!_Լե1 (1 -J. 35 -i- 34») -| —֊֊I.
3 1 — p” k — ։>*u- j

C,, = C!7-------- ЕЛ ֊֊֊֊ I Г, 4- - a (Ti4 ri)|.
1 —U

Ku = Kr, ֊ ՜ ՜':’(7',֊7.) |1 Г, + 7-յ|.
2 I —ji

а из (2.6) с учетом (4.20):

а ;k - Հա2I И- 16տ2ձ4&(1 --^2)= -f- ծտ (1 փ {k - >V*) (1 ֊ 
m -. ՝ — - ---------- ----------- —-------------------------------------- -— -—

rtiA֊ -՝V)- 16eW֊(l -(1֊)£֊|-2Ье/г(/г - >У)(1

________ бй (1 k) (k - v-թ2) (1 u.-)____________
) + 16)Л4Л* (1 — :*2)2 -j- 2bsk (k — (1 — f4)

4.19

(4.20)

(4.21)
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«■» 16(1 - Յձ + Յ?;֊)|1 -a(7'։4-rs)| փ 12a3r։Z'2(i 4֊4ձ Նր) ֊ք֊ 

4-«а(Л4 ՈՀ

b = 45 |2 - a ( 7'։ -j- Г,.)] (I փ 35 4֊ 4Հ2),

d ~ 411 + 25) I (^— րէ)տ4-(2—д(&4 (I + 3)s

Внесением (4.20), (4.21) u (2.3), (2.4), (2.13) или (2.15), из (2.16) 
можно получить решение задачи с точностью до постоянных интегри­
рования, которые определятся из условий закрепления пластинки.

Для конкретности принимается

a = 0.0005 1/град, 5 = 8, Г, = 200°С, Т. = 0°С, н = 0,35 f 1)։ 
> = 2,55Х 10 £ = 0.2, * = 0.2

и продолжение решения приводится для контурных условий

при /*=/?, 3 = 0 и = к» — Мг = 0 (4.23)

при трех значениях А’ (А՛ = 10: 1: 0,1).
а) при А — 10, учитывая (4.22) и .4.23), окончательно получим

г.н некоторых значений

Таблица I

-Г — , 10’ и՛֊. X Ю4 
/?= Eh:

I 
0,01 0.0 . -1.336
0.21 O.O4O2I -1,267 -0,01793
0.4 0,03903 — 1.089 —0,009520
0.6 0.02972 —0,8146 -0,005204
0.8 0.01G20 -0,4502 - 0,002228
1.0 0.0 0.0 0,0

6) при А* = I, учитывая (4.22) и (4.23), окончательно получим
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U = 0.

«՛= - 1.054 X 10՜ 1 ՜ R1

ЛЬ—0.

В таблице 2 приведены значения
J
А?2' и։ 10’ для некоторых зна

, г 
чении — - 

R
Таблица 2

г
IV

0.0 0,2 0,4 0.6 0,8 1.0

-֊^Х10’= -1.054 -1.012 -0.8851 -0.6746 -0,379-1 0.0

в) при k — 0,1, учитывая (4.22) и (4.23), окончательно получим

< г I /г к ».։•■»։ , г \о.4ОД7 )Мг - № 0,06002 - — 0,08522 — 0,02520 1 •
I RI \RJ \ R/ ]

В таблице 3 приведены значения — X 10’. - » X Ю* и
R R2 Eh2

- гдля некоторых значении —•

Таблица 3

R
- X 10’ 
R

Awxio« 
fV

Mr
Lh:

0.0 0.0 -0.3473 0.06002
0.2 -0.005'20 -0.3448 0.01881
0.4 -0.01449 -0.3261 0.03670
0.6 -0.02022 -0.2741 0.02445
0.8 -0.0169-1 -0.1712 0.01220
1.0 0,0 0.0 0.0

Ниже, для наглядности, приводятся графики ֊֊. ~'w и 

для значений /г - 10; 1; 0.1 (фиг. 4, 5, 6).
Пример 5. Рассматривается однослойная ортотропная круглая 

пластинка радиуса R, находящаяся под воздействием температуры
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изменяющейся по (3.1). при контурных условиях (4.11). В силу осе- 
симметричности должны быть выполнены также условия i4.21.

Зависимость модулей упругости от температуры принимается но 
13.2). Коэффициенты Пауссона и температурного расширения счита­
ются не зависящими от температуры.

Для определенности приняв

и։>0, //.,<(). ։т*2. (4.24)
ав (3.7)— 3.9) получим значения и и w
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/г = С։г"՛֊' С,гп-
JiJ '
‘ А՛—I յհ (Афр.,)

• 1 u а* A п 1 а/-А
алЛсИ---------2sh
 2 2

.. ..... . .d’t.-k — 4տհ՜ —
2

a2).2 {k — յՀ) f>։ •e’"’
•/------------------ 1— ______ (՝ r\ ч
4 p։)| ’ ’

■w. = —P3- r1՜՛՜՞1 4—r1 n- C. ֊֊'-r--\-
P nx 1 • n. 2

S 2 2а31л(к — jtppMe?*

212/։ a us a,/l aT (A—a,)| (2—«7)
а4л-Л- — 4sh“ —

о

Из (4.25), учитывая (4.2), 4.11), а также принимая во вниман՛։ 
односвязность контура пластинки (см. сноску к формулам 1.8). пай} 
дем значения постоянных интегрирования
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С, = ЗР т1пЛ-«-т
у !г — I 4- «7 ՛ A + Hi)

с2-о.

C, = -3>./? 

r _ №

1 ,ч,

I— n
2 1 n

1е.ювательно.

c. = 0.

Գ = о.

1 "‘H'ln *04֊ — !Ч

X(// n՝r^ -r 4->հՋ՛ ,Կր'և-ր

3/.

20-w
(1 «,)/?=+ (14- n,)r=-2«"‘A”

֊"=?Д(г - «' 
иг

<!,)/?' >h * «I* Hi
k— u;

-------<0 - Y

* “ I4?

/г—14-1հ/լ՚-«հա։

4-

4՜ '7г ’*i) (4jw *4гл —

T, - Ы(н«, ։)«’'" . /? k kbi — |*J
7 In — •,------------ ’-------- —

о A— J -ր*-յ*-!-«Հէ*։

Il -ау.ЦА -!■֊) 
k— I 4-x-(A 4֊ otyu.

1 5*1)(Л1и» Л2>.

E Ю?- t
Ji'A’/r UJA?1 -

K Hi I

А? ֊г «И !h
'Л-14«Т^- «7?հ

A՛ — u;
■'k Ц-а^-Нчн

-■ (k — .4ak-

•Mt к / 1
Ди т in-------- <»> —

E i

I

7lii —— «-

k a-(k — Ц,
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(1 *։) — Հ/ — -Ն) ր’Հ

В заключение отметим, что решения широкого круга конкрет­
ных осесимметричных температурных задач круглой ортотропной пла­

стинки (например: при упругих постоянных, не зависящих от темпе­
ратуры, при различных условиях изменения температуры, при наличии 
круглого отверстия посередине пластинки и т. д.) можно получить 
как частные случаи приведенных в работе результатов.

Институт математики и механики
АН Армянской ССР Поступила 9 I 1960

и. И*, ‘bin .րզարյահ

ՕՐ^ՈՏՐՈՊ ԿԼՈՐ ՌհՌեՂ-Ւ ԱՌԱՆՑՔԱՍՒՄեՏՐՒԿ ЯЬРШЬЪ ԽՆԴՒՐ

Ա IP <|> II «I» II Ի II*

*հք անափն կոր/լինաաալին է՛, 0, Z աոանցքնևրի ււիսաեմսլ մ րյիտարկ֊ 
ված Լ օրթոտրոպ շերտավոր 4/пГ ^ժքւքժևրյի աոանցրա սիմետրիկ շե րմ/սլին 
խնդիրր, երր ’մունղի մող/rt լր, Պուասսոնի ե ջերմալին րնդարձակման ՛քոր- 
ծակիքքներր փոփո խվւււմ են կախված ջերմաиտիճանիքյ. որր հալտնի !իէէ։.նկ֊ 
!//>“• է Г և Հ֊իլյ:

Ամենաընդհանուր 'քեսքրի համար ստացված !, փոփոխական գործակից֊ 
ներով դիֆերենցիալ հավասարումների (1.1)) սիսւոեմր՛

՚՝Ւիտված են դեպ՚րեր, երր՝
uij ջերմաստիճանը շաոավդի էոդդտթլամր }ի փոփոխվում, իսկ Ըստ 

հաստաթլան փոփոխվա-մ կ կամու լսւկւսն սրենրով,
ր) ջերմաստիճանը ներկա լակված կ որպես -шп м««| q ի ց կախված Լոդա- 

լ>է>էժ>1 шЦ»Л? և (linn Հաւսոա լ»»*և «լծ ա լ(։՞Ա Ц։ տ*1ւ1|է}էւ»>սհ ր(։ ։լւ։։մւս^«:
Suipphp հւլլ«էւ։լ|ւ’ս >։|սւ լմ սւ'էւ'1111 լ։|։ :>աւ1ւււլ1 լօւծ,|ւսձ Լն ոթ|ւ5ւա1լսև լւ:

Л ИТЕРАТУРА

I Лехмицкий С. Г Анизотропные пластинки Гостехизлат. М., 1957
2. Амбарцумян С. I. Температурные напряжения и слоистых аннзогропных oot>,w 

ках. .ll.iK. ЛИ АрмССР •серия фнз.-мат. наук •. 5, № б, 1952.
3. Лейбензон Л. С. Курс теории упругости. Гостехиздат. М.—.1., 1947.
•1. Uaw.wtt.uie Н. И. Теория упругости. Гос. союзное нздателкстио судоСтроител» 

промышленности. 1958.
5 Но.гьмпр .4. С. Гибкие пластинки и оболочки. Гос. издательство гехвнко-тео 

литературы. М.» 1956.
6. Тимошснка С. П. Пластинки и оболочки. Гостехизлат, М — Л.. 1948.
7. Смирнов В. И. Курс нысшеи математики, г. 11, Гостехизлат, М — Л„ 1948.
8. Дургарьян С. .4. Температурный расчет оототропной слоистой пластинки при 

ругих постоянных и коэффициенте температурного расширения. завнсяШкх 
температуры ,Изв. АН АрмССР серия фнз.-мат. наук ՛. 13. № 2, I960


	61
	62
	63
	64
	65
	66
	67
	68
	69
	70
	71
	72
	73
	74
	75
	76
	77
	78
	79
	80
	81
	82
	83
	84

