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МАТЕМАТИКА

М. М. Джрбашяк

Об интегральных преобразованиях, порожденных 
обобщенной функцией типа Миттаг-Лефлера

В настоящей статье исследуются интегральные преобразования, 
связанные с целой функцией типа Миттаг-Лефлера

~ տհ
Ф?1.г; ч,) = ՝՝՝>'--------------------— -----  —•

‘ Г(!Ч + ^1)Г(5х3Н-Л^)

где f-pOj и р2. ;ն. — произвольные положительные параметры.
При специальном выборе указанных параметров, эта функция, 

очевидно, связана с функциями Бесселя: в частности, в предельном 
случае, когда j>a = х

ՓԿ. «(г; :հ. յ*շ)  = —Ц £Pl(z: р։), 
1 (1*г)

где I:ft z\ — функция типа Мигтаг-.’1ефлера. Интегральные преоб
разования, связанные с функцией F. (z: р). были исследованы нами в 
работе 11 ].

Результаты, которые приводятся в настоящей статье, представ

ляют собой естественные и широкие обобщения результатов нашей 
работы |1|, а также известных результатов Хайкел я, Хардин других 
авторов, относящихся к интегральным преобразованиям, связанным с 
функциями Бесселя.

Работа состоит из грех параграфов. В § 1 приводится ряд эле
ментарных свойств функции Ф.„. . в частности, вычисляется преобра
зование Бореля и даются некоторые интегральные ее представления.

В § 2 при определенных ограничениях, налагаемых на параметры 
устанавливается формула для преобразования Меллииа функции 
Ф։!..-, на определенной совокупности лучей комплексной плоскости 
Далее, определяются функции Л',.' (.г), в определенном смысле со
пряженные с функциями

Л I тт
Д.г) = -|—Ф.,_ ( է՞ е յւ։, (' ~'dt 4՜)’



22 M. .'А. Джрбашян

Доказывается, что преобразования Медлина функций и 
/Հյ՜.Լ связаны двумя важными функциональными тождествами на пря- 

֊ » 1 мой ке$=— շ
Эти тождества позволяют в § 3 построить теорию прямых и обрат

ных интегральных преобразований и классах ядрами которых служат
С*у)  ,,

функции - - ——- и ֊ ' • Наконец, эти результаты позволяют.•X X
как и в работе |1|. построить аппарат приближения целыми функ
циями в классах L.. для произвольной конечной системы лучей, ис
ходящих из начала координат комплексной плоскости. Из-за нехватки 
места, доказательства теорем, приводимых в § 3, опускаются, имея в 
виду, что они ничем не отличаются от доказательств соответствую
щих теорем нашей работы |1|.

§ 1. Определение и некоторые элементарные свойства 
обобщенной функции типа Миттаг-Лефлера

1 . Обобщенной функцией типа Мит га г-Лефлера мы называем 
сумму степенного ряда

ИЛ)

։Де .Հ/ւ, .4՛ <0- ) 11 !;՚ւ- И::՛ (՜ ՜ х ) — произвольные параметры.
Отметим, что для произвольных значений параметров р։. р2 

(—ос, --<• функция Фр։.Р:(^ин՛ Pi) Целая, порядка

и типа

1.2)

(1.3)

Действительно, по известной формуле теории целых функций, по
рядок р функции Ф., ?;(z;:h, :ч՝) определится так

A log k
Р — Hm sup-----------

* • - log !I (p, . b, ’) I j* 2 Ap2 *)|
(1.4)

Но по формуле Стирлинга для r>0 

г-- ®ճ
Г (г) = I 2^r ՝ e Դ’12/. 0< ։»,<!.

поэтому для больших k будем иметь
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log,г(jx, 111՝(-i2 -/<<’);=(!* ։ փь,-։ — • •) logI- ftp, ՛)

-|- ko.;1

Ch !h A’ fzj 1 4֊ ;հ. *)) Iog2r ' О

(1.5)

Из (1 4) it (1.5) следует формула (1.2) Далее, как известно, 
гип ■ функции Ф,.,... (г: ч։. имеющей порядок р, определится из 
формулы

Ճ 1 1
iBsup/f ?|Г(и։ А%-‘)Г(:ь + ^'։)| * =(=pt’) . 11.6

Но по формуле Стирлинга, для больших значений k, будем иметь 

շ

откуда и из (1.6), ввиду того, что по (1.2.1

֊ = 1... ±. (1.2')

9 91 ?з

будет следовать формула (1.3).
Отметим связь функции Փք.„ Р,(г; ?•>) с некоторыми элементар

ными функциями.
Из определения il.l) следует формула

Ф-.. f, (г; !հ- !հ) - Ф^. : 1Դ Pi • U-7)

поэтому формально имеем

Фр. * (г; 1) = Фж.Р%(г; 1. :0 = /Цг; ’*).  (1 •$)
где

*
(1-9)

функция типа Митта г-Лефлера, которая, как известно, имеет поря
док- р и тин ее равен единице при любом значении а (—ос. 4-оо). 
Легко видеть, что и в этом предельном случае формулы (1.2) к 
<1.3), определяющие порядок и тип функции Ф1։ (՝: р,. р.), остаются 
в силе.
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В другом предельном случае, когда б1 = а. — х>. соответствуй
ющий ряд <1 1) уже сходится лишь при г| 1. и тогда будем имен.

(|z < I., (U0)

Наконец, из определения функции Бесселя
-'Л

А՛
Г < 1 • А?) Г(1 4- > + Խ

k о
следуеч связь функции Ф,„ (г; ;i,. ;i.p с функциями Бесселя, которая,
как легко видеть, выражается формулой 

/ 7 X* / ?3
./,(■) (М2)

2 . Приведем гсперь некоторые интегральные формулы для функ-
ции Ф .-Л”. 'ЛФ Почленным интегрированием ряда (1.1) получим:

Г (а)
и,, •лдг’1' Կէ

Ф , ■■ ('-г ՚; ս։ а, սշ). |ս, >0. а> 0). (1.13)

г («։ j 

о

Ф.։.(..{'-է ՜; ’ip р2) ri: '(it —

= 2՛ փ... = (^ ՜ ’; ’?> • + *)• (*ժշ  > о. а > 0), (1.13Э

Ф „.,(*; 1.D

(1.11)

(1֊^> ‘Г-'Ф,. р.4 dt

(1.14)

где
1

/ /1 Г2
Формула (1.13) |или (1.13')| сохраняет силу и в предельном слу

чае. когда = —л.;. Тогда, и силу (1.8). она принимает вид

Г (а)
£■.(>./ : ц) Г 'dt

/: (az ' ' : р 4֊ а). (1.15)
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Из формул (1.13) и 1.13'). в частности, вытекает 

1 j
4 !2՚՚փ₽>. ('՜2 ՚՚> Fi4-1« J*2)!=^‘ '• (Ь16
dz ( )

и 
1 -L

~ (^’Фн.рЛ'-2 ; Hr !x-՜ր 1) =?*■  ՚փ..„ .J/.2 Այ. Ч„). (1.16Դ
(12 I

Ввиду I 1.12). формулы 1.1.16) и (1.16՜), очевидно, представляют 
собой естественные аналоги некоторых известных соотношений между 
бе ссе л е вы м и фу пиниями.

Установим теперь другие интегральные соотношения для обоб
щенных функций типа ЛАнттаг-Лефлера. Докажем, что справедлива 
формула

1

|՝Փ?1.₽յ: zt ; Այ. Ա.:)^՜Դ ԼԿէ = 

՜

_ - յ v___ ր I/ _______ / _լ¥
՜՜ । ь. ) Ա1՜ (, |7)

если a p, £>0. z любое комплексное число, а комплексное пе
ременное հ подчинено условию *

при ?<« Re: 0. (1Л8)
при — я Re . > з: г , 

где

Заметим сначала, что при г — 0 формула (1.17) справедлива при 
любом £>0, Re’>0. поэтому ниже мы положим что z 0.

Если/, удовлетворяет условию (1.18). то число г>0 .можно 
выбрать таким образом, чтобы

при Re: :. ։ (1Ж)
при р = я Re 1 ? (a s iz| .

Из (1.61 следует, что

. 31 Ճ
1Пр.+* р,-1)Г(р։+* р։1)| .-i,|( = + | Ղ-ք. (1.19) 

где ՚Լ/>0—постоянная, не зависящая от А’ 0. Далее, имея в виду.
что
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k

max
Of - »

։'e ■'
ձ

из (1.19) подучим: 
при р<а

Ок (1/20)

где /l2(t;|z|) не зависит от k и 
при Р = а

| М)>Д-
zht е________________

Г(1Ь֊‘ ^Г‘)Г(!* 24-^2՛) 
I

max 
и է

k

(1.21

Из оценок И .20) и (1.21. вытекает, что при &<а и ? - а СО: 
ответственно на полуоси 0 f 4֊ равномерно сходятся ряды

՛ - . ‘3 ՛, * |
и

ММ< £
е Ф₽,.^(2^ ;н-1МЛ

7-+3 I հ+Հ-W'

Г70Г(|1։ fyp’ir uJ֊r

Ввиду условия (l.ix'j отсюда следует, что разложение 
ւ.

է

е :/Փր,.ք;(?/’; н. ք'
<х» շ*է'  е

“Г Oh- А’р-’.Г'а3-Л^‘)

допускает почленное интегрирование по է из полуоси |0. ]- х->. 
Если заметить, что при Не՜ >0

՝ k !
С -֊’Դ ’ z/f Г ^'՜ Խ՜1> д. Ոձ If / (It — ----- ----- j--- ;---- • К О),

о
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то, выполнив интегрирование, получим формулу (1 17).
Положив в (1.17 а = >։, fl Այ 0 или а = ? = :* 2>0 соот

ветственна получим

|ф„. (it щ. Ц..) Л = U=). 1<е ?'> 0. (1.22)

0.

[фг„г, it ՜ - 1Դ |և)/?'՜'<? ՝ Л = 

О

= г н)' Re?’>0. ,1.22')

Положим теперь в (1.17} a = 2ftО?), / — и заметим, что ио 

формуле Лежандра

Г(!ч + *?г ‘|== ■շ* >յ'՜:1;՜1ր^ +/<(2р.,) ')г(֊֊ +»(2fa) ')■ 

Тогда будем иметь

1'фР,.Дг/*';  'e~:’dt—

- У'-1
֊ | սշ՚-Ч՜ !Ъ. (Re'>0. ъ>0). (1.23)

В предельном случае, когда pt оо. 14= 1; б... •>. ’4 = *.  из 
(1-23) следует

— ?— ։
\i) Հ e-'Jdt = 

I
О

_ 2!_
I «շ’ ՜՚^Հ^^-ւ Ц*)՛  (Re: °> ;1>0) (124(

Заметим, что из (1.24), при ? = —;՛ 'Л 1. получим значение из

вестного интеграла

_ Ճ' .• — Л
(chi/zH <? \/« = 2 I ~ е ‘Հ ReZ>0.

$
Отметим, наконец, другое следствие из формулы (1.17). Поло

жи» гам у- — у, ? ֊=֊- а, -}֊ а; 0, будем иметь



28 М. М Джрбашян

u։. Դ Լ!(1է =

V Г + /Հ (?х 1 -j-p, ’)) / г Հ 
.77. г fib *₽r 1) Г (н2 + А'с. ‘ \ г'-.у ’

впрочем, легко убедиться, что ряд справа сходится вообще при
> ’И?-

3 . Приведем теперь некоторые интегральные представления дл 
обобщенных функций типа Миттаг-Лефлера.

Покажем сначала, что справедлива формула

где (Հ. >0 любое, •<. *։ — հ>Ղ

Действительно, 
1 ։ ։ лА »»- «I—՜ »։ •

2,,-|)(1 t) 'I -dt =

откуда и из (1.27) следует требуемая формула 11.25).
Отметим, что если положить ? = 1, >։ = 1. ч.= >4-1, 

(1.26) получим формулу Лапласа
то нэ
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ввиду (1.12).
Укажем теперь другое интегральное представление для функции 

ф?. !h: fc).
Обозначим через (г>0։ < 1 <а -) контур, состоящий

из луча arg է —а. |/[ =, дуги—а , arg է •. փյ окружности է ֊•
и луча arg/= 4֊а, Р

Докажем, что на всей плоскости справедливы представления:

а Если Ի1^>-հ» Р3>0, - х + °0» то

Ф,..Р,(г;!Ч, :ъ) =֊֊-. (' /'/”(1 1Կ) 1 •2»)
2r,t J \ է /

где -^֊<а min-г, — ' любое.
2Р1 I Р I

б. Если թյ-=֊1-. ра>0. |կ>0, —?о<р3< л., го

’ P։4J
Ф| (z; Р„ JS) - -1. I 7’ :ЛгИ- '1?29!
T,fl \ t /

Действительно, из формулы Ханкеля для гамма функции будем 
иметь |2|:

а для любого ?։ > на всей плоскости переменной .$՛

-1-- ?։ |ն/։ր м+р' Կէ.
Г($) 2r.i J 

Т»с«>

где <Հ։ mln "'—любое;
I h I

6) в полуплоскости Re.s’> 0

(1.30)

1 
Г(.<)

11.30')

Поэтому, подставляя значение
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в правые части формул 1.28) и (1.29) я меняя при этом порядки 
суммирования и интегрирования, в силу (1.30) и (1.30') приходим к 
требуемым и и тегральным представлениям.

Заметим, что формула (1.28) в предельном случае *2= ос, 
а2 - 1 дает нам известное интегральное представление функций типа 
Митта г-Лефлера |3|.

Действительно, если |г|<иН н; ’). то — |<1 и тогда

է
է —/

Поэтому при |г'_ <£

9 ւ։ժ/ք<1՜յ|>
^(2;^) = фР..х(г;^ !) = -г —----------- (1.31)

2-/ J է — z
ДК а)

и так как интеграл в правой части 11.31) голоморфен слева от кон
тура 7(3; а), то формула .1.31) справедлива всюду слева от контура 
инте։ рированвя.

Положив в 1.28) р։ ?2 ֊ 1. ]»•! 1, ’Հ. 1 и заменив г на
7-

— ” < ввиду (1.22) получим известное интегральное представление 
4

функции Бесселя

v
11»:’)

§2. Дальнейшее исследование свойств функции Ф.„.. (г; и|։ յւ2)

1 . Для выявления других, более важных, свойств функции 
Ф .. (z; и։, введем в рассмотрение следующие функции, меро
морфные на всей плоскости комплексного переменного s(.s g it).

(•՛՝• Г1!’ 'Х2՛. а) —'

rJJ ’К"-»։ 

------------------------------------------ _----------------------------------------------------—---------------------------- --------------------

sin-о (S-|-и П Г( р։-----— а- - (1—•՝>’) )l՝( ’л2 —РФ ՜ (1 $) )
\ Й Pi / \ ՜ р2 /

(2.Н

/Հ„Լ Нр !Ն) ջ ^Հք..(տ) =

1 ‘ I ՜-յ
= ր '/ ՛" г( !հ֊~:ւ+ —йг ( ...Lu + -LA (շ.շ)

\ Pl ?։ / \ P3 p2 /
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На входящие в эти функции параметры р: 'А։, ։л... * на с са
мою начала наложим следующие ограничения, которые впредь не 
будут особо оговариваться:

8)

- = - ֊. 2.3)
f4 .Կ ?շ

При этом

4 հ<-*=< -֊■?г< нос։ (2-4)

б)

'Л յն-гРг 4” ։ь>°‘ ?2>0» ’2-5՛
•*

при этом

:х2 = 4’ и0г-1а ?ւ՚ — ՜1 30; (2»б)

в) для данного <> '>■ ֊-
9

— < Э! Հ 2к----- —. (2-7;

Таким образом, ввиду условия (2.61. в предельном случае ղ, ֊ д_ > 
нужно рассматривать функции

/<?(տ; թ; л) - А’м«; а =Л',. Վտ; * | =

sin пр (s -I.— 1)Г(1 s)

В дальнейшем, употребляя обозначения ճ՜?1,?1(տ; а) и //ԼՀ (տ), 
будем полагать, что в предельном случае v (и таким образом
?։=f'l значения -,тих функции определяются согласно формулам 
:֊ 1'1 и (2.2Հ) соответственно.

Лемма I. а) Если параметр ". удовлетворяет условию

11
2

1 

р
(2.8)
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a в случае, когда ь. “ — I. условию

то будем иметь

б) если параметр ч удовлетворяет условию

;х < — -- min '֊’֊1 > — ]•
2 I Р Р I

то будем иметь

(2.8Z

(2.9

(2.10

(2.11

Д о к а з а г е л ь с т в о.

а) Нули S/. — 1 - (14- — (Ж—0. ± 1. ±2....) функции sin гр (з 
л

- |i—1). вообще говоря, являются полюсами А’?1,Р, (•*>;  а). При услов
(2.8) функция Кр<.р, не будет иметь полюсов на линии Res

— В случае же, когда ~ (* 2 — 1. будем иметь

6^(^՜է>(ր-Դ(Ի(տ | [х 1)) 

?.(1 _տ)\ 
\ Р1 Р1 '

откуда следует отсутствие полюсов на линии Res= • если 
2

лается условие (2.8'). Поэтому достаточно лишь убедиться, что

/| ос функция Л',„ Հ —- л- И\а) остается ограниченной.

С этой целью воспользуемся формулой Стирлинга

log Г (s) (•’“ -֊jlogS- s . ֊ log 2'
*•

dt ■ i՝2~m(si. largsl < г:. (2.12177 1 sjs

где Հե(է) 0. a m (s) -целое число.

Для любого ’фиксированного значения г (— эо, փ из (2.12 
будем иметь

10"|Г(г it] — Re [fr — ֊ փ it j 1оЦг Հ ’ 0(1
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О
1

пишем асимптотическую формулу (2.13) в виде

'֊“ Այ
V{r±it \ = 0{\է ՜ е ). Ա —эс. 2.13')

Ввиду (2.13' , при տ = -֊--г it. (է •-֊*, будем иметь

•> 1И- ») е Я- ’К

sinwp(Տ 4-р ֊ I) =Օ(Հ?՚ք|), |/ X-,
(2.16)

Из (2.1), (2.14). (2.15) и (2.16) ввиду обозначений (2.3) и 2.5) 
получим

Ишсспш ЛИ. серии фш.-мл. илу с. № 3
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к.ц—+«:։) °(е' )■ Ա|->3&>
откуда, в силу условия (2.7). следует ограниченность функции 

it: х | при ft •». т е. утверждение (2.9) леммы. Отме

тим. что из (2.16) и (2.1 ) следует справедливость утверждения (2.9) 
и в предельном случае, когда р3 ~ 4 х-

6) Функция //!, ՛ (а) имеет полюсы в точках Հ ’ = |1 —' 
ч

՛ ' А, Հ ’ •*  *՜ -՛՜ ՛ ' А (А 0. 1.2....). поэтому при выполнении
" р о ։

условия (2.10) чи полюсы лежат слева от линии Re л Слсдо*  
-

вательно, при условии (2.10) достаточно лишь установить ограничен

ность функций //ԼՀ, $) на прямой s ՝ 1- it при |Z|—*©о.

Из (2.2), (2.14) и 2.15) имеем

I / 1 \ I / -1^Ц-~ + ") °(е ’ )=°<^ IN—<•

откуда и следует утверждение (2.11)
Отметим, наконец, что из 2.2՛) и (2.13'1 вытекает справедли

вость утверждения (2.10) и в предельном случае, когда со.-I

Функции Ab.f։(s: а) и հՀ ՚ (s удовлетворяют важным функций 
нальным уравнениям.

Л е -м м з 2. На всей плоскости комплексного переменного s 
с прав ед. ւпвы тождества:

6)

(2.18

олн всех значений параметра ՛• ил отрелка I О. 2к ( 1 — 1 ) . сел 
г» '
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Доказательство.
а) Из (2.1 и (2.2) имеем

^•քՀտ’ vVcui s)
\ 2р/

------ :------------------ е
sin zp(s i-u— 1)

K,..-,(s;2=—^)«W.<1֊«>
ir.pe /=ք<3+՚*- յ> -------------------------t-

sin яр is-4-ս— 1)

откуда и вытекаеч тождество (2.17).
6) Из (2 1) и (2.2) имеем

A'?;.,(5;a)//-J։(l-s) ——------------------------- е
Sin пр (s -( а — 1)

к. ,(«:« + — ) <3,(1-։)- 
X ? /

_^И**^ “։Хг' ») i— О -j)-b։('x-l)
_ճճ------------------ e
Sin np(S -| а — 1)

и, заменив в этих равенствах а через - 4՜ »>. приходим к rpeOve- 
2р

мому тождеству 2.18). Отметим, наконец, что если 0
9 /, 1 \ ' Зк .
ճ-• I----- __v то значения — т и> и не выходят из проме

жутка ֊•• 2п — •?• լ 2р 2р

Следует указать на то. что в специальном случае, когда р = ՝՜- 

и и силу (2.7) параметр а имеет единственное значение х = тож
дество (2.17) принимает более простой вид

A'p,.h(s: -)//₽.,₽.(! -s) = -, (2.19)
где

-<Հս>ժ) 4 t 4
^,f,(s) = f ՚ /Հ,Հ։(տ)-}-<’ ՜ //?,էԼ(տ) =

2ՀՀи, ֊ Ji -b u. ֊ Л + sln jl (R _ s);
V 2Pj 2?1/ է ■ 2p2 2pJ շ թ h

1 1 о
при этом — — = 2.

h Ps
D ‘ 1 1 , 1
В частности, если = p2 = p._. — 1. to p = —, p — p։  ------- и. как

лето видеть.

■ г/А_±^±\
K,.,(s; ո) = Խտ_ձշ_4__շ2,

■2 грч -Լ-24
\ 2 4 2
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(2.20)

Отсюда в качестве дополнения к лемме I вытекает, что

°° е- ՜ <Հ-հ<Հ ^՝1 одновременно имеем
V 2 •

2 . Из результата леммы ! и из ее дополнения.

при условии

(2-9')

'2.1 Г)

ко юром гоо
ворилось выше, следует, что при условии

1 1 , । I и.р. u„to,i
<՚ւ< — f- min —•

2 2 Ip:- pl

одновременно будем иметь

/ՀևԱձԼ°Ղ „ /4А (4 լ։ / 1 , ч 1 z v I

1 — 5 1 — $ ՝ 2 2 I

в случае же, когда pJ=p„ = p;;— I, лишь при условии 

будем иметь

/w-չ: Ղ н /. / 1 . 1 . / & ;
1— .<? l—ծ- 2 2

Отсюда по теории преобразовании Меллина я классах Լ-. приходим 
к следующему заключению, которое мы сформулируем в качестве 
отдельной леммы.

Л е м м а 3.
а) При условии

4<п< ’ 'п|п|-- ""V (22Ո2 2 I р р р J

существуя՝т пределы в среднем

’. Т-Л»
= Д_1.|.т. Г ',1s /., (0.4-ое). ,,9շ

X 2-1 а- ж J I -2r.G (1-S) (-֊2)

л՛՜ ds /„.(О. ). *2  23)
__ 1 liin ՜ք

х 2тл^՛ ; J I 2-?(i — s)
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б) Если t>։ ро Ji.՝ = 1, то при условии

° < Н < 4՜ (2.21')

существуют пределы в среднем

' l.l.m.’f /<l l(s: n> .ГЛДМ. !• 0»), <2-22'’

-V + « J |/-(!—S) ՝ "
.՛ iu

լ՚.
՛ 1.1.nt. f - H'' • s՝--.r <7s /... <0. +oo). (2.23'1

X 2zia~ + * 1 J ֊(J ձ֊ ՜

* Некоторое подмножество и.ч последов;։ге.л.постн :5Հհ может янлятьси устра
нимыми особыми точками функции А’?։. Р. (1 х; • . Это будет иметь место по исех 
тех ro'jtax где хоть одно из выражений

.ն Р а ?
.'А։—ИЛИ -Лг--- —'.Լ՛ -7-->к

Р։ հ 1'3 />
равняется нулю или отрицательному целому числу.

H"

Л e .м м а 4.
а) При условии (2.21) 

х Ճ
1֊՚> Հփ=,.բ..Ա՚'’քք; н, ^ր-'<1է =

(I

К ■ i V______(ճձճ____________  (2.24)

I 2р ___  Г(Н1 + ^|-1)1 (fc A’?7‘)(p.-rb *)
к-о

для всех а —■ 2֊ — •
՝ I 2р 2р

0: При условии (2.2Г)

■ k (х: н = (՛ Հ, l(2t}t'‘dt=

о

. У(֊ 1 )* ---------------------------------------------- ------------- (2.24'1

Խ* 1 Г(1+А!Г(!Ч<^и։Г±֊2^

Д о к я з а т е л ь с т в о Фу нкцня

sin -р (յւ - s ) Г (и,----- — и — s) ГI и------— ? + ‘ ծ՜)
Pj Pl / V Рз р2 ՛

(2.25) 
мероморфна. все ее полюсы просты и принадлежат*  последователь- 
ностн
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st = p-: k- (/е = 0. - 1. 2,...).

Р

Далее, так как по условию (2.21)., в частности, имеем 

' + -■
2 оо

то на прямой Res функция (1 —s; а) не имеет полюсов,!

в полуплоскости Res
I 

ее полюсы могут лежать лишь на пос.т *

довательпостн

/г
(А’ = 0, 1,2....).

Наконец, заметим, что по (2.25)

I

Res
«• Л’А-

К>..ДЧ ՜ 2

Г (и, /гр 1 г (и.,-1 /гр ’Ци-ЬЬ )
(Л ֊0, 1,2 (2.26

s

Пусть

/<•.— И -г О, 1,2....)

и /,я означает контур облает 1Ն:, являющийся пересечением кру 
տ с полуплоскостью. Функция

Л\.р,(1—I** 
Տ

голоморфна в области I),, кроме точек sA = р 4-1 (А —О, 1.2..... Л),
где она может иметь простые полюсы с вычетами, которые даются 
формулами (2.26). Поэтому для лч (0, - <)

! i v*  1մհ =
2-i ,1 I 2rps

J
= _է_ ____ irW 1 _____  =

I ‘ՀԴ Հ7. Г(р։-r ’) 1'(:l- A'<՛ >

1

.__ X֊ fly___ _____________ ^\r՝dt. (2 J
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Пусть '֊ iRr. точки пересечения окружности js ) = /?,, с пря

мой Reտ= 1 ; так как R՜,- I R„— 1 • то lim /Հ- 
2 Г 4

х>.

Напишем формулу (2.27) в разверну։ом виде

‘+Հ }-ւ'Հ
I Г Л՜,.. J 5:7) 1 z 1 Г Kfl ԱՏ; al v-

J | 2֊^ | । շրօ(|-Ճ) '
1® IX

п (Л')А
I 2? а- -֊■ !Կ *? ։ ’И (?■• Հ'չ ’)*-о

где
■ J_ Г »ЛЛ л. /0, ч ։::շ.Տ|

շ-i J յ/շ™ տ
1й֊/г„ •
«ел ’

Займемся теперь оценкой функции )Հ л - С этой целью заметим 
сначала, что из формулы Стирлинга (2.12 следует, что для любого 
՛• !— со, ос) при R - ос

, /Л'О»? + <г - * ... . . —
|Г!« -| R?’)| = O K ' е Հ, (2.29) 

ноя этом порядок правой части равномерен относительно всех значе

ний z -2-. Далее, справедлива следующая оценка

при S = п > //(|

I sin -о (|1 — s)

I 2ехр ;о/?л|1г aisinc -1sinесли ’՜ |?|
4

(2.30)
— ехр(р/?„(- а)$1п?}, если խ ՜^-

Из (2.29) ввиду (2.3 и (2.5) следует, что если s Rne,:. то при 
л-> х

К* ։ (У1՜ ՜՜ձ ) г (^՜՜Y՜ ։i+ ~TS) “

А* ”* "i"
=- О (Rn՜ “ ՜ ՝ ’ tA<։^ |ol (2.311
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Из опенок (2.30) и (2.31) вытекает, что при s— R,,?*  .

4
2 ■ " "°

Л'ь.р 1 .s’: «)! т
(р ֊խո;

I е

а при

9 4

। / \/՝որս’է- — |и֊՛ -.7|:* ՚՜ոք1
К?(. f И1 — *; я) I > (—) е ՝

‘\п/

где /пу(/-ж=1, 2....)—постоянные, не зависящие от н nQ. Но ввил 

того, что “ х 2- _՛ . из этих оценок следует, что при

Ճ =/?.Z, .Ճ- ",
•I 2

п Л1}

Rn^֊
А'н.р.Н ձ’; я)|<//23А?;1

п

Из оценки (2.31) и из второй оценки (2.30) при s R,** ’, 0^|?1

> П >Г!<, получим

AV«’
Kf„ 1 — -S”. я) I . 2.3!

Выберем ti ոշ настолько большим, чтобы при фиксирован 
ном х О имели

max . — <е ,
{R„ R„ I

101 да из опенок 2.32) и (2.32'1 получим

(2.33

При 5= /<,<•' Հ Ո
2

Наконец, из 2.28) и из оценки (2.33) получим 

У>, (.V | W-. RhX |
о

(« «1).
xR.;
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о։куда следует равенство

«(.<)=(), л-( (0. - лс). շ 34

В тождестве (2.27') переходя к пределу при п \ . ввиду (2-34) 
будем иметь

4 1 "Հ
11m— | ___v *ժտ- =

«֊•*2-/  J /շ^(1-տ)
•Դ К*

Л 1
= ֊^=1 քփ?|.յ* ։<7 ;*p  'dt. X (0. -• эо). (3.35)

V 2? X J
и

Покажем теперь, что равенство (2.35) сохраняется, если в его 

левой части числа могут быть заменены любыми числами удов
летворяющими условию

պ < а.. < • • ■ < а.: <Լ • • ■; lini а„ = — эо. 
/Г • 5Ո

Положим, что (д„) такая последовательность, а числа /г., определены 
• ։-ак. чтобы

i
^k., <■а ‘ < К/гг1 И • // > 1.

Обозначив
J+fn

■■ । IZ.=֊ւ с \/5։
2-i J S

; .•« 

по лемме I имеем

%+1 p- p-
|У(а)-!•(«;.> ֊’ (՛ —֊ ֊ 12.36՝,

I x J 1 I x a„
чп 0 u

I !՝՛ - и /^ = ;ւ- ։< ПОЭ70МУ Й+1 —/?л = 

= 0(1) при // — oe. Ввиду 
a -30, нз (2.351 получим

$41»
J- С _4kh(-sL2h Л.
Ы J I ՜շ--, 11 ճ I

}-/«

этого, переходя к пределу в (2.36) при

..г, Լ
'«&= -4-քՓհ.».^’: !Ч. 'dt՛

I 2?xJ
• о

Откуда и из определения (2.22) функции /г „ Ja; а) следует формула 
(.' •24). При этом попутно было доказано, что интеграл (2.22) сходится 
не только в среднем, но и в обычном смысле.
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б) Что касается формулы (2,24՜). то она следует из (2.24) при 
?ւ = р,_. = ц„ I, если учесть соотношение (I 12) и то обстоятельство, 
что для справедливости оценок (2.9՞) и (2.1 Г) достаточно лишь вы
полнение условия (2.21՜).

3 . Приведем теперь несколько вспомогательных лемм, которые 
позволят нам установить для функций /Հ՜' (х) результат, аналогичный 
лемме 4.

Обозначим

4՝y(s) = sin Ч, --Ц,- 2- (] ֊ S) ) (j = 1.2).

(2.37
Հ °= 1 Р 4֊ 

ր>
] '՜Կ (J 1. 2; A’ = o, 1.2. ...).

При условии

11<֊ 1 . |u,h յ».ձ-1
2 Ip pl

(2.10)

очевидно, имеем

1 ֊-л
~ г Г к.\ (/«1,2: A- = 0, 1, 2. ...), (2.38)

поэтому финкция ‘I’/fsi । полуплоскости Res , обращается в нуль 

лишь в точках последовательности {Հ/’,(^ = 0. 1, 2, ...).
Полагая, что 0<Հ՛ <>*" ‘<1. обозначим, наконец,

= ֊-у. (2.39)
р

JI е м м а о. Пусть

(./=1.2: Л = 0, 1.2....,); (2.40)

тогда при k -■ k„ справедливы оценки

—Ա exp I sin z \,если^-^ Հ ֊•
21 2J 4 2

min ; IsiriTt'j1/1 |sin | |, если 0^|?

для / = 1. 2.
Дока за I ел ьс i во. Из (2.37) имеем

Ճ2ճ7?տյո? --“*2/?sins
4|‘Гд^)|2 = <? 7 : е 7

— 2 cos 2՜ ( '՜ R cos 7 ! - — (р — 11 — uy ) քյ փ; A’)

Отсюда следует, что если k и “ |<p| ” • то

(2.12)
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//(?:&'’) -l-exppRV’lslnelJ. 

■ * /
т. е. верная из оценок (2.41). Для установления второй из/оценок

(2.41) нужно заметить, что /,■('-: R)֊ четная функция от

• Поэтому достаточно оценить снизу функцию f (ср: А)

на отрезке О, — • Имеем
4

//(?֊ /?) - ՛ /Иcos ® sh | A Sin у )
?! I \ ?! '

— sin?sin2-( Acos?֊ -'-(у ֊ 1) jt/ V
\ zy 71

— R sin ? [ — A’cos7 1՝- 
?! 1 Р/ )

откуда следует, что при 0 ь ’ • если к. kQ достаточно велико. 
4

A(?:Ai) 0. Поэтому и силу четности функции /.(-:А) для |®|^

sS— будем иметь

Л(?: /ՀՊ f/(0: /^‘) = .|sin2n(֊ ՚ (1-ЙМ. k к. 
՝ ?! ?ւ ■ f

или ввиду (2.37) и 2.39)

?/(?:«՛) 4sln’«r. (/"1,2: *•  *»>■

Вторая из оценок следует отсюда ввиду условия (2.40).
Лемма 6. При условии 2.10) послеоовательность чисел

Հէ

lim — х

чожно выбрать таким образом, чтобы имели Mei то оценки

Rn cos 7
Հ..;.յւ-««Af • l?l •. г (* /-■»>. (2.13)

\Rk/ 2

гое С.. С. *’! — постоянные, не заеисящие от k.
До к азател ьст в о. Из (2.2), воспользовавшись формулой до

полнения и обозначениями 12.37). напишем функцию //՛/՛, (I $) в 
виде

1 $
я 4ՀԱ)

(2.44)
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Что касается функций ‘Г, Հտ). то они легко оцениваются сверху на 

дугах հ|=/Հ |argx' '՜ при помощи формулы Стирлинга (2.29).

Для s = Re'՜ имеем

— COS?—м/+—и—- С -г 1 |?տԽհ cos?) 

’• ք՚- ге >'
(յ = Լ2և

откуда, полагая թ.յ<Հ о.. для s=>R&*  
получим

II-/ 1 _.և ; _₽-и__£_(։_5ЛГ Л _ ?г + ±|1_± (1֊S)I> 

՝ Pi Pj \ Ps Pc

. , Ջ<««»= I co#--) I . _ ՜ .

где A։>0 не зависит oi R и ?. a

</ 7(РьР*)  min (—• - )• 0<(?ջ;1.
V Pi ?3 /

Из (2.45) и (2.46) для .տ = Re՜ (R 1) будем иметь 

и 4\(ձ)
где А> 0 нс зависит от R и

В лемме 5 мы получили оценки снизу для функций ։1''/(տ) 
на последовательностях полуокружностей

|տյ֊ /Հ՚\ |args| . -А и խ|=/?12), ]зг£$И-^- (k > Л(1) 

соответственно.

Покажем теперь, что

Ճ\<Հ՛ - •: iirn Rt; 4-

последовательность чисел-՝ • •
2

х можно выбрать таким образом, чтобы 
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оценки (2.41) были справедливы на полуокружностях 

jarg.s'i^ [k 1.2....). иначе говоря, чтобы имели место оценки

1Ն (V’)l
у exp [ ‘Հ՜/?յտ1։։ ?|՛ если 

.4, (Рг Ре՛1. ССЛИ I? I > ՜"- 
(2.41')

для 7 — 1, 2 и k > k0. где Дл^>0 не зависит от k k.} и о.
С этой целью различим два случая.
Случай о, == ղ. Հ -+- эс. По известной теореме П. .'1 Чебышева 

[4|. если и Ь— любые вещественные числа, то существует бес
численное множество целых значений х и у, для которых

г 3
֊—•
И

Полагая, что р2 р։ и

Л, ? = ~
Р1 ՛ Р1

заключаем, что существуют последовательности целых чисел

•••<//*<•••:  Нтплд.

тх <Լ րո.,<Հ- ' т>< ■ ; lirn rtik = 4- oo,

для которых

t p P p pl рл*.

Отсюда, ввиду (2.37՛. получим

րՕ) ր(5> Հ֊ Ջճ № 1, 2,,,.),
"'k nk х ряА.

Обозначим

Т‘= Ф 4;
ои "Դ nk 2» •

тогда, выбирая А։о I из условия

Ж<А, к>к

4р

ввиду (2.4Ց) будем иметь

1 3 , .
— <1к< Ь > Կ- 

4 4

(2.48)

(2.49)
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Имея в виду (2.49). обозначим

= А “Ղ՜՝ ՛ (А' А»);wfc 2б "ft Կ »

гогда, одновременно используя обозначения (2-39), будем иметь 

о = р<п = г'О ւ 2լ-<»> Где 4։> = 
Դ Ктьтъ г. 'ть' 1де '1,1к դՀ

՜ 1 k>knj (2.50) 

где 
ո Л» < ոէ

при этом
= 1. յ-<Հ;’<ճ (k>kQ). (2.50')

4p, k 2ք>։ 4 '֊■ 4

Из (2.50), (2.50') и из оценок 2.4!) леммы 5 следуют требуемые 
оценки (2.41').

Наконец, из формулы (2.44) и из оценок (2.47) и (2.41'). будем 
иметь

i^;.V(i֊7^)|<

_ / е \/?AC0S7 . / - ч1
Л! R*  ( - ) exp /?*(<psin®  — sin 7 — -1 sin 7 J ) •

\?Я*/ I \ 2 /J

֊ I?l<“ (2.51)
4 Ճ

В заключение, заметив, что

exi/A’.f. ’’jsin^ expt /Հէհօտ? j.

из (2.51) приходим к утверждению (2.43) леммы.

Случай րԿ ֊ ք>._,. В этом случае 2 и нули функций U*,.(.s)

(/— 1,2 . лежащие в полуплоскости Rex • соответственно запи-
2

:нутся формулами

ձ”=4 + :ц1—i1-՛ + 2*>  '■* ’= 4 ՜ н + 2к (*=°.  >•շ.-)- (շ-5շ>•i- Հ

Заметим, что в рассматриваемом случае условие (2.10) примет
вид
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th Jh< I ՜է՜ min 2уч, 
откуда следует, что

th — th lt < 1 ■ 
Из 2.52) получим, что при

(2.53)

ր*=ձ ս« Հյ>= 3։ 4- 2k (/г = 0. 1. 2....). (2.54)

а при а., - յլյ, в силу (2.53). будем иметь

Հ' *Հ՜'  (*,.*.-0,1,2,...).

Исходя из этого, требуемую в лемм»՜՛ последовательность чисел 
мы выберем следующим образом:

а) если յւշ.= ;* ։

О   • 1   г‘1 I ■ Յւ ' _ -<*֊)  հ ՝ ./<;• — f I; ՜է՜ I — Г л-  --------— — Гk -----------—,
Р 2 р 2

б) если з> th

— ճ-1 4՜ (th — th) ՜

В; если th<Cth •

.<0 , Pi lh~!h 
‘ " f- 2

_СП
Ղ--1

h 2 — (u th)
G 2

Rk = /*1-  ։ r [2 — 1 th — th) I = G 2

,.<*)  , P2 ih — :Л. r<; H---------------------

В каждом из указанных случаев а!, б) и в) из оценки (2.41) 
леммы 5 получим

Ն(/Հ.ք-)|>

2j“yexP յ՜օ*

4«(th. th). 1?Ի ՝:֊7
4

A՛ ka

для j =- 1,2, откуда, как и выше, приходим к оценке (2.43).
Лемма доказана в предположении, что •».. փ >=. Но при р..— 

— Х-. согласно формуле (2.2'), будем иметь

/71д,(|_х) = //<֊2^(1— s.i = г ֊ Г(1 «?) =

։> 
- ~е 

sin “S i՝(s)
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Из формулы Стирлинга 2.29) получим, что для s = Re^(R 1)

j—М1 ' ■ |?1<т <2-55>
где Л7>0 не зависит от R и ?.

Заметив, что
rk = k (А—1,2, ...)

суть нули функции sinrs, лежащие в полуплоскости Res ֊Ա и 

обозначив
/?, = * JL (*-1.2,...).

из леммы 5 получим оценку

^’-.схр.гР» Տ||13| . 4 |?|

для տ- Rt։e“r.
Из оценок (2.55) и (2.561. как и выше, приходим к утвержде

нию (2.43) леммы в случае = — со
4Հ Перейдем теперь к доказательству последней из основных 

лемм этого параграфа — установим, что функции Al,;},(xj и Л х; uj, 
определенные в лемме 3, можно представить как пределы некоторых 
специально подобранных последовательностей полиномов, а н частных 
случаях, как суммыГсходмшихся на (0, ֊ <х) рядов.

С этой целью сначала введем некоторые дополън и тельные обоз
начения.

Заметим, что формулу (2.23 леммы, при помощи которой были 
определены функции Л՝~?, (х . можно записать также и виде

’ ♦»«>
Հ՚.Լ(^) I ,, г ոՀԼււ -si . ,.

■ =—I J.tn. լ f‘ ;■ —-------x ժձ՜
X 2n--J | 2հ?տ

12.23'I

1H-

Обозначим чере.1 .И,։/= I. 2 множество точек

М'*=«1  1*  |A«0. 1,2,...).
p p

Ilycrb 

60=

есть общая часть множеств .И, и /И., а

G։ — .И։ - Со. G- ® .И, Са
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Очевидно, что в точках множества G'o подынтегральные фенкции в 
(2.23')

>(5. х) = А.Л ։ х>0
| 2г*  տ

имеют полюсы второго порядка. Все точки 60 можно представить ф< р- 
мулой

:Г=1-!> *£՛  &т» Ift-O. 1.2,...). '2571
Կ Կ Կ ft» • В • »

где и It!՜ определенные возрастающие последовательности не
отрицательных целых чисел. На множествах (Հ и 6՜.. функции . is 
имени лишь полюсы первого порядка. Если обозначить через

{•<) w w и |Հ|=։4>; ։7fc)

возрастающие последовательности целых чисел, дополняющих соот
ветственно f>*; и (7*{ до полной последовательности J4 4՛ = О, I, 2. ...),
то точки 6\ можно представить в виде

Հ“ = 1-р №. 
Р

,.А.;
1

(k -0. 1.2... (2.58)

а точки 6., в виде

1 .. .. №.Ն
Г/։| • 
Հ՜ .4՛ - 0. 1. 2. .. (2.591

(' 'г

Разумеется, что. вообще говоря, одно или два из множеств (70, 
'Հ. 6’.. могут содержать лить конечное множество точек или могу։ 
быть пустыми.

Нам необходимо иметь значения вычетов функции

՚ր՚. '(տ>
'(з; х) = ___

| 2r:f»s'L: տ՚Դ.. (si
U>0) (2.60)

з точках множеств 6'։. 6Հ в <30.
Заметив, что по (2.371 и (2.45)

'Ц ’(տ) ; 1 (!Ч ’ (1 s) ) 'Д‘"

---------------------------------------֊- --------------------- e 
՝1,Ռ|------------------------------- — «֊ — !1-зЛ

\ Pl Pl J

из (2.58) будем иметь

■и 11հ՚՛) _.; r(!1; ի?* 1 \-«)
(2.61)

4 Излестим Ml. серия фнх-:Пг «пук. .3
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Далее, так как

11m
տ-Հ՛։ *'ւ(Տ)

ձ —

то из (2.60) и (2.61) получим:

Res )(s;x); — 
:=ՀՈ ՚

__ Pl______  Pl-_______ P-J '_____
-/2Г r(i+^^_¥+^+&y-^

X(xt’ ֊

откуда, учитывая условия 12.31 и 2.5), приходим к формуле

Res |9<֊>(s;x)| = —,հ^*₽!±  *-£(  ——— v)ix
-р|/ 2& I 2 \ p2 2 /)

Аналогично получим

Res ■/֊՛(։; x)| = ■ —7~-exp! ■ —— - Հ) j X
s=s»> 2? I 2 \ !'i 2 /1

*?• Л լ  Pl Pl/ չ f * 
Г(1+7?

!<։?: 1‘1F1 |

t (it. (2^

Для вычисления вычетов функции г) в сочках множес
G(J обозначим s - я; тогда из 2.37), (2.57) и (2.45) будем им

Ч‘|| $|Ф„($ = ( - 1) ձ " sin - ' я sin — я 
Pi Pc

Հհ) ՜֊

и поэтому
Res о1 )ւտ; Л')| = 
.-Հ°> ՚
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= Ь 1Г'* +’* ՜Դ)ՀԱ,’։

I ?р

Заметив теперь, что

получим формулу

11m ~ 
«-•ofZa

а֊’
по -о

sin — а sin — а
Pi 2г

Res խ< 1 ($; х)| = 
.տ֊=Հ» '

Xhogx. iJL I յլ  լ ԸՃԼ+_ւ*Լ 1. 
հ Г(14->0 Р, Г(1 Ч тО)

(2.64)

1зпишем ее в виде

Res j's’ (.$։;х)| = 
՝՝-**

|-Հ0))
А С _____________

Т(| +ч)Г(1 +тл) log/Т -
—*

Р Г'(1 Դ а)
?! Г(1 + ֊ч)

1 1" 11 • »*)
Pi Г (14֊Тл)

/ Ժ/. (2.65)

№

О

Отметим теперь, что в частном случае, когда рг=р2, формулы
2.63') (2.63’3 и (2.65) значительно упрощаются.

Действительно, как уже отмечалось и конце доказательства лем- 
«>. 6. здесь возможны два случая:
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а) Случай h = «M, и, тогда множество Go пусто, поэтому 
о

у*  = Հ = հ(հ 0) н 4‘ = -֊ ֊ !ч- :«-4 2к.

+ ъ н>+» »՝ 0).
4»

Ввиду этого формулы (2.63’) и (2.6» принимают влд

Res J?< *(х;л)} =
• Հ"

Sinr'u, n,)

х 1 f к в* -----r* ! I I ‘ftA J I Л! Г (I ;-Pi — Ь ՜ Л)|
о

Res !С (տ; v) J —
*-Հ:։
j. к / 1 \|

<5֊ схр ւ ։՛■ V

sin - и,I

(2.66Դ

6) Случай ;Դ — ;ձ.։ = 4Հ тогда множества G\ и 6.. пусты, по
этому - 7* к k О) и

Տէ'=֊ 2*  (*  01.
Է-2հ-

Ввиду этого формула (2.65 принимает вил

Res ’(s. x), —

'I'”֊' ‘7 _JD‘ t*i
ГН + Л)

e ii 
(A.'!)2 (

t dt 2 67)

Наконец, ради упрощения формулировки приводимой ниже лем
мы, введем также следующие обозначения.

Обозначим через |s*J  последовательность всех полюсов функ
ции ф( д-)։ пронумерованную в порядке

Ihn s„ 
II • л
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Пусть /?„, {п tij ест։, последовательность чисел, выбранная 
нами в лемме 6. н рп. дп. г,։ суть соответственно числа тех чисел из 
последовательностей ԻՀ՚՚Լ !•<; ’!, {•${?'!. которые меньше Rl։. Тогда из 
формул (2.63z , (2.63" и (2.65) будем иметь

4s; X) = ֊֊[<& \է)\Հէ М.

1.2.68')

где

С2.Ю

±)|x

<ЧР։ I*ifi . '• »

(Ш է dt.

г(1 + vA.) Г (1 Ч֊7Л)л

,2.69')

(2-70)

<<>) :<
՚ : ГО-֊^ րԸԱ+^Ա

1 2 հ Г(1 ■ ?՛.• Г 1 -.All

Обозначим теперь

»Ր ■ ex) = />;,->(a-)֊- <%=’(*)  + /$ чх..

(2.70')

2.71)

при ьтом полагаем, что если одно из множеств 6։, 6‘2, 6’0 пусто, то 
соответствующую из функций '(•'*>,  Q// '(-V , R';i (х) нужно поло
жи ։ь равной нулю.
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Из предыдущих формул следует 
.1'

— У Res х)| = 1 I 4V>(0l/'՜^- (2-72)
ns-st хJ

Sk<RH 11

Отметим частные случаи формулы (2.72)
а) Если pi = p2. !*■  ։; ;л„, то, как было отмечено выше, R*„  Их)

О и из формул (2.66՜) н (2.66") получим

— -ՀԼ
2 С ’ Jsi։։-(!«.։ и..)) 'х^’(х) = |

к
.֊’/,■ ;։, -|ч

А! Г 1 -ф и։ а.. , А)

У( 1)4---------“
- *!Г<1  ֊•.. ■ Л-) I

4-0

(2.73>

Переходя к пределу в (2.73), заключаем, что равномерно на лю
бом отрезке |«, А] а. О, -4- ос)

11Ո14Հ/ '(х) =
И— -л

Հր. .‘г)

2 ՝ J и,! 2л՛ I
р Sin-lUj ’•■..)

(2.74)

Наконец, вспомнив определение функции Макдональда (8)

• т’ ֊
„ . ' *.  ՜ J . j’z) е —JAz)e
K.(ze )-—------------—-- ------------------------- 2.75)

2 sinz-*

запишем формулу (2.74, в виде

Пт< '(х = 2 I —г ‘ 'КГ. ?,(2xt- (2.74')

d—X ” I p

б Если р։ = га», jij = чг, то, как было отмечено выше, /Հ ՛ (л)
—Հ^րէ \х) = О и из формулы (2.67) получим

/ » ՛>•1Հ >(х)= “
Հ- >>

log л- -Т- i
Г (1 4- 7? )

I (1 (А!)8'

(2.76)

Из (2.76) следует, что равномерно на любом отрезке |а, b\cz(0. | оо)

f, V շ Հ՜օ ]im Ч — — |/ — 

п-»сс ՜ F ? .4-0 1(1 А) (А!)*

9

2



Об интегральных преобразованиях 55

9 2 Ti ■։
= ֊|/֊֊е /<0(2av '), (2.76')

ЯГО и качестве предельного случая следует также из (2.74Ղ 
Лемма 7. а) Если

mln|№, м?1, 
շ ւ ՛> ? I

то для любого /?>0

R <М '
Um ( / f//iVv = 0;
«->«■ J д x ,՛

0 o'

6) Если f/ft. то при

<Հ — -I- min J 2?* ։, 2;tJ

4 T/T Ր ‘T հ-*U.M = 7|' ֊֊e I A',, tA՝2te )| t dt. 

■ ° о

в! Если ք/յ — ղ. = ա_= 1. то при

0<Հ у, < -г

Л 1
h (х. а։) = 4Հ՛ (д. и,) — 4 | յ.Հ. ւ (2f) /' dt.

i>

4.71}

(2.78)

(2.79)

(2.80)

(2.81)

(2.82)

До к a 3 а г e л ь с г в о. Обозначим через l..t кон ւ у р области /Է. яв

ляющийся пересечением круга $|= Rf։ с полуплоскостью Res> • 

где j/ձո есть пбследовательность чисел, выбранная и лемме 6.
Функция •»<-»(.՝?: х) голоморфна в области Г)п кроме точек տ = 

= М* ’ Լ 2........ рг. 4- (].t + րոԼ поэтому по теореме Коши

x)ds = — \ Res ©( '(х; х)\
4<^5к

■f,r՝WVt <lt (х>0), (2.83)

о
Обозначив через Ц- 1 точки пересечения окружности х =

= ₽л и прямой Res = ՝ из 12.83) получим
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4+^’ 4 * ‘Հ
-Л J я

1 Г < ч х < 1 С wfckCi — s) . ,.
■V- l($;x)as=— I - .ր՝ Կւտ =2г/.1 -J I

4 w ֊ lRf■i П 2 «

:,lU՜ Л- ds A 4՛!, '(/)I tdt+ >St(x) (x 0) (2.Ց4)
•2«ZJ E2«pil—s_! л-J

! & 0
2 w

где

Кл (л) - || ©<- '(տ; •*)  dx. (2.85}

Կ՝

a дуга окружности s — R„, Res> -՝-•

Но оценке (2.43) леммы 6 имеем, что если п пл, го имеет ме
сто неравенство

| Yn (х) | < Сл _Լ2^ |*  х տ* (2;85Հ)

я

> 
где •5„ = arccos • С.. 1.

2А?Я ‘

Пусть при п пх ъ,тогда, полагая. что0<л< » из
3 2С

(2.85') будем иметь

По легко видеть, что

2с7
f Юд-)|г</л--7—

Г. п

2С՜.

>\п 
о

поэтому
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ГсГ
liin j К, (.ri - dx = Q.

л

(2.871

Теперь уже нетрудно установить утверждения леммы для всех 
трех случаев:

а) Из формулы 2.23) и тождества (2.84 ввиду (2.87) получим

RJ!

11m I ^'-кИ2 _ձհ|; (!)\/rdt\’dx О (2.78Դ 
«- * J -V X

о о

Ն е. больше того, что утверждалось в лемме.
I 12.

б) Бели = о.. = ք.օ и, таким образом. —— " • то формула (2.80)
9 9с

следует из (2.78) и из предельных соотношений (2.74') или (2.76').
б Изопределений (2.22') и (2.23'.՛ функций k(x, а,) и h(x, u։) 

ввиду формул (2.20) следует, что

/7 ьс. и,) — 4 k I л՜, а/), 

откуда в силу (2.24) получим формулу (2.82 .

§ 3. Прямые и обратные преобразования в классах
1.2 с ядрами А’-. ,|х. а) и հ'Հ\, х)

На основании результатов § 2 в настоящем параграфе прино- 
лится построение прямых и обратных интегральных преобразовании 
п классах L. с ядрами вида

՚հ. 1,1-4 „

-V X

Нижеприводимые теоремы представляют собой естественные 
)обнциня результатов работы ангора, посвяшеппых преобразованиям 
ядрами Митта г-Лефлера |1|: одновременно они в качестве частных 
lyuaen содержат ряд известных результатов Кинкеля, Харди и других 

второе |5| об интегральных преобразованиях, ядрами которых слу
жат различного рода функции типа Бесселя.

На протяжении зтого параграфа будем считать, что параметры 
■•и 9 и Այ, и удовлетворяют условиям

а)

при этом

(3.1
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^-Հ?յ<4֊>.. °"’ ք/>՜9՜: (ЗГ)
м м •*

б) ։x = ?h (4------ Հ  14 >0- 'Ла^>0. (3-2)*
•»

при этом

ч, = --, когда '>■>=-?-> ՛, (3-2՜’
о

в) -- <Հ :•  < — -4- — mln 11, : (3.3)*
2 2 p

если же '4=1. то

0<:ч<Ч «*•  <3-3')

Справедливы следующие теоремы:
Тео рейа 1. Для любой функции £Դ՛) и з класса 

g(y}y*  : /.. (0. ос) формула

№(х = JL ՌՍ-ձՋ? ^fv) v., հ ;0 { (3 4>
մ.ր у 

о

определяет почти всюду функции ք' Цх) и /' 1 1х), принадлежащие 
классу l-Л^, то).

Двойственная формула

֊I ՜ <’ i0 d շ0 )
g (у) v-‘ 1 е I ----------------------/( >(*)  dx
- - dy .J х

о

d
dv J x 

и

“՚ ք< >(A‘)rfX (3.5)

также имеет место почти всюду на (О. - •<). Сущее теуют поста 
янные /W,2>0, .И. > 0. не зависящие от функций, такие, что

С1Л '(X) Мл- „л. pg(,vH=r ’ 
0 о

» dy

и

\Л"‘ >• а у Հ . И.

о

р/«'>(Л-)1Мл֊ + р'֊՝1А-)р/х 

о и

(3.6

Те о ре м а 2. Для любой функции f (х) L.. -;0. ) формула
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, « *Р.. ?.( V )
g‘ ’ (у) У‘ '=ձ'-\---------------------— I О) dx

dy J -v
о

(3.7)

определяет почти всюду на (0. - ос , функции g< у) у՛՛ принад
лежащие классу /„2(0, 4- ос). 
/юйственна я формула

= ^[^Կ՛ '<У)Г '<г-

о

е՛ ֊° ՛* о< {v)v. ւ iZv 
dx J у

о

(3.8)

лкже имеет место почти всюоу на 
минные К։ >0, Zv.^>0, не зависящие

о

(0. 1 օօլ Существуют ио- 
от функций и такие, что

(3.9)

Доказательства этих теорем основываются иа функциональном 
тождестве (2.17) леммы 2 и на лемме 3 и проводятся точно таким же 
образом, как и доказательства теорем I и 5 работы |1|. Поэтому, от- 
салая читателей к указанной работе, мы доказательства опускаем.

Отметим некоторые частные случаи теорем I и 2.
11 При ղ, = оо и u2= 1 из теорем 1 и 2 соответственно сле

дует теоремы 1 и 5 работы 11].
2) При

- 1 ֊ = 2.
.. н *

№ е. о ֊• обозначим
I 2

- /-г”-։’1 1
Л,,. ,,1Л-) = е ' A;,:'p,(.v)-е ՚ /ւ!,Հ |x) 13.10)

н заметим, что

ձ ՜) /^։. fJ-v)= nJ — /2: р։. i1-.՝) է՛՝ 1 dt. (3.11)

о
Формулы обращения 3.4 и (3.5) теоремы 1 тогда запишутся в 

виде
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X

2 соответственно примут вид (3.5')

io у и тогда из формул (3.10) 
2

•ж
/ U! = 4 g (у) у. i dy, (3.4')

«X J у
о

X
£(v)vu 1 — ~ i եւՀրէ֊('Հ' ' f(x)dx, (3.5'1

<Zv J 
о

в формулы (3.7) и (3.8) георемы 
и (3.4').

В частности, если *։ =• ?•»=!, 

и (2.80), ввиду (2.75), получим

Ai. ։ (X) = 4 cos qi2 4, 1ч (շ01 f dt,

и
г

4 sin *4  н(2'>1ДЛ (3.12)

О

где У.(г) функция Бесселя второго рода, связанная с функциями 
К и формулой

<4 . с՝
K^ze ' jj.(r) ■ <Г,(г.11. 3.13)

Преобразования с ядрами Ai.i(x) и А։ । (х) были выведены Хар
ли |5. 6) и исследованы Куком |5, 7]. Сводка этих результатов содер
жится также в книге |8|.

Наконец, при р, = и? 1 и 0<ji։< — оо по (3.11) и (2.24')

X

О 
и по (3.12) или по (2.82) 

.։
Л..1 (.Г)=4р„,. 1(2«)| tdt.

Ո
В этом случае нетрудно убедиться, что теоремы 1 или 2 содержат из
вестные формулы обращения Ханкеля |5] в классе £3(0, ֊!-<*-՝)•

Следующая георема доказывается на основании теоремы 1 н 
функционального тождества (2.18) леммы 2 точно так же, как и тео
рема 8 работы 111.

Теорема 3. 1-ели ^(у. — произвольная функция из класса

ք ՛Հր <4-00, (3.12)1

и
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ffl<« функции

>(Л- = р. Հ. 1^ճւ1Հւ (y) у. ւ ^/v a*  J yf

I 1а = max J---------------- --  (3.18)
։ <?*., — ©А ,1

Т е о рема 4. Пусть р > а и
II ’ օ<;+™ա!1^1- . ֊.19)

2 2 I р р р I

(3.13)

принадлежат классу /. JO, 4- ос).
Целые функции порядка р и конечного типа, определяемые 

по формуле

1^ր4(։~ս, . Հ -L 1Հձ.
'՚ ՚?| ֊ -՛ ——՜ |фр. г.-(a- ze ' ; ;Կ. •

I 2.". !
о

1 ք ' ( Л- d.x -

■ГуП—А» । л ' iZ.
—~ I ф;<. и (a՜ ze • !Դ !’ •) А':‘ ' ք*  4x)dx з О)
1р <’

одкпи н в среднем к gjy), когда з - 4 ос в ( числе

llm I I £։ (у) — С1;(у) 2у,и ; 1 II dy = 0. 

о

(3.14ւ

(3.15)

В случае, когда р |. , и па не дли но также равенство

Нт L(7,(vei;i ;'у‘!։? ՛՛ 1 dy 0 — 2- "• (3.16)
1 *՜  ? о

9

Таким образом эта теорема лает нам аппарат приближения целыми 
функциями на луче (О, -I-ос). Но последнее утверждение этой тео- 
р?мы—равенство (3.16). позволяет, каки и работе |1|, построить аппа- 
Р.1Г приближения для произвольной конечной системы лучен, исхо
дящих из начала координат.

(
Обозначим через [Z.) совокупность лучей

lk (Л—1,2........ п \
(3.17) 

О = ?։ <?2 < ■ ■ *<С  ?« ■С 2“.

и. холящих из начала координат.
Обозначим, далее.
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Ля я произвольной (рун кипи F(z> onреве ленной на 1.\ и удовле- 
т воряющ ей у с лови ю

խ/4’)!3Ի^? ? Ч^К + ео. (3.20)
Հ)

обозначив

fit ' (А-1 = р— С/• 1,гА) ’ dr (3.21)
4л՜. г? , м

"If — \2f> T'V
6'1'(г) = с? Фр, ,.(x : H-!յշ1-Հ:1՜1 Հ )՝-^) ^A-4

V 2? J
0

1 .• '■ I 2»՜ + ?*•)

—== Փ . (л ՜ : /V 1Л </x. <3221
Ւ 2? J

II
>11 

6\(г)=Уб^г); (3.23)

имеем *■->

Jim I |A(z)—Gs(2)|»|z.|*»  ₽ 4<k| = 0. (3.24)
S •+• J

|t|
Таким образом, георема 4 представляет собой обобщение преобразо
вания Ханкеля для системы лучей компклесной плоскости-

В заключение автор вы р а лезет признательность младшему науч
ному сотруднику С. А. Акопяну за некоторые вычисления, связанные 
с этой работой.

Еренаискнй государе г венный уннперситсг, 
Инсттут математики н механики 

АН Армянской ССР Поступила 26X11 1959

1Г. И*.  Տէրք*աօւաճ

ՍՒՏՏԱԳ-ԼեՖԼեՐհ ԸՆԴ1ԱՆքԱՑ4.ԱԾ ՖՈհՆԿՑՒԱՅհ ZbS ԿԱՊՀ11Ծ 
ՒՆՏեԳՐԱԼ ՋեՎ-ԱՓՈրսՈհԹՅՈհՆՆԷՐՒ ՄԱ.ՍՒՆ

U Ս' ‘I» II Փ (I Ь Մ

'ե1ւրկա հոր/ ipnA nt if հետա ijninijmif A?/ Մ put in in i]֊ Լ/i !p լ/,լւի տիպի ամ րողջ 
էիւէւնկէւիա յի

VT
Փ-,. г- :х1. , — —

(н : i •-
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հետ կապված ինտեգրալ ձևա ւիոիւ/ռ քժ լուններրտ Ալս ֆունկցիան pj, 0., և Այ, 
'Լ, >><) ւսնդակ պարամետրերի մասնավոր արժեքների դեպքում կապված է ք'եռ- 
“ելի ֆանկցիալի հետ, մասնավորաբար, սահման ալին դեպքում, երր = 
=• Л?

փ?. « (-: ’հ» = ֊- 1^: ’4 •
Г {{*->)

ււրտևդ է ։ (>Հ ■!] ) //' իուտտդ-Լեֆ/ե րի ֆանկցիտն է է 1լ.։Հհ\’1 ՛իա նկ ցի ա լի
հետ կապված ինտեդրտ/ ձե աւիոիոսի)լուններր հետադոտվել են հեդինտկի մի 
ս,!1 ա;ի"Ա"՚անքա մ j 1]: Ալս հոդվածում բերվող արդլունքներբ մեր ալդ աչ- 
իասսսնքի [1], ինչպես նաև Լէսնկելի, Հարդիի ե ալլ հեղինակն!։ րի 1'եւուելի 
ֆունկցիալի հետ կապված ինււժ. դրտյ ձետվւոխա ի}րսններին նվիրված աշխա
տանքների բնական ե քոլս րն դհան բա ցամքեն բն են հանդիսանա մ։
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