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МАТЕМАТИКА

Г. В. Бадалян

.Асимптотическое представление квази-полиномов 
Лежандра для больших значений индекса

В настоящей работе рассматриваются введенные нами квази-поли 
номы

(Ո

где Օ = -յ*<Հ ••• -֊v. Простой контур С* здесь, и впредь в ана­
логичных случаях, охватывает окрестности нулей знаменателя под- 
интегральной! функции.

Функции Яда*) мы называем квази-полиномами Лежандра, так 
как

Гп \ n / t / А т #= п, /Հ (,х) Рт (х) dx =
J П, m=nf
и

(СМ. |11, |2|).
Ставится задача выделить главную часть Рп(х) для больших 

значений п при х к |о0, 1—%|, где о0> 0—произвольное, но фикси­
рованное число; впредь всегда будем считать, что 'j0<1a'<1—%.

Для удобства обозначим

Հ ՛ ֊ ='՝• /=|ո7֊ ^=!/2тГ=/2гГ+т, (2)

тогда

Предварительно введем некоторые основные обозначения и дока­
жем необходимые для дальнейшего изложения вспомогательные 
предложения.

Обозначим:

л—I Հ л-1
1) ? (0 = ^'— 2 I = /v — 2 ^arctg; (3)

.tJ .to
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2) /?р = /?0(Г) -единственныйкорень уравнения

Г(О = г —2 £ 

о
3) через /?։. /?. >0 числа, 

условиям

0: (4)

удовлетворяющие соответственно

= I -Հ
Ro

R' = 1-о, 
Но

(5)

тле ?ւ(()<Հօ< I) — пока произвольное, но достаточно малое число;

•1 փ-у) /(у— Ո 2
\,dn
и1 \֊Ն՝

(6)

5)
е u'dy

(7)

о

/у Ь ։у - Հ,-о

где «, ₽ —произвольные числа.
Л е м м а 1 Справедливы неравенства

օ<4-հ(ո<?'(₽,) «го».
4

(8)

ձ 
4

i8')

Доказательство. Согласно ՚3) и (4)

г'(^) = Г
-о

7»
*о(14֊*)=-И>

■0*(

7>____________
уД4-?)3/Й

Ri I 1’

однако, нетрудно заметить, что при достаточно малом ձ>0 справед­
ливо неравенство

(2 4֊ Կ ЭД _յ__ ____
(2 + Շ) ЭД

1_ (2 4֊ &) IRi
2 Ri 1-ն

*о4֊ъ
В силу последнего неравенства дли -Հ (/?,) получаем

(2 4-г) г/?; у Ն
2 йУ

V _ ь____
н^)։ *

Если еще заметить, что
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.0 (ко
то будем иметь

֊֊ձ1"ք(I)<?'(«>)< - ■?’(1)
о 4

или \ O)<?W<Wi-
4

Этим неравенство (8 установлено. Неравенство (8՜) доказывается ана­
логично, а именно: 

имеем 
л 1 ՛• 1

շ v - ... <2 V__  . ч_______ =
или + " М» /Й(1—3):: Հ.

л-1
2 V 

Հ- О (2___ \
՜ЙЧ-Ն /

но при достаточно .малом 3 2> 0

, I֊ ՛"՛’ - _ 1_______ .> (2—о)о/?о
ЯоЧЧ’ 1 (2-3) ձՋօ /?о+<1 ՜ ~^г

таким образом

% AVH-T’

л—I
Г(1) 2^-ЗгН7 (2 ձյձ 

շ

я~։
Լ’\'

*՜ո 4 *;»
I fcWtil-

Отнимая co всех сторон последнего неравенства է. получаем

<z_ ճ'-.< ?'(R։)< Ջ=Ջ2|»(1)
4 ' 2

ИЛИ

уУ'(1)< у'(/?..) <3՚Հ(Ո. (S')

Лемма 2. При I 3<;<1 справедливо нера­
венство

1Г(5И< ֊ք(1). О)
ս - о1

Доказател ьство. Последовательное, дифференцирование փ (у) 
показывает, что
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а это значит, что

’ГСОК^^֊

I֊ Հ
(1 -«)* -., ia>,:

ձ
(I -Հ)

., Г(П.

Лемма 3. Пусть 0<Դ<< a I та. л) определено в (7). Тогда 
сп р а в ед л и в ы неравенст в а

/( ^.0)|<

>1?'WI
Ып

W(i)

р.|
ып

W'(i)

(П)

(И')

Док а з а т е л ь с г в о. ДеЙстнител ьн о

«-» у
н 1 2/ Ճ агС’Й ~ , V
П'” ֊ * ՜ espUJC •

> оО’-ն \ "Ч-т:

значит
з

... շ. ka Ր ./(а>р) -- ---------jv.
2' J О'֊•{.«

1

Для вычисления /(0,/?,) заметим, что

о У2 '■ Հ

в промежутке |0, /?2| отрицательна и монотонно возрастает. Значит 

mln|?'(.v)| > ®'ւ/՜<)|-
Запишем теперь

1 (0, /?..) = ք е ֊ՋճճԼ^/ս
2* М- ■ 

и

и вычислим интеграл правой части последнего равенства по частям. 
Будем иметь

/Ю, R,) = k^֊ ie МУ՛ А’։
2- иу - Тл)?'(у) ■
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Н։ АГ,
Հ ։; ft^_ Г Zg -^ty^Q») dy

2«JW ;jV<v) 2- J (/v֊>) l?'(.v)|S
(I о

Это значит, что

1/(0, R..) I ------ -я-------------- 1--------- 1-------------------- ՜ ■'

К, 
• k« (V՜ (y) dy -___ ______

'2-n J l?'(y)l2 ; 7ո1Հ(^)1 
0 

или в силу (8՜)

Лемма I. Пусть 0</< х՝. а /<а, 3) определено в 7). Тогда 
справедливы неравенства

!Л R։.

— ft.
W՛ (RJ

7՚)!<

4ft,
7«օ'Հ(1)’

- k-n. - < 4ft, 
win’

(13)

(13')

1 / (/?։. Л <

г<)е Т 1Լ - произвольное число.
Лемма доказывается повторением всех выкладок доказательства 

предыдущей леммы с учетом только того, что на [R։. Т 

и строго монотонно возрастает.
В силу (8) будем иметь

|/(R,. Г)|
3ft,k„ Հ 4ft,

Так же доказывается неравенство (13).
Л е м м а 5. Пусть 1 ձ В < 1 - о, ձ (0 3 < I достаточно

малое число

/(у+ i)R0—

R<.

/■ДЗ)

Ժ\՚.
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где ծ (у) определено в (6), тогда

' Ко ,п '

Д .обязательств о. Действительно

у-3 рнШВы ՜^՜
Это значит, что

МН® « — ՏՃ 1 /ՀՀ' .
(1 о)-Ко у,, 11 3)* Ко т 7»

Этим лемма доказана.
Лемма 6. Пусть I 4-Հ 0 հ՛ Հ Լ

}',(«։- j exp {֊//?, £Ճ1>№ " v'||<v.

— •>

}Ղ(ձ) ֊ J exp -ւՀ^֊ у8 I Հր. 

Հ«
тогда

Г,(3) К. (ձ) (15)

Д о к а з а т е л ь ст в о. Действительно имеем

Հ
значит

г .I տյո —J 12 
о

ул dy

max ՛/"(;) |
I — < i n _____

12

Используя неравенство (9 (лемма 2). получаем

ir։(j)֊ К(«)1<֊^~ Г(1). 
4

Этим лемма доказана.
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Лемма 7. Пусть /(я. 3) определено а \7 •. Тогда.

Հ' Հ-

HR...R,) -- — Г е-.у. rf>. 0(Д.», (16)
2т; a„(A.vf 7«) ,1

*л
/( Rv R,} = ֊ 1՜ e>ydy + O(^, (16')

2- ап(₽о/ Тл) J

—«л 
где

ар \/ —S Ал = max \ > R(p4k„b" (I)).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Имее м

/?»
,/о »Ч кпе-*9^ Г а W
‘\к- д1’ —| ՜7՜

2- J o’—Тл
А*!

а 4

Г (У) - Г №) ֊ է (V Ro) ( V .
Հ “° " Դ-

Введем замену переменной у /?оу', тогда

քձ exp -</?, г (у И- I V /.‘А- 
knRe 1 •՝ —о ”օ^՜+Ն IIո/ձ. /г, I л ՛՛ I________________ ■ _________________

,1 /v/г,,

А*» 
А*.

или, согласно (6 ,

l(R2.R}) =
knR9e ^r՝\-'^dy 

2r. IJ iyR<— 7«
17)

Представим փ у) формулой Тейлора. Зная, что

будем нмет։.
Ф(1) •/(!)=<>.

'>(У) ^(y-l)s+^(>'-IJ։. (18)

Подставляя значение у (у из (IKi в (17), будем иметь

/(/<„ /?,)
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ехр[ '(у ։),
tyRo-i*

или

/(Ջ2. /<)

-(//л *:W

2к

՛?"(!) .. ,
“/А° о, -՝ з7 у 

^(У+Ь^о Ն»
(1Ո

где I - օ<Հ ; < I Հ
В силу (14 получаем

_0( J^MlA 
՝ Ro 7л /

Далее, используя лемму 6 (15). имеем

(17ն

/(₽,. /Հ) ֊ Г
L^fZ/Հ 7«)

-i у.
е - dy է 0(ДД 17'")

где

ձ„ max
R<Fkn

Для завершения доказательства леммы упростим

ч 
е dy-

Введем новую переменную

, '/Հրտ՜>у у (^(1) >0).

тогда

е
*>*•(«) у, 

dy =
2

V /?»<(!)..

[/

е~1уг dy
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где

Неравенство (17'"). в силу (18), запишется гак

(18)

Зп
/?,)= Ь h’jv

2r,//?fl֊Tz,)aJ
-*л

0(Дп1. (19)

Этим справедливость (16) доказана.
Для вычисления /(֊ /?„ — R..) имеем

/(
/6 ,

ՆՃ Грт Т՜ е “Ydy 
շ-i J I I / V — /v —

“ A'։

A*.

<^У (20) 
2՜ j ։уЧ֊7»

It-

Повторяя теперь все выкладки, приведенные выше для вычисления 
/(R., RJ. будем иметь

/(֊/?„ -R,) = -,'г°^'Д'> 21)

— 
Этим лемма доказана.

Теорема 1. Ддд веяк(П<) 0 л‘< 1. .'-In — и доепш'почно
х

большого п, спрабедлияо соотношение

х"р"(х: 4-ո^Հ՚՛ ։<ЛА- вл;,)Sins(/?„)-
-ал( Rn 4֊ Հո •

.4/iT«)cos^(Rft)) 4-0(ձ,’,). (22յ
где

ал зп __
/1Л 2 ( cosa2Ja', iir, 2|slnA'sdA. ձԼ-max ( ձ,.,

J J \
о «»
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а /<, ?(у). փ (у) определены в (3), (4) и :6'.
Д о к а з а т е л ь с т в о За м етн м, что 

։
л--’Рл(д-) —1(-Rl։ /<.1-/(0. Rt)-I( /?2,0)-

ос)-/|-ос, -RJ. (23)

Подставив в (23) значения всех слагаемых правой части соответ­
ственно из (II), (1Г), (13), (13'), 16), (16'). будем иметь

1_
2֊

r ly,dv Օ(ձ-Լ
*п i А\/ - 7л * J 

— Ял
где

֊Ն = max I A„.
1

W) \հհ՜ո
a

, m,x I W т b-лл max շ
I R>s ՜՝~

I,
притом нетрудно заметить, что

2Ru
Ro Т«

/<’У'(1)<2/.

Для краткости обозначим

Ня
k„R/ J Z-jnRffi
*2тля 2глп

(24

Бу тем иметь

1
е ЫЩАП-1ВП)\ + օ(ձ;)=

e^^^AnR.i-R^-An^
-/Հ ֊

<' (AnRni Вл R, I -4 л 7 n i 7 n В» I
R^ y.-t

0(A’) =

//,. .։ ' ՛ Bq-',A _ e I _i_
R<> 7«

RqBh Afi’(rl 
"՜«ր: Д

r(«.i 4֊ e ֊1

; Օ(ձյ

211„ Л"՛^ sin? > R„ 2H„ R-&- 4°^cos¥ (Ջ.) + 0 (ձ; .
R > ՜Ւ 7л R» Ь т я

Этим георема доказана.

R^ 7 ч
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Следствие 1. Н условиях теоремы, если

1п ֊ | ։)1-- - ծ — ос, то

। № .
х5Р„(х)=------------ 1 -֊=րր:-, fio)cos®(/U

(т;.+«5)|

֊I (А’л ֊ հո) Նօ(ձ„). (25)

Доказательство. Действительно, заметим прежде всего, 
что при ая->ос, когда п - х:

j CA)SX-dx = — | ~

и

«я __
jslnx^ = ; | з. 0(1), 

ft

следовательно

л«= I ֊ ֊ք 0(1), у о(1|. (26)

В силу (24) и (26) коэффициенты при sin?i7?0) и cos?<R<t\ соот­
ношения (22) запишутся так

Qfl ^яТл - Ra "tn . 'inR<} I յ'Հւ I •։ . \
I >՜ I FIT *k I F(D/’

2/-/л
^Ro »4n7ff 

Яо-ь*й
՜Ւ Հո ՚ Հղ^քլ I . ( T« I

- W?JZ ?'<!): 1 w; հ 1
՛» nRf) j 
Հ(1) ՚՜

Это значит, что в силу последних выкладок. (22) запишется так

։ _____  _Հ 1 . 9v Р
х'Р„(х) —------ г, I/ ֊֊֊'’֊ (А’о -,») COS?ԱՀ^+^/Հ,-» sin? (/?«)! 4-

I -՛? (!) 

• 0(Дя) О 7Л ՝.3 _Ь.

Этим следствие 1 доказано.

Следствие 2. При 0<д-< 1. .

достаточно большом п,

- = 0, 1.2.-- и

/՝՜2 1 I/ 1\ _ «֊ |.Ц1-Х)р. sln|(«4--2-)2»rcsln| Л- 4- ֊ 0(1
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| ТКП 1 x)Fsfn (՞ ;--2-)агссй։(2^ >)• ֊֊l + ^Oi- (Й)

Доказательство. Для доказательства нам нужно при боль­
ших п найти численные значения Ro, <р(Я0) и 0"(1).

Из 3) следует, что Яо определяется из уравнения

Зная, что при п -ос, Яо- >*> с такой же быстротой как и п, исполь­
зуя известную теорему (см. |3], отд. П, гл. I. задачу 18). будем иметь

in — = 
X

f 2VW . ...
------------ г о(1).

J Яо + V՞ 
о '

1 $ ~г п‘
՝ ՜ Яо 0(1)

или

Значит
Яо (1—0 trx о (Ri).

к, " |/db+°<։)՛ (28)

Вычислим теперь

(29)

используем известную формулу (см. [3]. отд. П, гл. IV, задачу 147)

V f(rn) = A/(r)/(r) LV(O/(0^-

Гл < г (У

Заметим, что у нас А’(О = 4- Լ значит
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2^'arctg —Ջէ- 2« arctg- R"~ - 2Я„ f '՚

‘֊° ’+у " ՜շ՜ ՛■ r2> v+y)

£> ₽0 ( Հ/ 9 ) t n ՜՜շ
= 2» arctg-------/<!n------------------- — - arctg — . (3(»>

,L- Й •• ,֊ R°

Простые выкладки показывают, что при больших /!. в силу 2ծ!.
г> п

2п arctg------^֊- =2п arctg -+ I х {1 л j + о (Խ, (31

•?

L arctg .-go =0 / 1 Լ (32)
//—2֊ \ ,։ /

о

Ջօ 4՜ I —q- I р- ।
Эдн -к ■ =/?01п ( д-И A-) 6 h._

R5 + - Ri

=п I ր^|ո4՜_|/յէ^՜^՜ "(п- (зз)
В силу (31). (32) и (33) равенство (30) заменится соотношением 

я֊> /, ' ■ ՜ — հ — — 1
2,?„arc(R֊7i 2"arctK| г֊л "I !-А,пт : 0(I)- 

2

следовательно для ?(Ջ0) получим

2лап.ч. J oil). (34)

Вычислим, наконец. Հ(1)

п - I
Հ(1) 4/?5У

(Й ]-Հ)2

п
= 2^ք^"Ժ".. ■ր»(1>֊2-/-.-0(1)=2|1 (35)

J (/Հօ 4 ս-Հ M)֊r ո-

Подставляя теперь значения /Հ. ? (ЛУ», Հ i 1 յ соответственно из
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(28). (34 и 35 в (25). учитывая еще, что при у. > у .

> = 0, 1,2. ♦... •Հ-*"—) of—U- 0(ձ„ о(//о41

и принимая ձ = // , будем имен»

Л-՜’ />„! Л-) =

ijcos? /Հյ п(\ |

|л֊՝‘ Г ՛(՛ I • Э'Ч2"*6’8 । ■ .)
О | ւ֊^֊յ sin ( 2л orclg [ i^Ljj+oui

Заметим далее, что

aictg J i arcsin I x .

Тогда

(1- I j v) sin \2n arcsinI x ) j о I). (36)

Упростим теперь

7'(x) [1 I . ՜՝ cos(2«arcsin I x ) }■

(1 I ֊ v)sin(2« arcsin |-՛ x ).

Для краткости обозначим

I ] ՜-Հ ՜ ?. arcsin x - О,

тогда

Т(х) — (1 / cos |(2л 1b 0| -f- 11 -- 3) sin |(2// I- 1) 0 — 0|
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= (! -| 3}|cos(2/? 1)0cos6-f-sin(2« l)0sin0| :

(1 3)|sin(2// I) 0 cosh cos 2// l)0sin0|

= |(1 r) I i * — (1 r) I A- I cos(2// 4-1)0

4-1(1 :n I A- (1 ?) I l~.v|sin(2« 1)0,
no

(1 3)1 1=^ (1 -3) I X = ;֊ .
I 1 A-

1 3 I л ; (1 г, I i~t- -J—.
I 1 — x

Это значит, что

1 A’^ ~рг==Т1С08<2// l .'0 + sin(2w l)0i = 
I I A

= —- 1= sin (2// ■ 1 bi resin | л՜
H - x 4

(37.

В силу (37). Pn{x] запишется так

Рл(л) 2 I
* |A-d x)|՛.

sin (2n I arcsinl a՞ ֊«(I).

Этим следствие 2 доказано.
Докажем теперь, что последняя формула совпадает с известной 

классической формулой (см., например, |4J, стр. 80).
Обозначим

Тогда

2arcsin | a =arcsin2 1 л(1— л)

arcsin2 | “ 5 / ) =arcsln I 1 — д'- — arccosA՞',

а

Это значит, что

+ о(1).

Нетрудно заметить, что
О Илиесгнм АН. серии физ.-мят. ндук, .*й :
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В связи с формулой (22) следует отметить. что с увеличением 
быстроты рост последовательности^,} нули Ря։х) сгущаются к кон» 
нам сегмента |0. 1|.

Отметим, что пре итоженный в настоящей работе метод можно 
применить к нахождению асимшотки /-*,-'(»). /г 1.2. •••. а также 
неопределенного интеграла от Ря(х) любой кратности

Отметим, наконец, что этим путем, в силу формулы (!.!•!) ра­
боты 111. можем найти асимптотику полиномов Ла герра. а также их 
производных и интс։ радон любого порядка. То же самое можно сде­
лать Для полиномов Эрмита

Этим вопросам будет посвящена отдельная статья.
Еревански» государственны»՜։ университет Поступила 20 I I960

Լ. Վ. (VuiqiuyuiG

ԼեժԱՆԴՐՒ ՔՀԱՋհ֊ՊՈԼՒՆՈւյաՒ ՍԼՍԽՄՊՏՈՏՒԿ ՆեՐԿԱՅԱՑՈհՄԸ 
KbHflJb ՍեՄ ԱՐԺեՔՆհՐԻ ՃԱՄԱՐ

II մ փ п փ п ւ մ

Ա-liiuiinmfJ[ч/ն մեգ Itltnii ւքսասիրէքած Հ 
! ___

՜Հ՜ 1 շ7„ i՝*՜’ ’ х'чГ,Բ^> =* ■ Ч— П 4֊
— л • о * • * ~ •п

1էեժանդււ(/ 114141/ անրյւսմft utuf/մufutnutfilj մեծ tl^lt^ft Sun/ ա/ւ֊

երր X (().!),-— = у,, <Լ ~ յ ՀՀ. . . . - > x■,

Ա,սրս1]է1է էյւիէւծ Լ'՝
Թ ե 4 ր !• J 8ս»սկս։ցս»ձ X О, I ) հ |’սւ»|սւ1|ա1ւա» ս»ւ|» մեծ 7/-ե|»|։ li»U- 

il'mil աեւ| |ւ ւււ հ|ւ libuili յսւ| աո th ni pjntlip ‘
I /• /Р f 

Х։Р. Х>= ^!,-^-iiX/?0-8,T„}slii?(/4) +
ՀյԱ R-> t 7я)
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\BnR,t Д^) cos? (/?0)} --0(ձՀ.
|>|ипЬ։| G upnp։[luA I. npiql/U

1 п 1
In—֊-2 v _J2֊-=0 

* R<> -I I*

Ոավսոսսpifui li րյ |iu>կut(> uipil'unn (npp ։1՜խսկ1'։ I. ,

*rt

An = 2 j COSA'-W.V. 

0

li,. = 2 j slnx-Wx, 

и

Д’ = max
I Ro 1 ՛;«

kj,_ IIWW'V),

իսկ pGu։pi|nLif I; այնպես, пр Д* nluupuu]np|il! >ափ i|m|>p ({*GJt:
Ալն դեպյասէ, երր

, /ад"(1> . 
7/։ = I/ ՜9----- ° ՜* 30 •

սաւպյվա ։! Լ

I _____
A(r) =------------¥■%&=== ((;„ + R.iCOseiRj-t-

իսկ, երր 7» = * -1֊ — > Սէււրււ փաիиխաէրսնft անհրաժեշա փnfaարինա d[>է] հեաո 
2

սաս&ում են Ji Լեէեանդրի կււափկ րաէրք ւււնրրւՀւք1>երի >и и իւք սյ աո իկ ն երկա րսt/nt-dր 
(—1. •}֊ I 1 միջակաщпп մ:
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