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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

Г1. О. Галфаян

Изгиб прямоугольного стержня с тонким усиливающим 
покрытием

Задача об изгибе упругого составного стержня была исследована 
в работах [I, 2, 3, lj. В работе |2] получено также контурное ус
ловие задачи об изгибе стержня с тонким усиливающим покрытием в 
ее приближенной постановке.

В настоящей статье рассмотрен изгиб поперечной силой прямо
угольного стержня с тонким усливаюшнм покрытием. Для определения 
функции напряжений использована ортонормированная система функ
ций. исследованная в работе [6|. Рассмотрены частные случаи, когда 
тонкие усиливающие покрытия имеются только на гранях, параллель
ных или перпендикулярных изгибающей силе. Определены касатель
ные напряжения в характерных точках 
сечения.

1. Координатная система и размеры 
поперечного сечения прямоугольного 
стержня с тонким усиливающим покры
тием показаны на (фиг. 1).

Предположим, что коэффициенты 
Пуассона для основного материала и 
усиливающего покрытия одинаковы. 
Тогда при изгибе стержня, боковая по-

■.рхность которого свободна от внеш- 
IX воздействий, можно положить

^.= 3л = ву=0. (1.1)

ля осевой деформации г принимаем 
«дующее выражение

լ. = ±(4^ + «„)(/- г). (1.2)
/'2

ля нормального напряжения будем 
1вТЬ

°/z,=W Н- Щ(/-г) (1.3)

де /—длина стержня, ^—.модуль упругости материала покрытия, а
Л, я к (<=0. 2) постоянные коэффициенты, подлежащие опреде-

1нию
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Рассматривая условия равновесия части стрежня, заключенной 
между свободным концом z=l и произвольным сечением z = const, 
будем иметь

( \c.dxdy = 0, \ \xa.dxdy——Ж, 
Ов

(1-4)

где D0=D1область поперечного сечения изгибаемого стержня, 
Л5—изгибающий момент в данном сечении z—const стержня, равный

(1.5)

Из закона Гука и условий (1.2). (1.3) получим:

А{=^-Аа. в,= Е'-В„
и Л2 = Л0» В... (1.6)

Используя (1.3). (1.5) и (1.6), из (1.1) для постоянных Л„ и Bf 
получаем систему линейных уравнений, решение которой будет

— —
Р

Ь(Р 1 • £կ 1 Ցճ .. Կ հ շ 'ն 1 1- ь 1 1-
 Ւ֊ i֊°
“

12 £2 1 6 Ь ' а \ ծ / V 2 а ' 3 а2
(1.7)

В<,= - ֊ А..

При помощи (1.2), (1.3) и (1.7) определяются деформация ։. и на
пряжение

Перейдем теперь к определению касательных напряжений и 
в соответствующих областях 7Հ и 1)«.

Как известно [1,2], при решении задач об изгибе стержня с| 

тонким усиливающим покрытием, функция напряжений Г(х, у) в об- : 
ласти поперечного сечения, соответствующей основному материалу, 
удовлетворяет уравнению Пуассона

dx2 о у2
(1.8)

и контурному условию

г , dF 
— = 
ст

dy на L. (1.9)

Здесь .,1,=—--о, 0=1, 2), где о/—толщины соответствующих 
Gi

Gx и С.~модули сдвига основного материала и материала
Л։ и /3.—известные постоянные (1.6), (1.7).

покрытий.

покрытия,

Касательные напряжения в области О։ определяются формулами

й1_ 1
2

dF 

дх
(1.Ю):
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В области соответствующей гонкому покрытию, касательное 
напряжение постоянно по направлению нормали я, направлено парал
лельно касательной Լ и определяется формулой

ր х2__&
'х.-=—Հ-՜է՜-^ձ շ 4՜ սւ). (1.10

Для рассматриваемой здесь прямоугольной области определим 
функцию F, удовлетворяющую уравнению Пуассона (1.8) и контур
ным условиям

Я-г.О)-![*. <)հ =0,

tfv v../>

др
F(x. ծ) 4-u.. ֊^— —0. (1.12)

Oy lM

<//՝ 1
F(0.,v)-u։4- =օ.

dx l.r-0
Ct x . <>$
F(a,y) 4-u.j—֊ 

dx
(1.13)

Функцию F(x, v) ищем в виде

«•
\ 1 sin я., у Ц- м cos a*у

Л-1

где Лл J ;xL. 4֊ Ճ- (1 >. u-aj. ) . a, (Л=1. 2....) являются корнями 

трансцендентного уравнения.
Используя контурные условия 11.12), получим уравнение отно

сительно
1 — Հ Л-. 4֊ 2 u..a*ctgd a, = 0. (1.15)

Используя уравнения (1.8). (1.1 1) и (1.15), а также численные 
качения корней трансцендентного уравнения (1.15), получим:Ճ-а;А=—г* <^=շ, 4. в,...), (1-16)
где

2> А / . ь \ 14֊*' зхМ-(:Ч>4՜ 2 )'

Интегрируя (1.1В) и подставляя fk в (1.14), находим

F(x,y^V

Н, 4

A *shat.v-|֊B*c hatx4-

r*] sin а* у 4՜ W cos а* у
г «Ц ՜ №—— • “■17)

Внося (1.17) в (1.13) и приравнивая нулю коэффициенты при 
тригонометрических функциях, получаем систему линейных уравне- 
п Игг՛1 стая ЛН, серия фкз.-мат. наук, № 2
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ний относительно постоянных интегрирования А/.-, В, (k=2. 1. 6, 
Решение этой системы будет

j __г/. я* — eschar

а* 1 +- 2թյՕ* cthn а* -֊- ;*՜ а?»

В = _ Ճճ 1 IhMcthaot* 4- csch<.
**• I 4- 2ւ*։«* c։h(7 4 Հ«1

Подставляя выражения Ak и Вц согласно (1.18) в (1.17). после йене 
торых преобразований получим

■ UX1*>A'
l4-ii։a*Ctli

1 +2u-,ax.cth da ( —у/ Հ. (sin a*y4֊|^cosa*y). (1.1!

где ()<.v<«.
2. Используя найденные значения функции напряжений F(x,) 

по формхлам (1 10), (1.11) найдем значения напряжений

(А-, v)=--|х(л- -a) — Jij(a + ^)j-/11 +

1 1-!h®fcCthrta*

14- 2a ,1к etho aA 4֊ Հ ՀՀ (cos лку— sin »*y). (2

.. arj-k , f ci. \rk . _ լ+^eu^ տհ('-յ/լ 
s*Af/.- ] 4.2։Հօւ* Cthfl a* 4- 1Հ Հ aak

2
X (si n a* У 4- COS a*, у), (2

co
l-V ~ + ձ1) I ^0 ֊г У ֊ :?• 

2 о •— ад--у д.fr-շ. ч
1 41 ճ3*
1 • Hji^cth —

1 4֊2H1a4Cthaa/f4֊ Հ»՜Լ
X (sinauy - u2a*cos«*y). 
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где Ал и Ао известные постоянные (1.G) и (1.7). а հ обозначает на
пряжение в усливающем покрытии.

Рассмотрим частные случаи. В случае отсутствия усиливающего 
k-

покрытия, т. е. ^=<=0, 7.հ- (/?=2. 4, 6,...). значения касатель-
Ь

ных напряжений в точках ( . 0J. ( у. ՜) и ( ° • полу

ченные из уравнений (2. 1) и (2.2). совпадают с уже известными (|5]. 
стр. 325).

В случае, когда покрытия имеют только две противоположные 
грани параллельные изгибающей силе (т. е. = 0. 8ճ = 0, !•/>), а/;(&= 
’2, 4, 6....) являются корнями уравнения (1.15).

Решая уравнение (1.15) методом касательных, для корней с точ
ностью до 10—1 будем иметь: Խ։=1.312; ծօշ=3.670; &аа=6,579: Խ4- 
=§է627; /;a5=12,72: Ь'лк— Ահ-I՝)- {k—d. 7....). Для механических ха
рактеристик возьмем <Հ=8 10' кг:см-. (7^=8-105 кг/см՞, >=0,25.

В таблице 1 приведены вычисленные по формулам (2.1)—(2.3) 
। значения напряжения тс. в двух характерных точках при четырех 

отношениях размеров поперечного сечения

Таблица 1

Нетрудно заметить, что

а 
т 4 2 I 0.5

2а b / а 
ЗР Ч'? т) 0.330 0,321 0,298 0,274

2ճ& / а
~ЗР ’х\ 2 ’ 0 0,334 0,337 0,344 0,353

2ճձ , /_а_
ЗР **• \ 2 0 3,343 3,370 3,440 3.530

(2.4)

Из таблицы 1 можно заметить, что при больших значениях от- 
а / а . \ /՝ а b \ / а . \

ношения — - >4 ) напряжения т_. в точках I—. —)и —. )
b\b / ' \ 2 2 / \ 2 /

практически совпадают.
Из таблицы 1 видно также, что напряжения в характерных точ

ках в вертикальном усиливающем покрытии в 10 раз больше, чем 
напряжения в соответствующих точках контакта основного материала.



68 П. О. Галфаяи

Сопоставляя полученные результаты с известными ([5]. стр. 325). 
замечаем, что благодаря вертикальному усиливающему покрытию 
напряжение в приведенных характерных точках уменьшается более 
чем в три рала, при одной и той же изгибающей силе Р.

В случае, когда покрытие имеется на гранях перпендикуляр
ных к изгибающей силе (т. о ՝,պ=Ե. »».=0 или о, =0.1-8. <-=0).

А*՜
«* = ֊=Г“ (*=2- *->• 

b
В таблице 2 приведены значения напряжения вычисленные 

по формулам (2 I) (2.3) в некоторых характерных точках попереч
ного сечения.

I лблина 2

4 ■ 0.5

0.7844 0.7154 0,0-142 O.50I4
эр яг Լ շ > '

'2ab /а \
0.7893 0.7270 0.6682 0,6027

ЗР X 2 /

2а b
~лГ ՜" <օ- *’ 0.4008 0.4942 0.5459 0.5464

2а/' / ի \
0.3965 0.4839 0.5246 0.5085ЗР X 2 )

2а* -• (а Ь\ 0.3979 0,4872 0 5314 0.5206
ЗР ’"X 2 /

Из этих же формул (2.!) (2.3) следует, что

(2.5)

'■■(«• т)-..(т П-Ч-т)-’՝
տ,(0. »)«„(«. *>=0.

Из таблицы 2 следует, что напряжение Հ. н горизонтальном
усиливающем покрытии, как к следовало ожидать, совпадает с напря- 
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женне.м х, в соответствующих точках контакта основного материала.
Сопоставляя первые две строчки таблицы 2 с таблицей 10 (|5|. 

стр. 325), замечаем, что, благодаря горизонтальному усиливающему
покрытию, напряжение в приведенных характерных точках уменыпа 
ется примерно в 1,5 раза.

Когда вся боковая поверхность изгибаемого стержня 
Ййвзющее покрытие (г. е. •>֊1=,.>2=Ь или Օյ=&.=0,1 ՛ծ), ?.А(£ 
являются корнями уравнения (1.15).

В таблице 3 приведены значения напряжения -г-. вы 

по приведенным общим формулам (2.Г)—(2.3) в точках ( 

(>)-(-!)•

։м.еет уси- 
—2.4. 6...)

численные 

а ձ. \ 
2 ’ 2 Հ

Таблица 3

2а'п

ЗР

2а b 

ЗР

2аЬ
~зр

2а b 

зр

2ah

ЗР

**"X:

՝х:

'х:

а
հ ■1 2 1 0.5

Z 
й -° 

-°
 

ы
|а

 •
"՛ 

Հ 
Հ 

п 
*

= 
° 

Ч»
 “Н 

՛- =•
II "Г 

Т 
|| 

1[
 

Ч*
 Ч

» 
> 

- 
՛,

< 
X

 
Д 

յլԼ 
Ч;

Ч*
 -а 

. КН*- 
• 

. 
_ 

__
__

__
_

1 

Ջ 
z 

՜ 
|?

•т 
-г 

тч 
8

 
||

___
 

с 
-а 

I С
Ч 

-й 
<> 

1 C
N

0,4391

0,4462

1.751

0.2968

0.3012

Г ծ)=օ՛

0.4478

0.4637

1.262

0.3647

0.3748

0.4221

0.4491

0,8800

О..3825

0.4011

(2.6)

7--(°- շ)֊ ֊) ֊°-
Сопоставляя первые две строчки таблицы 3 с вышеупомянутой 

таблицей 10 работы |5]. замечаем, что благодаря усиливающему по
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крытию напряжение в приведенных характерных точках уменьшается 
более чем в два раза, при одной и той же изгибающей силе Р

Сравнивая в таблице 3 четвертую строку с пятой, замечаем, что 
напряжение в горизонтальном усиливающем слое почти совпада
ет с напряжением в соответствующих точках контакта основного ма
териала. Сравнивая вторую строку с третьей, замечаем что с увели 

а
чением отношения — напряжение в вертикальном усиливающем 

b
слое возрастает по сравнению с напряжением в соответствующих гич
ках контакта основного материала. Однако, сравнивая формулы (2.1) 

и (2.3), замечаем что при увеличении отношения — величина ‘.х£_ 
ծ * >

не может превзойти отношения модулей сдвига (':

Институт математики и механики
ЛИ Арчинской ССР Поступила 24 IX 1959

Պ. Լ. *Т֊։и(<1»։и_и։։Г|

ՈՒԺԵՂԱՑՆՈՂ ԲԱՐԱԿ ԾԱԾԿՈՒՅԹՈՎ. ՈՒՂՂԱՆԿՅՈՒՆ ՋՈՂհ 
ԾՌՄԱՆ հՆԴՒՐԸԱ 1Г Փ П Փ II հ II

հերկա հողված ում դիտա րկվում է օ« ՚!եղացնող ծածկա յթ անեցող ուղ
ղանկյուն հատվածքով ձողի ծռման խնդիրը, երր ձողի մի ծայրը ամրակըց- 
ված է. իսկ մյուս՝ աւ/ւստ ծայրում ազդում Լ Р յայնական ումը. որը կիրառ
ված է կտրվածքի ծանրու թյան կենտրոնո, մ և ուղղված է ,Հ առանցքին ղու- 
ղահեո ուղղությամբ։ .

Այս խնդրի յա ծ մ ան մոտավոր եղանակը առաջարկված Լ | 7--- .՛> | աշխա-
տութ յուննե րա մւ

Օղտաղործեյով ձողի հատվածքի / այն ական չափերի նկատմամր ամե- 
ղացնող ծածկա յթի հաստության փոքրա թյան պայմանը, դիէոարկվոզ խնդրում 
ծածկա յթի տոկա յա թ քունը որոշակի մոտավորա թյամր ա ր տսւհա յավու մ Լ յա* 
րումների ֆունկցիայի (7 9) եզրային պայմանով: Այսպիսով, ամեղացնող 
բարակ ծածկույթով ձողի ծռման խնդիրը մոտավոր դրված քով բերվում կ 
յաբու էՐների ֆունկցիայի որոնմանը, որը հիմնական նյութի տիրռւ յթ ա մ պետք 
է բավարարի համապատասխան աք մասով ( 7 •'*') *?«,։ աս ոնի հավասարմանը 
Л եզրս, մ' (J-Ք) խառը եզրային պայմանին:

Լար HI մների ֆունկցիան ներկայացված Է | 6 [ ա շխա ս՛ա թ յանու մ ա սա մ- 
նտռիրված օրթոնորմայ ֆունկցիաների սիստեմ ով։ Դիտարկված են մառնա- 

'թայըեր, երր եզրերամ nt մ եղացնող րարակ ծսւծկա յթներյր միայն զա- 
զահևո են կամ միայն աղղա՚էայաց են ծոռդ ամին:

Ստացված են բանաձևեր հատվածքի կևտերամ շորաւիող յարա մների 
հաշվման հւսմուրւ Մասնավոր դեպքում, եըը րացակայամ Լ ծածկա յթ ր, առա֊



Изгиб прямоугольного стержня с тонким усиливающим покрытием /}

W ենք 1.7] աշխտտոէ /</ քոնում բերված Ч ևն՚֊հ^ենանի /ուծու /քներք: ՛ք՛ննարկ֊ 
‘)սւ<ր it աոնավոր դեպքերում ոտացվաձ են )Jվալին արդյունքներ, որոնք րեր- 
փյմ են աւլլուսակներում ե համեմատվում են | .5 | աշխաու/ո թ քոնում սաաւյ֊ 
•jun] արդ քոնքների հետ:
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