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А. А. Талапин

О сходимости и суммируемости почти всюду общих 
ортогональных рядов

Введение

Настоящая работа содержит некоторые результаты, примыкаю
щие к следующей задаче.

Пусть {«я(х)} полная О. Н система на [а, /»]• н Дх) произволь
ная измеримая функция, определенная на խ, ծ|. которая может так
же обращаться в -f-<x или оо на множестве положительной меры.

Существует ли ряд

У «.?.(•»). (1)

я—։
сходящийся почти всюду на [а. />| к да)?

В такой общей постановке, когда представимая функция /(х) 
может обращаться в оо на множестве положительной меры, этот 
вопрос не решен даже в том частном случае, когда система 
совпадает с тригонометрической системой.

Однако, если потребовать, чтобы представимая функция f(x) 
была почти везде конечной, то вышепоставленный вопрос для триго
нометрической системы имеет положительный ответ. А именно спра
ведлива следующая теорема Д. Е. Меньшова.

Для любой почти везде конечной измеримой функции /(.v), 
определенной на [0,2г], существует ряд

О о \Ч
— • ^<2ncos nx-f-^sin пх

который сходится к f(x) почти всюду на [0,2г] (см |1|).
Неизвестно также, справедлива ли георе мп Меньшова для про

извольных полных О.II систем?
Большой интерес сформулированной теоремы Меньшова отчасти 

мк.и р । и том. что до енх пор неизвестно, обязан ли ряд Фурье

В дтнеНшсм будем голорип., что |сл(.г)| есть ОН система на խ,/փ если
I I при i=>J

Л 7 | о при I*1  
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произвольной непрерывной функции сходиться хотя бы в одной точке, 
в то время, как любая функция представляется тригонометрическим 
рядом (не рядом Фурье), сходящимся к этой функции почти всюду?

В связи с этим нам представляется интересным выяснить сле
дующий вопрос.

Существует ли полная О.Н система расходимости*,  для которой 
верна теорема Меньшова?

• ОН система {<?/,(*)} называется системой расходимости, если ряд Фурье не
которой функции 'X-v) £ /-. по этой системе расходится на множестве положительно 
меры,

Оказывается, что справедлива следующая георема:
Теорема I. Существует полная ОН система {фл(х)} 

функций, определенных на խ, ծ], такая, что разложение некоторой 
функции Լ. խ, ծ] по этой системе расходится почти всюду, 
но тем не менее для любой измеримой функции F(x) существует 
ряд

который сходится к /'(х) почти всюду на խ, ծ]. При этом функ
ция F(x) может обращаться в -фоэ или — оо на множестве поло
жительной меры.

Отметим, что существование О.Н систем, для которых разложе
ния некоторых функций из Z.a расходятся почти всюду, было дока
зано Меньшовым в 1923 г. (см. |2]).

Далее, представляет интерес также ослабленная задача пред
ставления измеримых функций ортогональными рядами, когда вместо 
сходимости почти всюду этих рядов требуется суммируемость почти 
всюду некоторым регулярным линейным методом Т.

Точная формулировка этой задачи может быть дана следующим 
образом.

Существует ли линейный регулярный метод Т такой, чтобы для 
любой полной О.Н системы (х)} и для любой измеримой функции 
/(л) существовал ряд

Van«„(x)

л-1

который суммировался бы методом Т к /(х) почти всюду?
По поводу этой задачи отметим следующий результат (доказа

тельство этого результата несложно, оно будет проведено в дальней
шем).
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Теорема II. Пусть дано счетное множество полных О.Н 
систем {<?£>(•*)},  л=1» 2v функций, определенных на խ, ծ].

Тогда существует линейный регулярный метод Г, матрица 
||Д/*Н  которого состоит из нулей и единиц, такой, что для любой 
измеримой функции /(х), определенной на |ճ, ծ|, и для любой 
системы |<?<.л>(х)}, /?=1, 2,... существует ряд

X

У պ.'”
Л-1

который суммируется почти всюду на խ, ծ] к f{x) методом Т.
Если же при представлен ин измеримой функции рядом по сис

теме {ф»(х)} допускать перемену порядка функции этой системы, то 
любую измеримую функцию можно представить рядом по перестав
ленной системе, который суммируется почти всюду методами Чезаро.

Справедлива следующая теорема.
Теорема III. Пусть »«г(х){ —нормированный базис про

странства Lj,\n, />], հհ>1 и /(х) произвольная измеримая функция, 
определенная на խ, ծ].

Тогда в системе {?Л(х)) можно изменить порядок функций 
таким образом, чтобы для полученной новой системы (х)| су- 
шествовал ряд

«•
У ад (X).
— ■*«՝
л—է

который суммируется почти всюду к f(x) одновременно всеми ме
тодами Чезаро положительного порядка.

Отметим при этом, что в этой теореме представимая функция 
/(х) может обращаться в ф-оо или —со на множестве положительной 
меры.

При том предположении, когда представимая функция f(x) поч
ти везде конечна, аналогичная теорема без доказательства была сфор
мулирована в работе [3].

Приведенное утверждение, а также указанное более слабое ут
верждение работы |3|, доказываются методом Д. Е. Меньшова, при
мененным им в работе [1|, где доказана следующая теорема.

В любой О.Н системе {?п(х)} можно изменить порядок функ
ций так, чтобы для полученной новой системы {? (х)}, какова бы 
нн была последовательность {сл), где

со

3 Известии АН, серии физ.-мат. паук, № 2
Л—1
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ряд
о?

С»?. (х)
п ։

суммировался почти всюду любым метолом Чезаро положительного
порядка.

Отметим, что в этой теореме перестановка функций зависит 
только от системы, в то время как в теореме III перестановка зависит 
и от базиса >?л(л՜)} и от представимой функции /(х).

Теорема III будет доказана в § 3 как следствие более общих
теорем.

§ I.

(-формулированная во введении теорема I является следствием 
следующей теоремы.

Теорема I Пусть полная ОН система функций, 
определенных на խ, ծ), есть система расходимости, т. е. для не
которой последовательности |«Հ.՛, где

V,

* -I 
ряд

(Ф

А-1

расходится на некотором множестве £.с|д, />], где mesE>0.
Тогда существует ОН система !<Ма‘)} функций, являющихся 

линейными комбинациями функций '<рп(х)}, которая является систе
мой расходимости и одновременно обладает следующим свойством.

Для любой измеримой f(x) существует ряд

(1.3) 
»-> ,1

который сходится к f(x) почти всюду на [а, £].
При доказательстве этой теоремы нам будет нужна следующая 

лемма.

Лемма I. Пусть ряд
се

У «,(.։) (1.4)

Ь I
почти везде конечных измеримых функций, определенных на խ, ծ), 
расходится на некотором множестве Е положительной меры.
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Тогда существует возрастающая последовательность натураль
ных чисел

о = -Ч< < ;\\< . < Л'к< . (1.5)

такая, что для любой последовательности <Հ< • ряд

Ղ Ч ձՀ
У П|(х)֊}֊у ///(-<)+••• -Ւ У яДл-)4-..., (և6)

рассматриваемый как ряд по функциям «Дат) с индексами / удов
летворяющими неравенствам №,_ւ<7- Лгл.; j —Լ 2,..., расходится 
почти всюду на множестве Е.

Доказательст в о. Так как ряд (1.4) расходится на множестве 
£. то для любой точки х Е существует положительное число s (s 
зависит от х) такое, что выполняется условие:

Каково бы пн было натуральное число .V. существуют и р>0 
такие, что

>i (1.7)

Возьмем последовательность положительных чисел {г„}

г1>еа> • • • Етгп = о. (1.8)
л-ОО

Обозначим через Еа множество тех точек х из Е, для которых вы
полняется условие (1.7) при =

Очевидно, будем иметь

<с
V£„ = £. (1.9)

||՝ д-1

Обозначим через £. ’ множество тех точек хГ-Ел, для которых 
выполняется неравенство

I 1 I
2«/(х) 1 (ИО)

1 t-m

где т. I зависят от х и N <Հ т Հ. I < /V -ք- р.
В силу свойства (1.7), где е = гя, имеем для любого натураль

ного N

(i.ii)

л-1
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£
» ** > ։ *•  7 г
,v,p-:эЕл> • ПРИ Р >Р՝ имеем

limmes E^fl=nies E/t (112)
р -»

для любых фиксированных и н.
Возьмем последовательность положительных чисел { т|я} такую, 

что 
а

гс‘ Հ. 4՜°°՝ (113)

Полагая N=Q и я—1, в силу (1.12) мы можем определить p=Nt на
столько большое, что

mes E{̂ Xi^>mesE-i—(1.14)

Пусть натуральные числа • <W.-j уже определены.
Полагая W=JVf и применяя (1.12). определим p=Nt настолько боль
шое, чтобы выполнялись неравенства

rnesEy' ( Л-. > ли» Е„ — ф, 1 п 7. (1.15)

Таким образом, мы можем определить последовательность

0= .Vo</V1<---<^-1<.-V։<-.-, (1.16)

для которой выполняются неравенства (1.15) для всех /=1, 2,... .
Легко видеть, что последовательность (1.16) будет удовлетворять 

условиям леммы 1.
В самом деле, пусть • • • возрастающая по

следовательность натуральных чисел.
Для фиксированного п рассмотрим последовательность множеств

£VL'V ■/ = Լ2--

В силу (1.15), начиная с некоторого номера /0. будем иметь 
(«) I

mes Ехкг,, ,vz. > mes Еп - ?,*, (1.17

Обозначим через
<л>

E'n>=lim infE..., (1.18

(л)
Из определения множеств ЕЛ . (см. 1.10) видно, что ряд (1.16) рас
ходится всюду на множестве £<"1 для всех п = 1, 2....

Но в силу (1.13) и (1.18)

nies Е(”' = т es Ен (1.19
и тогда из равенства (1.9) следует, что ряд (1.6) расходится почти 
всюду на множестве Е. Лемма 1 доказан^.
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При доказательстве теоремы I мы будем пользоваться следующей 
теоремой, доказанной в работе |5| (см. § 2, теорема 3).

Теорема А. Пусть последовательность {/„(.г)} почти 
везде конечных измеримых функций, определенных на |а, ծ|. пол
на в смысле сходимости почти всюду, т. е. для любой измеримой 
функции f(x) существует последовательность {Ф*(лг)},  те

Տ **
Ф։(х»=\]сй/,(.с)

s. I — J
k л постоянные) такая, что

Л7пФ*(.с)  = /(л)

почти всюду на խ, ծ).
Тогда любая последовательность ք 4д ),/_ (aJ,, (.v),... 

полученная из {/л(дг)} после исключения из нее первых п функ
ций, снова будет полной в смысле сходимости почти всюду.

Доказательство теоремы 1. Пусть {?я(л)‘ есть полная О.Н 
система на խ, ծ] и ряд

сс
■ VM,(xi (>-20>

7—1

расходится на множестве Е положительной меры и кроме того

■ V«;<

J-i

Применяя лемму 1. мы можем определить возрастающую последова
тельность натуральных чисел

0 = No<N1< ...<А\<. (1.22»

такую, что для любой последовательности <Հ £.<Հ • • • <Հ к,- • •, ряд
|р Л*=

' (Հ) լ. U, U>, | Л՜) 4֊ ... -^֊ \ (л)(1.23)

րՂ-г» ։ /-л*.-I  *« «•»I • •
расходится почти всюду на множестве Е.

Перенумеруем все полиномы с рациональными коэффициентами

/>։(х). (1.24)

и возьмем последовательность положительных чисел J:*},  где
«։
У\г<*4*оо.  (1.25)

1-1
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Так как система J ®и(х); полна в ծ), то- легко видеть, что 
она будет полной также в смысле сходимости почти всюду.

Возьмем линейную комбинацию из функций системы !©n(x)J

(1.20)

такую, чтобы на некотором множестве /:։с|։т. ծ|, где

tries Ех > h - л с։.

имело место неравенство

Ф։(х) - Р։(л) <։։ x~Ev

Далее предположим что т пх выбрано настолько большим
ч го для некоторого натурального k. имеет место неравенство

Պ<^* ։ I (Լ29)

Нрн этом Nt, некоторое число из последовательности (1.22).
Рассматривая последовательность (х). * ։(х). .., в силу гео՛

ремы Л), мы можем определить функцию Ф.(х) вида

«3

Փ.(.ր) = լ с,

и множество Е: такие, что

rnes r.z^> h — а — ֊

Ф.(х) — Л (х) <i. х֊Е.

(1.30)

(1.31)

Ясно, что если мы неограниченно продолжим этот процесс с по
следовательным применением теоремы А), то можно определить по
следовательность натуральных чисел

1 = т। <Հ я։ ՀԼ т. <//-< • • <Հ т. <Հ ո• •. (1.32)

последовательность множеств
функций 5Ф. (-<)'. вида

а также последовательное

и

(1.331

такие, что
(1.34)

При этом мы предполагаем, что последовательность (1.32) такова, ч

при л IL,. (1.35)
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для любого / —I, 2.... существует натуральное число Հ, удовлетворя
ющее неравенству

_ (< < тf ; ./=1,2......  (1.36)
/ /

где Л, некоторое число из последовательности (1.22).
В силу (1.32) очевидно будем иметь

^.-.<^<^.-><^.<•••<4 .<*,<•••  п-зп
/ )

Обозначим через и>я(д՛) систему, которая образована из функций

Ч>/(Л')1| 1 .....

и из функций •֊?„(*»  с индексами п, удовлетворяющими неравенствам

-Л ’ <Л’Л., 7=1,2,... (1.38)/ 7
Так как система !«>п(л); есть О.Н система, то из (1.32), (1.33) 

и (1.36) видно, что система »«•>,, (х) } также есть О.Н система на խ,ծ|.
Легко видеть, что !<'»Л(х)) есть система расходимости. В самом 

деле, рассмотрим ряд (1.23), где числа Nt:/ удовлетворяют неравенст
вам (1.36). Из определения системы {и>л(.т)| видно, что все функции ряда 
(1.23) входят в систему {y»„(x)J. Поэтому ряд (1.23) можно писать в 
виде

(1.39) 
п J

гае bn=l) для и. не удовлетворяющих неравенствам

/V, ։+ 1 (/=1.2,...).
/ /

Ряд (1.39) расходится почти всюду на множестве £, так как этим 
свойством обладает ряд (1.23).

С другой стороны,

V ь = V V <հ<լ t-
—< fl —
«- » ) I Г -Nkr | + 1

в силу (1.21),
Докажем теперь, что для любой измеримой функции /(л) суще

ствует ряд
X
Vc«u.n(x), (1.40)

п I

который сходится к /(л) почти всюду на խ, ծ|.
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Пусть последовательность {/я(х)) неперерывных функций тако
ва, что

Um fn(x) — f(x) 
п — >

(1.41)

почти всюду на |а, Ь\.
Возьмем последовательность положительных чисел где

У(1.42Й 

♦-1

Гак как последовательность (1.24) полиномов с рациональными 
коэффициентами такова, чти она остается всюду плотной в Լ.: խ,ծ| 
(а также в пространстве с |а, я] непрерывных функций) после исклю
чения из нее любого конечного числа функций, то ясно, что для 
любой почти везде конечной измеримой функции /-'(х) и для любых 
£ > 0 и натурального N существует полином Рп(х) из последователь
ности (1.24) такой, что

mesE(\F(x)-Р„(х) (1-43)

и при этом п > А'.
Так как в силу (1.25) 0 при /—оз, го из неравенств (1.34)

и (1.35) следует, что последовательность Ф/(л)./ = 1. 2.... также бу
дет обладать этим свойством, т. е.

для любой почти везде конечной измеримой функции F(x) и 
для любых :>0 и натурального N существует ФДх) такая, что

т^£(1Фдх)- £(л)|>е)<5 (1.44)

и при этом
Применяя СВОЙСТВО (1.14) К функции £(Х)==/։(а') При мы

можем определить множество и число /\ такие, что
mes- а — tlv (1.45)

Ф,,(х) — /։(л՛) 1<т1։ при л- ֊ (146)
Предположим, что уже определены множества Bv В?...։ В՛, и 

функции Ф„(х). Փ/JA)..... <1% ։(х), где Հ</-<••• </я «.
Положим 

п I

(1.47) 
jt-l

и применим к этой функции свойство (1.44), полагая £ = т,и и АГ— 
= /., 1. Тогда можно определить уЛ>/л и множество Вг։ такие, что

mes Вп^> b — a т<я. (1.48

71
V ф^(х)-/„(Л'1 <т(Я при Л- й„. (1-49)
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Легко видеть, что ряд

Հ--1

сходится к /(х) почти всюду на խ. b\. 
В самом деле, положим

Л-1 к-п

В силу (1.12) и (1.48) имеем

mesB — b <։.

Пусть х С К. тогда для некоторого целого //г будем 

X В, при '/>//,.

Тогда в силу (1.49)
п

__ 'к
I fc- i

Из (1.42) и (1.53) вытекает

а-со

я

' Ф, (X) — /,.(А-) л- = 0,

(1.50)

(1.51)

иметь

(1.52)

(1.53)

(1 54)

■։ из (I 41) и (1.54) следует что
п

(л) = /Н՝

Так как по нашему 

часть системы {<<>,,(л);, то

при л՜ В. (1.55)

, Ф.(л')построению функции

ряд (1.50) можно представить .•

составляют

виде

х), 
п I

(1.56)

где 0. если ш„(х) не совпадает ин с одной из функций 1Ф,;(х) . а

если т0 <.-„= ц <l>,Jx) ||.

Так как ряд (1.50) почти всюду сходится к /(л), го ряд (1.56) 
тоже будет сходиться к /(х) почти всюду на |а, b\. Теорема 1 до-
казана.
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Опираясь на теорему А), можно доказать также следующую՛ 
теорему

Теорема 2 Пуст։, дано счетное множество полных 
О Н систем {<ру'’(л'Н, л=1, 2,... функций, определенных на խ, ծ|.

Тогда существует последовательность натуральных чисел հ.Հ 
<Լհ. <Լ - • <.k <Լ • • • такая, что для любой системы {<?^в)(х)} (п= 
— I, 2,...), какова бы ни была измеримая функция /(.г) определен
ная па |а, ծ), существует ряд

(1.57)
А- 1

для которого частные суммы с номерами к. сходятся к f(x) поч
ти всюду на |ճ, ծ], т. е.

А՜,

/Խ/V -Да')

h 1

(1.58)

почти всюду на խ.
Доказательство. Положим £о=О. Предположим теперь что 

число А, г уже определено. Рассмотрим системы i©^'՝(^՜)} для 1^; 
< и <.j. R силу теоремы А), если из каждой из этих' систем отбросим 
первые k, । функций, то они останутся полными в смысле сходимости 
почти всюду. Поэтому легко видеть, что существует число 
множество 6. и функции

= (1.591

* *7-i  «

для которых выполняются условия

mes В,^> b — а — (1.60)

|Ф/’(А-)֊/<(А')|<^ х - Հ. (1.61)

Таким образом мы можем определить возрастающую последова
тельность натуральных чисел {ЛД, последовательность множеств 
и функции Ф}л)(х), I /=1. 2,... вида (1.59), для которых
будут выполнены условия (1.60) и (1.61). где /—-1. 2,..., I հ.ոհյ.

Пусть теперь f(x) измеримая функция. Рассмотрим для фикси 
рованного л систему {<?V°(a')}.

Гак как для всех / > п имеет место неравенство (1.61), гд< 
5Р,(л')} суть полиномы с рациональными коэффициентами, а {е} удов
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летврряет условию (1.25), то точно гак же. как и в предыдущей тео
реме. существует ряд

ОО

I ।
(1.62)

который сходится к f(x) почти втюду на խ. ծ| 

Рассмотрим ряд

со

*-։
(1.631

где коэффициенты а\я> определены следующим образом

с'"' для k ! < k < kt /=|.2....,
* ՚ (1.64)

для остальных k.

Из (1.59) и (1 64) видно, что частные суммы «Տ<."։ (д՜) ряда (1.63). где 
i

S^'(X)- У
(1.65)

совпадают с частными суммами ряда (1.62). Следовательно,

//от5^'(а')=/(а) (1.66)

почти всюду на 10,11.
Так как последовательность {Հ| не зависит от п и /(а) произ

вольная измеримая функция, то теорема доказана.
Замечание. Рассмотрим бесконечную .матрицу элементы

которой определяются следующим образом

_ j 0 при k k.
--- Il ! II 1 при k։ = k; (7= IX (1.67)

i.ie Հ՛հ — возрастающая последовательность натуральных чисел, фи
гурирующая в предыдущей теореме

Таким образом, матрица \altc\\ определяет некоторый линейный 
регулярный мето! Т. Из (1.65), (1.66) и (1.67) следует, что ряд (1.63) 
суммируется методом Т почти всюду к Дх)

Таким образом, сформулированная во введении теорема 11 спра
ведлива.
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В настоящем параграфе мы докажем следующую теорему.
Теорема 3. Пусть ряд

ос
v /.(*)  (2.1'

»•«։՛
почти везде конечных измеримых функций, определенных на |«,ծ| 
универсален, т. с. для любой измеримой функции fix) существуем 
подпоследовательность частных сумм

"а
(А) = У/„(Л) (2.2

такая, что
///п6\(л) = /(х) (2.&

почти всюду на խ, ծ|.
Пусть, далее, существует подпоследовательность J /*(.<)  J по

следовательности ,/,(х)} такая, что

(•*)■■ 0 * (2.4

почти всюду на [о, ծ|.
Тогда ряд (2.1) будет универсальным относительно пересдано 

вок в классе всех измеримых функций в смысле суммируемое™ 
одновременно всеми методами Чезаро положительного порядка 
т. е. для любой измеримой функции f\x) члены ряда (2.1) можн( 
переставить так. чтобы вновь полученный ряд

(2Հ

суммировался к fix) почти всюду на |д. ծ| всеми методами Че 
заро положительного порядка.

для доказательства -тон теоремы мы будем рассматривать вве 
ленные Д. Е. Меньшовым Т' методы суммирования (см. |6|), которьи 
определяются следующим образом.

(инейный метол суммирования, определенный матрицей К ад. I 
называется методом Т. если удовлетворяются следующие условия

Г ря I ՝ в... сходит я для всех значений Հ достаточно 

ших, и

1։т
I -• »
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2°. для всех достаточно больших значений t имеет место нера
венство

9 ж
V ал\<М.

S *■ *-։
। де ,4 не зависит от /:

3“. Нт max i atb | = 0. 
i < » I < * »

В дальнейшем мы будем рассматривать положительные методы 
1”, т. е. мы будем предполагать, что. помимо условий 1°. 2* ։. 3°. име
ет место также условие

4« 0|>>О, /=1.2....; Л—i,2....

Легко доказать, что все методы Чезаро положительного порядка 
иадяются положительными Т*  методам (см. [6]).

Очевидно, сформулированная выше теорема 3 вытекает из сле
дующей теоремы

Теорема I. Пусть ряд (2.1) почти везде конечных из
меримых функций, определенных на (а, ծ), универсален и пусть 
для некоторой возрастающей последовательности натуральных чи
сел Ա,|

հու /м(.г1-»0 (2.6)

почти всюду нз |в, ծ|.
Пусть, далее, задана последовательность положительных Т 

методов: Ти Т.,...

I
 Тогда для любой измеримой функции /(л*)*  члены ряда (2.1) 
можно переставить так. чтобы вновь полученный ряд

Y / (2.7)

*-։

суммировался почти всюду на խ. ծ| к f(x) всеми методами Т,, 
Ն.....Ն...

Теорема HI. сформулированная во введении, будет следовать из 
теоремы 3 в силу следующей теоремы, сформулированной в [7|.

Теорема**.  Пусть {?я(х)} есть нормированный базис простран
ства ձրխ, ծ|, I. Тогда существует ряд

V а^(х) (2 К)

•/(.՝■) может рлннпп.си -|-<о или -.-о п.) множестве положительной меры.
•• Локдадтсльстко теорем, сформулированных п |7|. изложено и статье .О рилах, 

уипиорсдльних относительно Перестлнопок*  которая салил п печать n I Нпсстних ЛИ 
СССР.
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с коэффициентами ал, стремящимися к нулю, который универсален 
относительно перестановок в смысле сходимости по мере.

В |7| била сформулирована также теорема о том, что если 
функциональный ряд универсален относительно перестановок в смыс
ле сходимости по мере, то после некоторой перестановки его членов 
он становится универсальным относительно сходимости почти всюду 
подпоследовательностей частных сумм.

Таким образом получаем, что для любого нормированного ба
зиса {?„(х)‘ существует универсальный ряд вида 

за
(2.9Я

и при этом <1:к -0 при k -ОО.
Но так как система {<?«(*)}  нормирована, г. е.

f|?Z7(x)|/’r/x=l, (2.10)
<1

ю ясно, что некоторая последовательность ս,Հ. будет сходить

ся к нулю почти всюду на [а, 6|.
Следовательно, для ряда (2.9) будут выполнены все предполо- 

кения, сделанные в теореме 3.
Отсюда ясно, что сформулированная во введении теорема 111 сле

дует из теоремы 3 и из существования универсального ряда (2.9).
С другой стороны, как уже отмечалось выше, теорема 3 являет- 

я следствием теоремы 4 Итак, остается доказать теорему 1. Эта тео
рема доказывается методом Д. Е- Меньшова, примененным им в ра
боте |4|.

Доказательство теоремы 4. Прежде всего отметим, что к 
. илу условия (2.6) из последовательности k{ | можно выбрать возра
стающую последовательность такую, что ряд

да

S4(JC) °-1”
р-։

почти всюду на [a, Z>] абсолютно сходится
В самом деле пусть /? = 1, 2... и пусть

’X

р-1

В силу условия (2.6) существует возрастающая последователь
ность {/пр}, {/Лр}с{^4 и последовательность множеств {Ер} такие, чтс 

при х£Ер, (2.1

тез ЕрУ> b — а — շր. (2.14!
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Положим
%ե ' X ж

Е=Х П Ер (2.15)

! jt-J /• ■ я

Ясно, что на множестве Е ряд (2.1 И абсолютно сходится и что

mesE — b — ч (2.16)

Обозначим через р.. х=1. 2.. последовательность целых поло
жительных чисел отличных от чисел р=], 2... и перенумерован
ных в порядке поэрастання Четко видеть, что ряд

V ! (Jt)

•-I
(2.17)

универсален В самом теле, пусть /(л) произвольная измеримая 
функция Обозначим через ?(д) сумму ряда (2.11) и положим

F(x) = /(х) -г 5(Х). (2.1X1

Вейлу универсальности ряда (2.1) существует возрастающая после 
деятельность натуральных чисел /յ<Հ/?*Հ  ••</,<••• такая, что

(2.19)

почти всюду на խ. ծ|.
В силу определения

*-։

ряда (2.17) мы можем написать

Հ Ч Ч
V /tlx)= V /. (X) + V ք, (X). (2.20)

i ‘
*-l ։-? /-1

Т։к как

՛ г«г
՚Հ"Լ V '-Sx> =

почти всюду на (а, />|. то в силу (2.18), (2.19) и (2.20) будем имен.

иоЧтн всюду на [ы. ծ|. Тем самым универсальность ряда (2.17) до- 
каэзна

Пусть (Тн) есть последовательность положительных Т’ методов.
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г. e. каждый метод Tn определяется матрицей . обладающей 
следу ющи м и с войства м и:

1» <’>0, 7=1.2,...; *5  = 1,2....;

зе
2W. ряд\а<я՜' сходится для всех значений / и 

А- 1

{,ՈԼ V4'* ’ = l;

fr..l

З00. для всех значений i имеет место неравенство

А-1
। де М<, не зависит от /*;

|°®. Нт Հհ=0 (А’֊ I, 2,-): ,_-х

5W. если обозначить через Հ = max , то

Нт 7<я) — 0.
1

Пусть f(x) произвольная измеримая функция, 
խ. ծ|. и а(л-) есть сумма ряда (2.11).

Положим
F(x) = f(x)-z(x).

определенная

(2.21)

Так как ряд (2«17) универсален, то некоторая подпоследователь 
ность частных сумм этого ряда будет сходится почти всюду на [сг. Ь] 
к F(x)

Нт S/ (x) = F(x) 
у- о-, i

почти всюду на [//. Ь\, где

9

/- I

(2.22)

(2.23)

Сначала мы докажем. что между членами ряда (2.17) можно
•вставить нули таким образом, чтобы полученный новый ряд суммиро
вялся бы почти всюду на [//., 6] к F(x) всеми методами Т։, Т2..... Т,ч..

' Ясно, что условие З00 следует из 
мулнровать его отдельно.

1°° 2°*. но для дальнейшего удобно сфор
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Пусть А, В и С те множества, лежащие на отрезке [я, ծ], где 
F(x) принимает соответственно конечные значения, значение 4֊ со н
значение —со:

А=Е(\Е(х)\ <4-ео), (2.24)

B = f(F(x) = 4֊oo). (2.25)

C = £(F(x) = -oo). (2.26)
Очевидно,

А 4- В 4֊ С= [a, fl (2.27)
и

те'з А 4- mes В 4՜ C = b—a. (2.28)
В наших дальнейших рассуждениях не исключается также слу

чаи. когда одно пли два нз этих множеств пусты или имеют меру 
нуль.

Через Е обозначим множество тех точек, где выполняется ра- 
венсгво (2.22). Так как (2.22) имеет место почти всюду на [а, ծ], то

mesE b — а. (2.29)

Очевидно, для каждого значения j можно определить положи
тельное чи ло Lf и множество которые удовлетворяют условиям

1<£у<£М1, 7=1, 2,..., (2.30)

max. |Տ/(.հ)(<7<; при х ( G^B^-C), 
։ i . (2-31)

mtfxflSX*)!  4՜ [F(.r)|)<L/ при х: GjA, 
i <։<Լ-

(2.32)

Gfc(a,b), mes G>>b—a—Լ (2.33)

I

В условиях (2.31) и (2.32) Sf(x) есть частная сумма ряда (2.17)

S,(AT) = V (2.34)
r-l

Пусть
G=lim itifGj. (2.35)

Тогда из (2.33) следует, что

Gc(a, b), mesG — b — a. (2.36)
Положим

Հ^= max^\n\ (2.37)

Пз условия 5°° следует, что

Нт.^я' =0 для всех л=1, 2.... . (2.38)

4 Известия АН. серия фнэ.-мат. наук, № 2
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Определим две последовательности целых чисел )7- и р/ следующим 
образом. 

Положим Х։ = у4=0. 
Далее берется X, таким образом, что

(2.39)

ОС
В силу 200 ряд Vcj՞’ сходится для каждого значения / и для 

А-1 
каждого л=1, 2,..., поэтому можно определить целое число и7 так, 
чтобы выполнялись также неравенства

(2.40) 

где 
со

(2.41)

Таким образом определены целые числа X, и иу для всех значе
ний индекса / и неравенства (2.39) и (2.40) имеют место для всех 
/>1֊ 

Положим
Կ = 0. •Հ^յ+հ—հ֊ւ- (2.42)

Из первого неравенства (2.40) имеем

^<Հ<։Լու 0=1. 2|-)« (2.43)

Кроме того из и։==0 вытекает 
J 
V ( Հ֊ (Հ^-ւ+Հ-Ա—Հ,. 12.44)

г-1 
Рассмотрим ряд 

со
V -Мл-) (2.45)

—I 

члены которого определены следующим образом 

W0 = 0 при (2.46)

ф7(х) = Д (л-) при |лу<^|л7, (2.47)
где 

/-1
J= V( |/-Иг)+у-и/в/У_|-Н-аг (2.48)

г-1
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Другими словами ряд (2.45) получается из ряда (2.17), если в послед
нем после члена прибавить ;х ֊ «Հ нулей для каждого/.

Докажем, что ряд (2.45) суммируется всеми методами Т։. Т2,..., 
Тл,... к Е(х) в каждой точке множества

G’-f-M-r S4-C) = G.£ /1-|-G-E-B-hG.Z:.C. (2.49)

Положим
А

s;(x)=yo7(X) (2.50)

-.-1
:■! рассмотрим ряды

оэ
Vaj«>S;(x), (2.51)

*-1

где ag1 являются элементами матрицы, соответствующей метолу Т„.
Чтобы доказать, что в любой точке х множества (2.49) ряд 

(2.15) суммируется к F(x) методом Тл, нужно доказать, что в этой 
точке ряд, (2.51) сходится для всех достаточно больших значений ։ 
и обладает суммой, которая стремится к F(x), если / -со.

Сначала предположим, что л՜ принадлежит множеству О'-£-Л (ко
нечно, мы предполагаем, что это множество не пусто; в том случае, 
когда это множество пусто, нечего доказывать).

В силу регулярности и положительности метода Гя, в данном 
случае достаточно доказать, что в рассматриваемой точке х ряд

ОО
I (2.52)

Л-1

■■холится для всех достаточно больших значений i и обладает сум- 
н
мой, которая стремятся к нулю вместе с —. 

I

В силу (2.46). (2.17). (2.48) и (2.50) будем иметь

SLU)= $;,(*)  для (2.53)

S’(x)=S/(a') для < ՝Հ. (2.54)
ре

l = u, (очевидно Z/_։<Z<Zy). (2.55)

Предположим, что 

Х/.J (у=|. 2, з....). (2.56)
(Рассмотрим суммы вида

<#’(*) = V “!£՝№)- I- (2.57)
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В силу (2.53). (2.54) и (2.55) будем иметь

Հ Vm

<.w(.v)=V aj2>|SXx)-F(x)|+jS,^)-F(x)| У а<;>, (2.58)

Հ+1 
где

г=1, 2  Z=/r_i + £—յյլՀ (ясно, что 1ր-ւ<Լ1^1ք).

Если x^G-E-A, то в силу определения .множества G существует 
индекс уж такой, что x£G, для всех j^>jx-

С другой стороны, так как хСЕ-А. будем иметь

Um j St (x) — F{x)\ = 0. (2.59)
Л- ОО

Предположим, что

/>//, и Ау<Т^Х/>|. <2-6°)

Если теперь r=j 1 или г=/. то xf-G, и из (2.58) и (2.32) по
лучаем

Հ

О|։;>(х)«;Л,. V - Fix) | V а|»‘. (2.61)

Отсюда, в силу определения чисел հ)"» (cm. 500) и в силу условия 
З00, будем иметь

#>(х)<М!я)(^֊М 5 Af„|Sz<(x) Л(х),

Следовательно, 
3J;)(x)^yIJ'’)(u;-u<)+MJS/<(x)- F(x) (2.62)

Из (2.37), (2.40), (2.42) и (2 56) получаем
7jrt)==SՀ(ո); Հ- Иг< 1ր<Լ1յ<ԼИу_։. (2.63)

В силу (2.63), (2.62) и (2.39). учитывая первое неравенстве 
(2.60), будем иметь

Հ"’ м ֊֊ + < I Slr(x)֊F(x) | (2.6-1)

(r=j— 1 или r=j, jZ>,L՝

Когда /■>/>/,. -Ь 1. Xy < i =^Х/+1, имеем i < Xr.

Кроме того из xQGr и из неравенств (2.61), (2.32) получаем

Gj;>(x)=^L,« V а\р.
k^r i >
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Отсюда, в силу (2.40). будем иметь

■ $4*)< Լ,.տ«><1։ о>՞.(2.65)

Таким образом, так как при i>max (п, >./։ J мы можем опреде
лить /. удовлетворяющее неравенству (260). то из (2.65) ясно, что 
.тли указанных / ряды (2.52) сходятся.

Обозначим через Т]"-(л։) сумму ряда (2.52). Тогда будем иметь

/-7
ТС(х) = У5(/л-)+^_|(х)+=;,(х)+ V з„(х) (2.66)

/-1 Г-/>|

i тах(п, >7f .). f>max (п. Հ-ք-1).’

Можно доказать, что
Нт Т։(я’(х) = 0.
<-00

В самом деле, заметим прежде всего, что |aj՞’ ի Հհ” при А = |, 2, 

3.... X/<i- ։, />л. Поэтому, так как н=0. в силу (2.32). (2.55)
н (2.57) будем иметь

®]of;)(x)=^7,<ЛЬ/.?У ։ (2.67)

I z— 1 1
для всех достаточно больших значений i. именно для таких /. для 
которых соответствующее значение /. удовлетворяющее неравенству 
*7<ն՜տ£Հյ.. 1. больше, чем Д-Н-

Так как при /—ос соответствующее число j стремится к беско
нечности а число п фиксировано, то из (2.39) и (2.67) следует, что 

֊

'(-<) = °- (2.68)
г-։

Далее, из (2.64) и (2.59) следует, что
Нт <jW։(x) = 0. Нт «<я?(х) = 0. (2.69)

՝ ~ >՛-«, ■'
С другой стороны, в силу неравенств (2.65) имеем

ОО
■ V»f’(x)<-1

Հ-/-1
при />«. ) >յՀ 4֊ 1. Ху <' *74  «•

СЛедовательно.

,ե” V aj*»(x) —0. (2.70)

r-/*J
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Из (2.68). (2.69) и (2.70) следует, что

/пгаТ(л'(х)=’О.

Таким образом мы доказали, что в каждой точке л՛ множества 
G-E-A ряд (2.45) суммируется к F(x) каждым из методов Т„ Т2,... 
тл..4 '......................................................................................'"J.՛

Теперь докажем, что на множестве О'Е-В ряд (2.45) также бу
дет суммироваться всеми методами 1\. Т.,։... к Е(х), т. е. к ֊г со.

Для этого мы должны доказать, что в любой точке х(' G E՝B 
ряды (2.51) для любого фиксированного п сходятся, начиная с доста
точно большого i, и их суммы стремятся к-Ь<», когда /-*оо.

Пусть х : G-Е -В, тогда найдется jx настолько большое, что 
х Gj’E-B для всех у»л.

С другой стороны, так как х Е-В, то в силу (2.22) и в силу 
определения множества Е как множества тех точек, где выполняется 
(2.22), будем иметь

Пт S, (х) = փ со. (2.71)
- OJ г

Рассмотрим ряд'(2.51). Теперь мы будем изучать поведение сле
дующих сумм из этого ряда

Пусть
J>" 

и
X/ < I X^j.

Рассмотрим сумму 
;-2 /-2
V = V У ^ps-k(x). 

r-i г.-։

(2.72)

(2.73)

(2.74)

(2.75)

Так как в силу (2.73) х G} то из (2.53). (2.54) и (2.55), учи
тывая (2.31). будем иметь

!$*(■*)  |<Лл <2-76>
11оэтому 

/֊2

Հ—1
и тогда в силу (2.39)

(2.78)
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Из (2.74) и (2.78) вытекает
/-2

Пт V 3*oo( X)=0.
Г-оо Հյ ։г

г-\
(2.79)

Далее заметим, что так как \<ԼԼյ (см. (2.30)), то в силу (2.39) имеет
место неравенство

У՜’ 1
1‘Л 1 լ՚< , .

А- 1

(2.80)

где />я и число i удовлетворяет неравенству (2.74).
Рассмотрим теперь суммы Հ/Дх) для Հ». В силу (2.31). (2.53). 

(2.54) н (2.55) учитывая, что при _/>./х» х принадлежит множеству 
Gj, будем иметь

Нг+1 ։v+i
V aj£js;(x)|<sz.,. у agi.

Л'-|ХГ41

Отсюда, так как Հյ-շՎ в силу (2.40) имеем

(2.81)

где г >./>;„ />л, Xz<Z<Xz_b

Из (2.81) получаем
«> ОО
У a;r’s;(x)i = iy =„(Х)

■“=<։ ձ!
. W/v։ + ։

Следовательно.
ОО

Нт V а<п>5*(д-)=0.
I • со «и IK *

А-^|“
Таким образом, ряды

(2.82)

(2.83)

t»

У

сходятся для />>.,. где j удовлетворяет неравенствам (2.73). 
Обозначим сумму этого ряда через T?'j)(a՜).
Мы должны доказать, что

Нт Т'<л>(л՜) = оо, 
т-ои

(2-84)
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для чего в силу (2.79) и (2.83) достаточно доказать, что 

Ziw |օ4՞ձ։ (x)-j-e;<«>(x)j = -hoo. (2.85)

Для этого заметим, что в силу (2.81) и в силу того, что Լր>1, 
будем иметь

(2.86)

Из условия 200 метода суммирования Т„ и из (2.80) и (2.86) вы
текает

У аЙ)=1- (2-87)

В силу (2.72) можно написать

Հ/֊ւ «у
<%(*)=  У <4я,$/(*)  + ^ ։(х) У ag>, (2.88)

*7 “/+։
V «Լ՞՚Տ, (A֊)+S;JA) V (2.89)

где в (2.88) имеем Z= — ս7_է; (1յ-շ<ՀէՀ1/-\) и в (2.89) имеем 
1=1, ^k-^\ (/, t<Z^Zz) (см. (2.53). (2.54) и (2.55)).

Так как Հ,., ։ и j»/C/z<jy_։ (см. первое
неравенство (2.40) и (2.42)), то в силу неравенства (2.39) можно 
писать:

Из неравенств (2.90) и (2.9 J) видно, что
Հ֊ յ Հյ

У 4?5Л*) = 0 и У «!л)5՝Дх)=0

*-Яу_։-1 *-ну+։

(2.90)

(2.01)

(2.92)
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и, с другой стороны, так как ճ/>1, из этих же неравенств вытекает

“/-I
Нт V а‘«>=0 и Пт V а£>=0./-со Հ_. /Аг ik

й-р. -I k-;i fl
J-l f

Сравнивая (2.87) и (2.93), получаем

(2.93)

(2.94)

Вейлу положительности чисел (см. I00) и в силу (2.71) из (2.94) 
вытекает

И/т1

Нт
I- ОО

a<»>+s, (X). У ajp

’ л-Հ֊ I

(2.95)

Сравнивая (2.88), (2.89) с (2.92) и (2.95), мы видим, что имеет 
место равенство (2.85).

Как мы уже заметили из (2.85). в силу (2.79) и (2.83) следует, 
что

со

Нт Т‘(я,(х) — Нт VaJ’^Aj = • ос
/-СО i-са —< '

Л-1

и это имеет место для любого х ~ G-B E.
Аналогично можно доказать, что в любой точке множества 

G՝E C сходятся все ряды
Ծ0
У a<»>s;(x)

й-1

начиная с достаточно большого значения /'. и их сумма стремится 
к — со

ос-
В

к I
Таким образом, мы доказали, что в каждой точке х множества 

(2.49) имеет место соотношение
со

(2.96)

для всех //=1, 2.......
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По из (2.28), (2.29) и (2.36) следует, что мера множества (2.49) 
равна Ь—а.

Итак доказано, что ряд (2.45), который получен из ряда (2.17) 
добавлением нулей, почти всюду на [а, Ь] суммируется к /’(л՜) всеми 
методами Т]։ Т2,..., Тя„. .

Рассмотрим теперь перестановку ряда (2.1)
со

(-1

(2.97)

полученную следующим образом.
В ряде (2.45) вместо добавленных нулей, ։. е. вместо нулей, 

лежащих в промежутках յՀՀԴ^յւ,. р / —I, 2,..., вставим функции 
(Д (л')} ряда (2.11) в возрастающем порядке индекса р.

Очевидно, полученный таким образом ряд (2.97) является сум
мой ряда (2.45) и ряда 

со
Уже*).  (2.98)

где
■р-(х) = 0 при , j= 1, 2,....

а для v. удовлетворяющих неравенствам v.<Cv ^!՛, ,./=1.2. функ

ции -У(х) .меняются, совпадая с возрастанием индекса v со всеми функ
циями fmp(x).

Так как ряд (2.11) сходится к почти везде конечной функции 
<?(а), то ряд (2.98) также будет сходиться к той же сумме.

Обозначим через
А- 

տ,(*)  = £/,,(■*).  
/- 1

Будем иметь 

где
sft(x)=s;(x) + s;^),

/.•
St*(A-)=y

(2.99)

(2.100)

(2.101)

к
S^x)=Vty.(x)-,

В силу регулярности метода Тя (л=1. 2,...) и в силу того, что 
ряд (2.98) почти всюду на խ, />] сходится к ?(x), будем иметь

со

а՛-։
почти всюду на խ, b\.

(2.102)
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Из соотношений (2.96) и (2.102) в силу (2.100) вытекает
ՕՉ

a!* ’s*< x)=(2.ЮЗ)
Л-1 

почти всюду на [а, ծ], «=1,2........
Отсюда, в силу (2.21) будем иметь

<х>

Л-1

почти всюду на [а, для всех л = 1, 2.......
Таким образом, для заранее заданной измеримой функции /(х) 

существует ряд (2.97), полученный из ряда (2.1) перестановкой чле
нов, который суммируется к /(х) почти всюду на (а, //] всеми мето
дами Т։, Т2.....  Т„.......

Теорема 4 доказана. Тем самым доказаны также теорема 3 и 
теорема III, сформулированная во введении.

Замечание. В теореме 3 дается достаточное условие, при кото
ром ряд (2.1), который универсален в обычном смысле, будет уни
версальным в классе всех измеримых функций в смысле суммируе
мости одновременно всеми методами Чезаро положительного порядка.

Это достаточное условие (см. (2.4)) заключается в том. что не
которая подпоследовательность последовательности {/я(х)} почти всю
ду сходится к нулю.

Легко видеть, что существуют универсальные ряды вида (2.1), 
для которых никакая подпоследовательность последовательности 
'/„(*)}  не сходится к нулю почти всюду.

Более того, в универсальном ряде (2.1) последовательность 
{fn(-x)} может возрастать сколь угодно быстро на всем отрезке [а, ծ|.

В самом далее, перенумеруем полиномы с рациональными коэф
фициентами

Я(Л),..., РП(Л),...

и возьмем произвольную последовательность |ФЛ(л-)• функций, опре
деленных на [с, ձ].

Положим /1(х)==Ф1(х), /«(*>* —Ф1(*)4-Р1(*)  далее, /д(х)=
=Փյ(*).  /«(*)= —Ф2(л‘)-|-(Р2(х)— Pj(x)),... Ая-։(х)=Фя(х), Л«(х)=
=-фя(х)4-(Ря— Рп-\)... и т. д.

Ряд
со

Saw (*)
Հ՚֊ 1
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будет универсальным, так как
2л

л=1, 2,.-.
*-1

Так как функции Фп(л) могут возрастать сколь угодно быстро 
на отрезке [а։ ծ], то |/„(.<) | тоже могут сколь угодно быстро воз
растать на |а. /փ

Ясно, что при достаточно быстром возрастании |/л(х)| никакая 
перестановка ряда (*)  не будет суммироваться методами Чезаро к ко
нечной сумме, для любого х |а, ծ].

Таким образом теорема 3 для произвольных универсальных ря
дов не верна.

Институт Математики и механики 
АН Армянской ССР.

Ереванский Госунивсрснтет-

Поступила 12 I I960

II». II». 1<Իւս|էԱ||ւսհ

ԸՆԴՀԱՆՈՒՐ ՕՐԹՈԳՈՆԱԼ ՇԱՐՔեՐՒ ՃԱՄԱՐՅԱ ԱՄեՆՈհՐեՔ 
ՋՈհԳԱՄհՏՈհ^ՅԱՆ ԳՈհՄԱՐեԼՒՈԽԹՅԱՆ ՄԱՍՒՆ

II. Մ Փ Ո Փ П հ 1Г

Նևրկսւ աշխաւոութլան մեջ ապացուցված են հետևլա / թեորեմ աներր
քժ՝։,nrliiTui I. Դոլոլթլան ունի | Д.» />j հատվածի ։[(,ս' որոշված ֆունկ՛

՛ցիաների jG«(A')} Ա՚իվ օրթոդոնալ սիստեմ՝ ալնպիսին, որ մի որևէ f(x) (
ЬI ֆունկցիալի վե րլուծ ութ լունը րստ ալդ սիստեմի տարամիտում է 

համ ար լա ամենուրեք, Рш[д ցանկացած F(x) չավ/եքի ֆունկցիալի համար դո֊ 
լութլուն անի 

օօ
^arfn[x) (1)

Л-1

շարք, որր դա դամիտում է Ւ (хУ-ին համա ր լա ամենուրեք.։
Ю։ЬпгЕ։Гш *ձ.  Դիցուք |<ря(х)}-ր նորմ ավորված բադիս է Lp\(l> ծ] տա֊ 

րածա թլան մեջ։
Դ ո լու թ լու ն ա նի ա լն պի и ի
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շարքւ Որտեղ Uni ап=0, որ ցանկացած f(x) Լափ^լհ ֆունկցիալի համար (2) 
1-օօ

.'“’ГТ’А անդամների տեղափոխութլո;նից ասացված մի ինչ-որ

Va^x) (5)
է-1

շ՚սրք համարլա ամհնարեր ղա մ արվում է դեպի f{x) ֆունկցիան Ջեղարո լի 
բոլոր '{[՛ական կարղի մե թո գներով է
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