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МАТЕМАТИКА

С. О. Синанян

Восстановление аналитической функции ее 
1 ձ 

асимптотическим рядом в области Rez*>aa

1 •
Пусть аналитическая в области Rez՞ * функция в этой об- 

оо

ласти имеет асимптотический ряд > — посредством
А-О

кости {та}

последователь-

л—I

А-0

Дадим следующее определение. Говорят, что последовательность 
удовлетворяет условию Карлемана С- (а>0), если

₽*=/Հ

А ...О

Известно, что если последовательность {т„} удовлетворяет усло­
вию С« Карлемана. то асимптотический ряд единственным образом

1 1
определяет функцию /(z) в области Reza'>aa. В связи с этим возни­
кает вопрос о представлении функции /(z) посредством асимптоти­
ческого ряда. В работе [1] дано интегральное представление для не­
которого класса аналитических функций. В настоящей 
ширяется класс таких функций.

Теорема 1. Если аналитическая в области 
(а>0), 0<а<1 функции /(z):

работе рас-

։ А
Rez * > аа

а) в этой области имеет асимптотический ряд посред-
А՛—О

ством последовательности {тп},
б) последовательность {тп} удовлетворяет условию Са Карле­

мана,
Изв естия АН. серия фмз.-мат. наук, № 2
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в) элементом <i>w(o)==- a^֊nl , (я=0. 1, 2,...) определяет- 
Г («7/ -Ւ 1)

ся квазианалитическая функция Փ(Հ) на [0, оо), причем

(в) I qZa <
Ф (01 • *>0, а“>з,

\ « Ил' Г + 1)г) числа тп = также удовлетворяют условию
//!

Са Карлемана, тогда

ОО
1 - X X

/(z) = za I е~га‘ Ф(/*)<#, Rez'^a*.
о

Доказательство. Обозначим

СО ։
/։(**) = ^f Г’Г’-Ф(?)Л (1)

о

ձ XX
и докажем, что /^z3 )== /(z), Res՞ >аа . Запишем формулу Тейлора 
для функции Ф(/) в интегральной форме

Л (Л) 1
. , ,ч V Ф (о) ճ£. , 1 С («+оф w = L~—ki ‘ J ф W (<֊*)"

Л-0

Подставив это выражение в формулу (1) и совершив замену перемен­
ной, получим

Ո оо 7

/։(з) = У-4дг+ “Հ fe-4h 
S fl • J

л-о о о

Положим

։
S—z« .

<х> •։

(2)

и
о "о

(3)
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3 к
где I есть полуокружность z=—е*’, , а С, является частью

2 2
„ , lJ-ял л аокружностей z-|——= е* и z=—e,t, определенной соответ­

ственно неравенствами =^[ ? ?0. &, и суть единственные

корни уравнения при условии
2 2

2
Из общей формулы Г. В. Бадаляна |2| следует, что

.)«'֊ —LL
*пп\

(4)

и. следовательно,

сс
/»»!> (/.)/.-■ т) dt. (5)

о

Рассмотрим два случая: о=1 и а<1.
1. Случай си=1. Имеем

со
R„(z)=—J с-՜’ d- յ՜Փ՚՞’։’(Ո(֊-է)”<*--

О

Интегрируя հ?4՜1 раз по частям, получаем

В силу условия в) теоремы

1
|Я„(г)|=с

IZ г 
О'

НаИГ («*-«)

а1 —а
ОО

Отсюда следует, что ряд V-* единственным образом определяет 
» >-0

именно функцию /։(z) в области /?ег>о и поэтому /։(г) f(z) при

2. Случай а<1. Рассмотрим выражение (5) для тех значений 
//.■֊-//„.для которых խ/;|<Հ« 1. Совершив интегрирование по частям
|otz/| раз, получим
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<ю -
rjs) ( e֊”d~ | ф(« 1

sM J J 2w
о 0

Jan) —1
i* n.G 4“a/z — [ая1 +'*+ 0 ^ ՛>«։ + •. ^-c

'՜ՆՈ » —U
խւ|-։ 

П (I-f-a//.— [aw]-|-v4-l)
Оценим величину ——------------------ на кинтурс 1֊гСп

nG+««v) 
v-0

I’«l-i . , ,n (; + ««_)«,;l + >+l) <(l+«.«)l"’).

и, значит,
[a/:]-1

П (Ч-з^-М -r ՝>4- I) 
»-0

П (:֊֊«• -o
VC--0

2(14-27/)’"

Представим £«(s) в виде, суммы двух слагаемых 

«+1 °0 ՜R„(a=AL15_fe-'’tfT քփ",+1)(ք>)Ր-> dt —1—X
J J 2-i
u 5

Г П՜' (С + <хл -1 «л ] +’ + I) r'-dZ

x I ---------------- »------------------------- 4
П (<+«--)

V v-o
Сл

°-’ Հ
_ւ__ճձ1’Տ - i I Փ(ո L1) (/’) մ -1 dt—L- > 

s1’՞1 ) ՝
о 0

[ал]-֊ ։ ал-[ал]+:-“ —С *
Ր n(C-W—M + v 4-1)՜ ‘է
I '—О __ _ ______________ _

Ո
J П (Ha-v)
I v-0
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Заметив еще, что
(-) | 1 при С£СЯ

и
(4)"'+* при И/, 

будем иметь:

М-1 Հ-ցր
. (* Ո(:+="-Ի"1+4-ւ)-
1 I м-0____________________

2r.i I nJ n(C+«-v)
I v-0

при fl > n0.
Из формулы (6) окончательно получим

<Ля*|*я+1* Г|а(// I 1)4-11 
(//-f-l)l 'si'”՞1՜1՜

где Л—некоторая достаточно большая константа.
~ Г(яд4-1)
Так как последовательность |лп—ձ-------- -- удовлетворяет усло-

• //1
вию Са Карле мана, го из последнего неравенства следует, что 

Г 1 1
/i(zc) /(2) при г.( Rezn>a*.
Этим доказательство теоремы завершается.

Теорема 2. Если выполнены первые два условия теоре­
мы 1 при а>1 и, кроме того

в) элементом Ф(гг>(о)=—lln'n: rt = о, I, 2,... определяется
Г(я//-|-1)

квазианалитическая функция Ф (/) на [0, оо), причем
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I

при 0^/ I

и |Ф(Я>(/) Нл=£^р.л е‘ при .*>1,

Нл-1)1
г) числа щ'п—плп

пк 
к-п

I
а

удовлетворяют условию С, Кар

лемана, то^тогда вновь
I OD

e
Լ 1

)dt при Rez* ></ ‘ .

Доказательство.’ Составим опять функцию

I 1°° —
(гТ)=2Т j е՜'’ . Ф(т“) dx 

и
1 » » 

и докажем, что/յ(շ“) —/(г) при
После замены переменной, формула (2) примет вид 

оо 1 յ_ । и յ
Rn(s) = —— i e~su ‘ • ւՀ du\ Ф(л+1>(и)(а-л)л4х, s=z“ 

«•«J J J
о 0

.мы будем иметь
п

А(։)=У֊тг+Л-00- О’)

Л-0
Из формулы (4) следует

— а
- յ С* {* ип՝^՜՝՝՝х~"՝d^

R„(s)=~- 'du || Ф<»+1’(х)лА I ’П(г + ,) ’ <8)

° 0 -^Л
где контур интегрирования 1-\-Сп состоит из полуокружности l:z==se^,
|չ1<֊, — а Сп является частью окружностей z-|—Ц--= 

2 а 2
= Լճճւ^՛ и определенной соответственно неравенствами

Р| <Ն» —- =Ջ I ¥ I Ն н ¥о СУТЬ единственные корни уравнения

— при условии-^-<<р<-, ()<$<—.
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Докажем теперь справедливость формулы

4а функции —-у՜ д определяются рекуррентными соотношениями

<С/(«) flu} dj+,f(u)_di Հք(ս) I
du° • ' du*+y ժ«| rfw* ['

Формула (9) получается последовательным интегрированием по 
частям

Г1Г I \ Т^(s)=-/jP"+W^J ’п Ре՜” =
О •> Н-ся _о

л- 1 ' •
—«Л՜1*/ f ф<г-’"(х)л—!— I -("+?_£-----Ճ—
“ J 2ri J П(:+’)

<+с. ..о
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При дальнейшем интегрировании по частям этим способом уже по­
лучатся новые слагаемые. Легко усмотреть, что на [а(л- 1)]—// шаге 
получится формула (9).

Оценим теперь /?п($), пользуясь ее представлением формулой

(9). Для этого сначала оценим , где o(/z) дифференцируемая,
dum

любое число раз, функция на полуоси [0, со).
Докажем, что

(w) 
dum

(Ю)

Действительно,

^ր՜“*'(и) “՚ " + (1 ՜ ■?)' •

=հ («),?՛- v>+ г2(1_2 )+(1_ i)i („) „1 -Լ

так что
յ^ճ

<|fr(«)l« “ 4- |<p(//)|wdu.

diy(u) 
du*

M

Предположим, что верна формула (10) и 
вость при w-f-l.

Действительно,

докажем ее справедли-

Ո1

dum

nt• И-Z) т-1- —Г
«•<? («)•« где Ат — некоторые

4-0

постоянные, и по определению

d"‘ 11 ©(«) d j-t<?(«) I (/»+>). . («+1Հ1—’-)
֊ n ----------->— v (U)’ll *

du dum

nt

•I֊ (/W 4֊ О I ։~‘a ) ? («)« ‘ (u>-w
i-i
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+ У(т+1-1- — 1 .Հ (ս) и 

/֊I
m+l
V .* m+l-L .= VAr+f? («)•«
Խ0

где
Հ-J, k=(). I, 2.....

Հ+հ= ('" + !)(։ ~ + /Հ.

4Ա,-4+Հ.('»֊^Ղ

Հ+1=-Հ+< ՛ ’ (ж+2-/-—)՛ (Н)

Из формул (II) получим

kUi |<®' Հ.+®' ՚+(»»+ւ)ժ՜՚<

< ( <+<՜') (m+1 )'= Հ+1 - (m+1)', I л::; I < (m +1)” +

Тем самым формула (10) доказана.
Наконец, для оценки остатка R~.(s) представим его в виде сум­

мы двух слагаемых

Лп(5) = Л,(5)-Ь RJs)՛ 
где 

а1м«-«), ?. շ 
ս(տ)=՜յ^[ и »> «7о 

Н

Ф(л+։,(м).« dudu\^-1»-«-
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Согласно формуле (10)

, (л+П Ф

Х(|«(л— I))— П— г)'

Так как

/-о

Г1с [«(Я—1)]-л-

Хм1«(л-»| П r-i-™

^[а(л- J)J—Л—л—i 

- 41 ՜
ф(я+։>

< У (И)

|«(л-։)|-л-л

и, следовательно, 
^|а(л-1)|֊л-г 

մ/71^” ՜1,1 ՜л ՜' 
Ф(л+ ՝\и)-иП ’

[в(/г-1)1-л |х(л-1)| л-г-/

/-0

с!в(я-1)1-я-ИИ"- о]֊"-')' У
P-U 

х|ф(|.и ֊>М ֊~֊;>|

|։(«-1)|-Л-

р_
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Далее,

где Д։—некоторая постоянная, нс зависящая от ռ и г, так что

IЛI <Հ-Հ.
Здесь также А-շ—есть некоторая достаточно большая постоянная, не 
зависящая от п и г.

Используя полученные неравенства для оценки /?’(«), можем 
написать

|«(л-1))—П-1 |а(л—1)| п-г

{։(л 1)]_л—г

л.и
X

|a(n-l))-n-r-i 
н |«(я—1)| + 1— г— 1-р)

(«)|х
Р-0

• du.

Дважды использовав формулу

получим

пр ո п—1

ՏՏ^ՏՏ«(.,+, •
р-01-0 /~0р-0

дп
IK«(s)l<- =

XC'£Z{)|__,_, • ([։(«—I)]—л—г)' .n'-‘. I »֊₽>(„)! x

Оценим сумму

Р Р-г

/-0 ։-0

Р
b =«РУ ср~г«■р Լ ь1в(п_։)։_я_г 

г-0 /-0

[<х(д—1)]- п — г у 

л /
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/Հ-1 -n-r .............
=n L Գ^)1-4 +---------- n--------- ) <й ’

r-0

где В—постоянная, не зависящая от п и р.
Таким образом, имеем

|< .|9<«-ո՜| [ е I \ п‘ >■

*sl у 1 /(..О

I .| |в(л-1)|-р------------- ( du.
X ф (и) «

Окончательно получим

|։(Я—ft JL 2
• 1 /К / \Л „ \ (‘ —(л« -e)u•

1^,յ(տ)]<Հ . | |а(л-1)։ \ Հ-J Ո + l -p/J С
1 1 ր-Ծ О

|в(л-1)|
V 14+J- С 

llk J 
ծ=ռ+։ о

= |S,I^ "1
-(0 е -3}ti “ с • П1п

du<\s\^ '

где С- некоторая достаточно большая постоянная.
Чтобы оценить Я’*(5), получим оценки для интегралов

будем иметь
l«(rt-l)l J +

\յ{\<ԼԲ^ոԴՈ-ո41ո

\J2\<Bn-fian n
Л- - — 1a и
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Значит,

1ВД< л'”-В*-В „ 1мя--1ц . . р
и * "!’(х)х dx-է-

6

«"■BJ-n1"-"? -ЛЛ г <.♦■>
+'՜|4||.<-Ո1 Г “ Л']Ф Wrfx 

՛ о о

(• -Л.т f
+ I а -и du I

(I о

։

. Bf^wniax(Bt, В3).

Легки доказать, что

В |«Ж^-՛՛
где В,—некоторое достаточно большое число.

Сопоставляя эту последнюю оценку с оценкой R’r (s), наконец, 
будем иметь

АппСл 
|ЛЯ(5)|<|К;(5)| 4֊ |/?7(տ)|< |տ|Ի(ո-։,1 ’

где Л=֊С4-В^
Полученная оценка я завершает доказательство теоремы.

Институт математики л механики 
АН Армянской ССР Поступила 29 VIIi 1959

и. X. Սի6ս*0յա6

ԱՆԱԼԻՏԻԿ ՖՈՒՆԿՑԻԱՅԻ ՎեՐԱԿԱՆԴՆՈՒՄԸ ՆՐԱ ԱՍԻՄՊՏՈՏԻԿ ՇԱՐՔՈՎ

Rcz'>a' ՏԻՐՈՒՅԹՈՒՄ

Ա 1Г Փ II Փ П հ 1Г

ձ ±
V,9m J> ք(է) անաւիս,իկ ֆունկցք&ն RtiZ* ’ տիրտէթում ունի 

ո"
У ՜ Հ՜ էսոիէէպտոտիկ շուրյւր հաԼորդւսկսէնաթէսն միջոցով, և ալքյ

г.^Р մՒ,լ։հ ձևով Լ որոշում արյ էիունկցիան նշված աիրոլլթումI
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Ապացուցված Լ, որ եթե Փ (է) = --- — /' ֆունկցիան Ա>֊
*-0 П^+О

նալիաիկ է [0, 00 ) կիէւաոանցրի վրա, ապա

T _լ 1
/(г) = z' | с ՜ *.Փ(/’)մ6 Rez' ><։'• (R)

о

11,րւ ш չի/աու/ոթ յան ՛Ոպա tn ակն Լ (Ա) ներկայացումն ունեցող անայիւոիկ 
ֆունկցիաների դասն րնդրսյներ

Դիտարկվում է երկու ղեպր' Յ-^!» Խ
Աչքս ատ ու թ րււնում Փ(/) ֆունկցիան են ft ոպ րվտ.մ Հ րվաղիանուլիտիկւ 

Փ(ք) ֆունկցիայի և նրա ածանց լա {ների վրա աճի որոչ պա լմաններ դներո 
ղեպվոոմ ապացա ցվում Լ ք 1Լ) րանաձեի իրավացիութ լունրւ
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