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Введение

В [31 было полу «(ено уравнение квадрики Ли для всех линей­
чатых поверхностей (o^=AwJ) конгруэнции. В [4|, 110], [11] были рас­
смотрены гармонические линейчатые поверхности фокальных поверх­
ностей конгруэнции. Как известно, на первой фокальной поверхности ее 
гармоническим линейчатым поверхностям соответствует сопряженная 
сеть (a(u)J)2 7(ф:’)2 = 0), обе касательные которой составляют гармо­
ническую четверку с двумя касательными первой фокальной сети. В 
соответствии с этим вышеупомянутая сопряженная сеть называется 
гармонической сетью первой фокальной поверхности (Л,).

Гармоническую сеть поверхности {/!,) обозначим через Гг Гар­
монические линейчатые поверхности конгруэнции (Л։ Д2), соответст­
вующие сети Гп обозначаются гой же буквой Г։. Через Г, обозна­
чим гармоническую сеть фокальной поверхности (А) и гармониче­
ские линейчатый поверхности конгруэнции (А.. Я։), соответствующие 
этой сети.

В настоящей работе применяется метод внешних форм Карта­
ва [I]. В § I излагается аналитический аппарат (см. [2] стр. 314—356).

В § 2 доказывается, что четыре плоскости одного пучка, а именно: 
две фокальные плоскости конгруэнции и две касательные плоскости 
произвольных двух линейчатых поверхностей конгруэнции (с общей 
точкой касания), составляют гармоническую четверку тогда и только 
тогда, когда эти линейчатые поверхности сопряжены в смысле Санна. 
Как следствие, получается, что как поверхности Г։, так и поверхности 
/;, сопряжены в этом смысле.

Сложное отношение касательных плоскостей четырех поверхно­
стей !\ и /Հ не меняется, когда общая точка касания двигается на 
луче конгруэнции. Это отношение равняется I тогда и только тогда, 
когда конгруэнция есть V’. Поверхности Г, и Л совпадают только при 
IV՜ конгруэнции, и наоборот. •

Как известно, (/4J является общей фокальной поверхностью двух 
конгруэнций последовательности Лапласа. Линейчатые поверхности, 
принадлежащие другой конгруэнции последовательности и соответст­
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вующие линиям Г։, обозначаются через Г/. Аналогичные линейчатые 
поверхности, полученные на стороне фокальной поверхности (Д2), 
обозначим через Г/.

В § 3 получены квадрики Ли для поверхностей Г։, Г,, Г/ и Г/; 
мы их обозначим соответственно теми же буквами. / •

В §§ 3 и « даются геометрические характеристики двух со­
пряженных (в смысле Саниа) линейчатых поверхностей конгруэн­
ции. Первая публикация одной из этих характеристик принадлежит 
Р. Н. Щербакову [9].

В работе |3| доказывается, что обе касательные прямые к фо­
кальной сети поверхности (4J являются одновременно образующими 
для всех четырех квадрик Гх и //.

Если одна пара соответствующих квадрик /\ и /'/ имеет общую 
касательную плоскость вдоль луча данной конгруэнции, то она имеет 
общую касательную плоскость вдоль луча последующей конгруэнции 
последовательности Лапласа (это условие характеризуется инвариант­
ным уравнением (25)). Если каждая пара соответствующих квадрик 
из /՜յ и Г/ удовлетворяет этому условию, то (?1։) есть поверхность 
второго порядка и наоборот.

В § 5 рассматривается случай, когда в каждой паре соответст­
вующие квадрики из /\ и Г/ совпадают (инвариантные уравнения (33)). 
В этом случае получаем: 1) последовательность, порождаемая кон­
груэнцией (4, А»), есть R последовательность: 2) каждая пара соот­
ветствующих квардик из Г2 и Г.' (и следовательно для каждой фо­
кальной поверхности последовательности .Лапласа) совпадает; 3) все 
фокальные поверхности последовательности являются поверхностями 
второго порядка: 4) такая конфигурация (для краткости обозначим ее 
через L) зависит только от десяти произвольных постоянных.

В § 6 рассматриваются новые свойства конфигурации /... Доказы­
вается, что последовательность Лапласа замкнута и образует Т кон­
фигурацию. Доказывается, что (при совмещении и .4,։ с третьей и 
четвертой вершинами конфигурации 7՜) поверхность второго порядка 
(Л։) совпадает с поверхностью (/!,), а поверхность (А) с поверх­
ностью (А3). Следовательно, конфигурация L образована из двух 
поверхностей второго порядка. Диагонали А- и А2 А, сопряжены 
относительно этих двух поверхностей одновременно и описывают 
одну линейную конгруэнцию. Каждая директриса этой линейной кон­
груэнции пересекается со всеми касательными одной серии сетей 
Л И Գ

§ 1. Тетраэдр 1-го порядка конгруэнции

В этом параграфе дается основной аналитический аппарат, г. с. 
строится тетраэдр 1-го порядка конгруэнции и рассматриваются диф­
ференциальные окрестности до 5-го порядка.
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Инфинитезимальное перемещение тетраэдра {А,} в проективном 
пространстве определяется следующей системой дифференциальных 
уравнений

dA.^A, /,£=!, 2, 3,4, (I)

где «of — линейные дифференциальные формы, связанные структурными 
уравнениями проективного пространства

= |<Հ »•>/]. (2)

Семейство тетраэдров первого порядка {Д/} выделяется дифферен­
циальными уравнениями

<0* = 0, w’ = 0. (3)

Дифференцируя эти уравнения внешним образом, получим с помощью 
уравнений структуры (2) два квадратичных уравнения

I Հ “Հ J 4- W Հ I = °, ԼՀ Հ14-1 Հ ՀI = °- (4)

Развертывая их в линейные уравнения с помощью леммы Картана, 
получим

Հ== ՀՀ 4՜ Հ ’
(о)

Հ = £ա՚ 4֊ Հա*.  աՀ = — 3'սՀ a'o>J.

Дифференцируя внешним образом уравнения (5), получим

а|Да<»;) —|ձխ.Հ|=Օ, ՀխՀՀ1 + [Д?Ч1=’Р- .г,
(6)

|ձխՀ] 4՜7՚1^Հէ1,֊1 = 0. JA^zu>,] 4-a l^a'0)'l = ®՝

Развертывая квадратичные уравнения (6) по лемме Картава, будем
иметь

Да = 0,0)՝ — |3։ю‘,

ДЗ — 4- -,-Ssw*.

Дт=М4-ъ<

Внешний дифференциал системы 
нениям

|Аа^| ~[А&>Я=О,

*ԻՅւ'":1 4֊ 7|Ap2®J] =0,

թ32աՈ4֊Ի;Տ1=0,

Применение леммы Картава 
строки системы (8) лает

Л?1= 4֊ 7?յ2Հ’

Д32 = a?։2u>‘ 4 3Ku>* ,

+«?;»:. <7>
Да'= — 3։w]4֊a,o>*.

(7) приводит к квадратичным урав-

[Дт^]+[д?>:]=о,

•['[Дю®}] Ф 7- |A3,Wj] = 0, (8)

— խՅ.<Հ I 4՜ I Дад»! I = 0.

к квадратичным уравнениям второй

ձւ% = Հ* ։:<Հ 4֊£,?Հ

Д?» = ?։.Հ 4-
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Новое дифференцирование системы (9) приводит к уравнениям

(AiWi ֊ւ tLa^!]=o. Հ[ձՅոՀյ 4- 1д?;։и>:1=о.

«[△?,Տ<Հ] + |А?а<|«0, (Af'O 4- a'[A>„u»:] = 0.
Если закрепить луч конгруэнции, то все главные формы Да, 

А?......... Д₽’|« обратятся в нули, при этом закон вариации коэффициентов
». .......... ?*„  определяется формулами (см. [2]. стр 344—356)

31 па = 2Հ — Հ — Հ. ''?• = — Հ) + «'».

21 ոհ = Հ -J- Հ — 2Հ, *Ն  = 1ւ(Հ - Հ) — ՅՀ,
ձթ= - Հ) ֊ Հ. ս = ?ս(Հ 4- Հ - Հ - Հ). (10)

— «»(*յ  — ՜4 — ՅՎ 4 Հ — — Հ),

- Հ) Հ. ?ո(Հ ~ Հ) + Հ
и аналогичными формулами, полученными из (10’) заменой указате­
лей I, 3 соответственно на 2. 1 и добавлением штрихов к коэффи­
циентам а. ?. 7 с любыми указателями.

§ 2. Гармоническая сеть и гармонические линейчатые поверхности

Инвариантное уравнение квадрики Ли для линейчатой поверх­
ности u>‘=ho’։ относительно тетраэдра первого порядка конгруэнции 
имеет вид |3]

21 (длх*  — кхЪ?) — ՝>. (1, 4- И-) x’JC4 4՜

4֊!а (1*7  4֊ 2>9 — а) յժր3 4֊ (XV ֊ 2>£' ֊0^=0, (II) 
где

</1пХ 4-«յ1 4" ®«—шх —(սյ = 4՜^2ա:- (12)

В заметке [3] было доказано, что две образующие поверхности 
(11) совпадают с двумя касательными фокальной сети (Д։) тогда и 
только тогда, когда эта поверхность является квадрикой Ли для ли­
нейчатых поверхностей а(<Հ)5 — ֊(՚Հ)՝ =0.
Соответствующие этим линейчатым поверхностям линии на фо­
кальной поверхности (Д։) являются сопряженными линиями. Для 
доказательства последнего допустим, что ребро .4,4, тетраэдра явля­
ется второй касательной фокальной сети (Д։). т. е, допустим, что 
р = 0. Тогда с помощью уравнения dA} - ®14։4"®’^s+*  wMa MtJ II0՜ 
кажем, что касательные к линиям а (սՀ)2— 7 (««Հ)2— 0 и асимптотиче­
ским линиям з («Հ)’4-7 («*)*  = О пересекаются с прямой АаА, в четы­

рех точках A, il ay/l., A, tl «7 А.. Сложное отношение этих 
четырех точек напишется в виде

(Д,4-/а7>1., .4,-1 а^Л,, А,4-1 А,, А,—/—«7 Аа) =

— (V ֊ ։} ֊ V а7 )*  : (V аТ + )/ —»հ)=«- I.
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Следовательно, касательные к асимптотическим линиям гармонически 
разделяют касательные к линиям а (ւՀ)= հ(աՀ)2 = 0. т, е. последние 
линии на поверхности (/Լ) образуют сопряженную сеть.

Теперь докажем, что касательные этой сопряженной сети гар­
монически разделяют касательные фокальной сети (/1։). Действи­
тельно, для тетраэдра £ = 0 прямые Az и At А3 совпадают с фо­
кальными касательными и сложное отношение четырех точек (/1։, А3, 

փ |/оГ' А.՝ .4а— | Vp42) тоже равняется —1. Имея в виду эти два 
свойства линий a(u>J):i—հ(ա>’)2 = 0, мы их в дальнейшем назовем гар­
монической сетью фокальной поверхности (Д։), а соответствующие 
им линейчатые поверхности — гармоническими линейчатыми поверх­
ностями.

Касательная плоскость поверхности (11) вдоль луча АгА-. имеет 
уравнение

—лх2х3=0, (13)

где л՜/ являются координатами текущей точки плоскости, а лл, х2 — 
координатами точки касания. Если через эту точку касания мы про­
ведем еще одну касательную плоскость к любой другой линейчатой 
поверхности («>*■=)/«> ’), то .мы будем иметь четыре плоскости, при­
надлежащие одному пучку, а именно: эти две касательные плоскости 
и две фокальные плоскости конгруэнции. Сложное отношение этих 
плоскостей равняется Х:Х' и, следовательно, не зависит от точки 
касания. Рассмотренные плоскости составляют гармоническую чет­
верку, если - Հ. и поверхности = и <Հ = л«>’ будут со­
пряжены в смысле Сапна ([о], стр. 153). Так как гармонические линейча­
тые поверхности определяются уравнениями д(о>’)-’—հ(օՀ)տ=0 (/.=—/.'), 
то касательные плоскости к гармоническим линейчатым поверхно­
стям гармонически разделяют фокальные плоскости конгруэнции 
Сложное отношение четырех плоскостей одного пучка, именно двух 
касательных плоскостей к гармоническим линейчатым поверхностям 
одной фокальной поверхности, и двух касательных плоскостей к гар­
моническим линейчатым поверхностям другой фокальной поверхности, 
равно инвариантному выражению () հհ' | *я') 2: (И Г»'Н-Г «а')՛2- 
Последнес сложное отношение равняется —1 тогда и только тогда, 
когда выполняется условие ю! 4- и' — 0. Итак, касательные плоско­
сти к четырем гармоническим линейчатым поверхностям конгруэнции 
составляют гармоническую четверку тогда и только тогда, когда 
конгруэнция является конгруэнцией V.

Нетрудно заметить, что для конгруэнций V', и только для них, 
асимптотическим линиям одной фокальной поверхности соответст­
вует гармоническая сеть другой фокальной поверхности. Также 
можно заметить, что для конгруэнций U”, и только для них, гар­
монические сети в обеих фокальных поверхностях соответствуют 
Друг Другу.
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§ 3. Квадрики Ли для гармонических линейчатых поверхностей

Найдем уравнение квадрики Ли для гармонических линейчатых 
поверхностей первой фокальной поверхности. Уравнение этих линей­
чатых поверхностей, как известно, пишется и виде ]/а w։ = £]/-( ш*  
($ = ± 1). следовательно,

Х=^]/7:]/Т. (14)

Дифференцируя (обычным образом) уравнение (14), получим

fZlnX + u>[ սՀ — «Հ — wj = ——.

Внося в последнее уравнение значения Да и ձք из уравнений (7), в 
силу уравнения (12) получим

(,5>

После подстановки значений X, Х։ и X, в уравнение (11), мы 
получим уравнение квадрики Ли для гармонических линейчатых по­
верхностей первой фокальной поверхности конгруэнции. Оно будет 
иметь вид

2ал-гх’-21П ’ '֊֊ ֊ М ֊ +
~ լ _ (.16)

— (ал' -Հ 2ՀՅ' ]/ аТ ) - 2фс»ха = ().

Проделав те же выкладки для второй фокальной поверхности, полу­
чим уравнение квадрики Ли гармонических линейчатых поверхностей 
(| -ри՛ — а' <о՛)

2^'х1х'-2£\ ^х"х:‘+ (71+ К)]-* ’*4֊
— (аа' — — 2£3 | а'?') х8*3 - 2а'3'х1х*  = 0, ('$— ± 1). (17)

Это уравнение можно получить также из уравнения (16) с помощью 
замены указателей 1 и 3 соответственно на 2 и 4, добавляя штрихи 
к коэффициентам а, 3. у.

Отнесем конгруэнцию (Л։ А?) к осям фокальной сети (Д։) (см. 
|2|, стр. 360 361), т. е. допустим, что имеют место уравнения

р = 0. р'=0, խ = 0, 82 = 0 (18)

и рассмотрим конгруэнцию (Д։ Л3), которая в силу (18) теперь будет 
являться первым преобразованием Лапласа для конгруэнции (Д։ /1.>) 
в направлении от /և к /1։. Выбранный тетраэдр является тетраэдром 
первого порядка для конгруэнции (/Լ Л,), ибо вершины А3 и /Լ- 
фокусы луча, а грани /1,։/4։ /1։ и /1։/1Л Л2 — фокальные плоскости в 
силу уравнений (18). Чтобы написать уравнения квадрик Ли гармони­
ческих линейчатых поверхностей конгруэнции (Д3 Л,), мы должны 
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сделать только пересчет. Обозначив новые вершины тетраэдра че­
рез получим компоненты (Հ՜ для конгруэнции (.43 Л։) = (В։ ZL) из 
компонент первоначальной конгруэнции (Д, Аг) подстановкой ука­
зателей |! ] '] з) (см. |2|, стр. 109 ֊111.

— յ 3 "“2 յ ~3 4 ’4
•։'! = ։i>J1 ս).=ս>։, U)1 = U)J, ч>| = О,

О), = О),, W՜ = <0՛, <Օյ= 0, <՛/ = <0,,
— ։ ։ —г —1 ♦ г
0)։=.(У4, (1^=1), ц>.=ш1, <։>з = (»<,

—I .. -г : —з « --։ s
Ui. = I/. <». — и>,, u>. = <՚1Հ, to = ս>

откуда в силу (18) и (7) следует
—з ։ —։ ■։ — ։ । ? з 1 t
W, == au>., <0. = ТШ.., U). = ՜ <l>_. О), — -----Ct).,1 »’ 2 4 г’ г a 1’ i

„ (19)
из, = — р։2и»։--------—со., со, = —со, Н- jijjU)..

Если обозначим коэффициенты для конгруэнции (Д3 Лг) с чертой, то 
из (19) получим
- В.. _ _ в., _ 1 1
а = —. Г=-?12. !=-— «' = ~, 0' = °- V = v*

7 7 (20)
?;=о, ?;=о.

Гармоническая сеть фокальной поверхности (.4Х) конгруэнции 
(Да Л։) будет иметь уравнение а' (<Հ)5 — Հ (Հ)՝ = 0. Подставляя в 
последнее уравнение значения (19) и (20). получим. -[(«Հ)2—а(«>э2=0, 
которое показывает, что две конгруэнции (А2 Л։) и (Д։ Д3) после­
довательности Лапласа на их общей фокальной поверхности (Лյ) 
имеют общую гармоническую сеть. Эта теорема справедлива для 
любой фокальной поверхности последовательности Лапласа.

ծ՜ равнение квадрики Ли для гармонических линейчатых поверх­
ностей фокальной поверхности (/Լ) конгруэнции (A, получится 
из уравнения (17), если в нем указатели преобразовать по закону 
(շ 4 ? 3,1. все коэффициенты написать с чертой и после этого в ие։о 
внести значения (18) и (20). Окончательно будем иметь

2{ԼՀ.^յ ֊ |, 77^x1 + |Հ֊_ Հ֊} л.гдл _ (?ա ,} Յշշ...

Ч-2^։2/^7)л-‘х։ = 0. (^= և I). (21)

§ 4. Квадрики Ли с общими касательными плоскостями

1. Касательная плоскость линейчатой поверхности >.ւՀ в про­
извольной точке Е = ххА1 + х-Л.,, как известно, определяется уравне­
нием (13). Рассмотрим другую линейчатую поверхность «Հ = )/մ?. Ее 
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касательная плоскость в каждой другой точке /•’ — у’.4։ У2А» будет 
иметь вид — X'v л՛3 —0. Эти две касательные плоскости совпадают 
тогда и только тогда, когда выполняется условие

Это соотношение устанавливает проективное соответствие, между 
двумя рядами точек (Г) и (Ր') с общим носителем /1։ .4... Такое соот­
ветствие будет инволюцией только при условии Х = —>/, которое 
показывает, что линейчатые поверхности и <•>* — ).'«>’ сопряже­

*) Так как н силу (ИГ) 1 i£| ՜; (а, 3&) — | ։(հ։ 3?,)} {'ճ| у (a, | Зл։)— 
— I а (Тг — 3311J ,յ« где 0 зависит только от Հ-

ны. Таким образом, две сопряженные линейчатые поверхности имеют 
оо1 общих касательных плоскостей и точки касания каждой такой 
плоскости гармонически разделяются фокусами луча конгруэнции- 
14 наоборот, если две линейчатые поверхности обладают общей 
касательной плоскостью и если точки касания гармонически раз­
деляются фокусами луча конгруэнции, то эти линейчатые поверх­
ности сопряжены.

2. В силу уравнений (18). ребро Ах А3 описывает первую конг­
руэнцию последовательности Лапласа. Непосредственной подстановкой 
можно убедиться, что луч At Л3 находится на поверхностях (6). и 
нетрудно заметить, что поверхности (II), удовлетворяющие этому 
требованию, определяются уравнениями (16).

Напишем уравнения касательных плоскостей для поверхностей 
(16) и (21) вдоль луча А, Ал

2 I Гх3х2 [2$] ՜ք .Ժ - f ֊ Ка“Ь)л-Л]х4 = (),

<- з о* <֊ 1 ո <23)
2У* х3х.,— 2£յ т Л'% = О, (£= 1).

Эти две плоскости совпадают тогда и только тогда, когда выполняется 
условие

Ւ՜ 7 «1—V« Т5=0. (24)

Уравнение (24) не инвариантно относительно преобразований тетраэдра 
первого порядка. Выражение (а։ 4- 33ճ) — ]/а (հտ-3^) в силу 
условии (18) совпадает с левой частью равенства (21) и является от­
носительным инвариантом преобразований тетраэдра первого порядка*).

Следовательно, равенство

%)֊УЧь֊-331)=0, (£=± 1) (25)

есть инвариантное условие, в силу которого две плоскости (23) сов­
падают.

Аналогичное уравнение мы получим, если потребуем совпадения 
двух касательных плоскостей к гармоническим линейчатым поверхно­
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стям к а’ш; = £'1 Հ<Հ. принадлежащим конгруэнциям (Д։ Лг) и (ЛаЛ4). 
Это уравнение получится из (25) уже известной заменой указателей. 
Оно имеет вид

4֊ 3?,) - У7՜(Հ ֊ 3?'։) = 0. (*•  = ± I). (26)

Уравнения (25) и (26) равносильны (согласно (7)) двум квадратичным 
уравнениям

У | 4- Յձ7, Հ| -I а [Д74֊ЗДа. Հ| = 0,

Տ' | т' (Да' ЗД7'. <Հ | — V а' [Д7' 4-ЗДа', «*]  = 0.

Система дифференциальных уравнений, определяющих нашу кон­
груэнцию, содержит уравнения Пфаффа (3) и (5) и квадратичные 
уравнения (6) и (27). Эта система замкнута относительно операции 
внешнего дифференцирования. Кроме форм (3) и (5). свободно опре­
деляемых на первом и втором интегральных элементах, и форм 
«*,  Հ, линейно независимых на интегральном многообразии, характе­
ристическая система содержи։ только шесть форм

Да, ДЗ. Д71 Да'. ՃՀ. (28)

На первом интегральном элементе они произвольны, на втором инте­
гральном элементе формы (28) определяются из шести билинейных 
уравнений, присоединенных к квадратичным (6) и (27) (система квад­
ратичных уравнений (6) и (27) правильная). Ранг полярной матрицы 
равен тести и не может быть меньше. Следовательно, цепь инте­
гральных элементов регулярна и система находится в инволюции. 
Значит такая конгруэнция существует с произволом Տ։=6 шести 
функций одного аргумента.

3. Как уже известно (§ 2). каждая фокальная поверхность имеет 
четыре гармонические линейчатые поверхности, две из которых при­
надлежат одной конгруэнции, две другие — соседней когруэнции по­
следовательности. Последние пары линейчатых поверхностей соответ­
ствуют друг другу, ибо определяются одним и тем же уравнением. 
Касательные плоскости этих двух пар поверхностей вдоль луча Л։ А~ 
будут определяться уравнениями

2адглл — 26 lza7 = 0.
. (29)

2ах‘Х։ —|'Л՝| а7.г» —(ас։|- 7 - tf7J а ) д=| =0.

Условие совпадения этих двух плоскостей совпадает с уравнением 
(24) или инвариантным уравнением (25). Таким образом будем иметь 
теорему: Если в последовательности Лапласа две соответствующие 
гармонические линейчатые поверхности общей фокальной поверх­
ности имеют общую касательную плоскость вдоль луча одной кон­
груэнции, то они имеют общую касательную плоскость и вдоль 
соответствующего луча соседней конгруэнции последовательности.
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4. Допустим, что уравнение (25) не зависит от тогда получим

а1 4՜ 302---О, ‘(2 Յ^չ --- О. (30)

Уравнения (30) суть необходимые и достаточные условия того, что­
бы поверхность (/4։) была поверхностью второго порядка [2]. Таким 
образом получаем теорему: Квадрики Ли каждой гармонической 
линейчатой поверхности конгруэнции (4Х Д2) и ее соответствую­
щей гармонической линейчатой поверхности конгруэнции (Д, Д3) 
касаются друг друга вдоль луча 4, Д._. (следовательно, согласно 
предыдущей теореме, и луча Д։ Д։) тогда и только тогда, когда 
поверхность (4։) есть поверхность второго порядка.

§ 5. Совпадение квадрик Ли соответствующих гармонических 
линейчатых поверхностей конгруэнций последовательности Лапласа

Как известно, квадрики Ли гармонических линейчатых поверх­
ностей (| 7 и)'=#| а со’) конгруэнций (At Л2) и (Д։ А,) пишутся 
соответственно уравнениями (16) (где нужно внести значения (18) и 
(21)). В этом параграфе мы будем искать конгруэнции, для которых 
эти две квадрики Ли совпадают.

Условия совпадения квадрик (16) и (21) пишутся в виде

֊*հՀ= 4), ?։։-հ%2~ 2^/Y?X2֊aa' + n'=n. (31)

Так как два выражения | а (у2 [\) — $1 7 (я5 ՜հ՚Հւ.) и
4- (Ն 4- 2$(н։2 4- Հ) — аа' 4- 77' являются относительными инвариан­

тами. т. е. они пропорциональны своим дифференциалам но вторич­
ным переменным (в этом можно убедиться непосредственным подсчетом 
с помощью формул (10*)),  и в силу условий (18) совпадают с левыми 
частями уравнений (31), то инвариантные (относительно тетраэдра 
первого порядка) условия совпадения квадрик (16) и (21) будут иметь 
вид

Г » (Тз — 3?ւ) ֊ # V 7 (Պ -Ф ЗМ == 0, (})

?։։ 4- 4- 2£ (?ւշ + н ) — 4- 77*  —

Если у каждой соответствующей пары гармонических линейчатых 
поверхностей конгруэнций (At А.) и 1.4։ 43) квадрики Ли совпадают, 
то уравнения (32) не зависят от # и такая конгруэнция будет харак­
теризоваться инвариантными уравнениями

я։ -f- 302 = 0. 7;. — ՅՅյ = о, 0։2 4- ՛?' = о, ?։յ 4- 32а = аа’ -77'. (33)

Докажем теорему существования такой конгруэнции. Дифферен­
цируя первые два уравнения системы (33). получим

ձպ -г ЗД?2 = 4 (0*  - 0Հ) Հ — (Зя а' 4 77') Հ- (34)

ДЪ ֊ ЗД?Х= ֊ (аа 377') Հ 4֊ 4 (^ 4 ?«') Հ.
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Из этих уравнений определяя Дах и Дуа и подставляя в первое и 
третье уравнения первого столбца системы (8), получимз 4- !△?» <։>*]  ■+■ (Зха'+п') М°‘։։]=0|

[Ар2ш’1 -Ь 3 [Apj^a] + (*«' 4-З77') |ս>յ Ս>’| =0, 

которые непосредственно приведут к двум квадратичным уравнениям 

|ձ^Հ] -f-aa' (ՀՀ]=0« lA3i Հ] 4- п' Լ(Հ<*»’ 1 =0- (35)

Внося в эти уравнения значения Д?х и Д32 из системы (9), получим

Ри — П' = О, £22-1-03'= 0, (36)

откуда, в силу последнего уравнения системы (33), будем иметь 

аа' —yf = (). (37)

Следовательно, изучаемая нами конгруэнция входит в класс кон­
груэнций W.

Здесь мы попутно доказали теорему: Если общая фокальная по­
верхность двух последующих конгруэнций последовательности Лапла­
са есть поверхность второго порядка и одна из этих конгруэнций есть 
конгруэнция IV, то другая конгруэнция тоже IV и, следовательно, 
последовательность Лапласа является последовательностью R |6].

Действительно, из уравнений (36) и (37) вытекает соотношение

Ри 4-3»=0» (38)
которое показывает, что «-онгруэнцвя (/1։ А3) тоже есть конгруэн­
ция IV’ (|2|, стр. 396 398).

Днфференц рун уравнение (37) получим Да- Да'-|-Ду4՜ՃՀ =0- 
Если сюда внести значения (7) и приравнять коэффициенты при и 
(Հ, получим а։~ Ъ = &4-&.

Հ֊Ն = Յւ + Pi-

Новое дифференцирование систем (39) и (341 дает 

ձՀ = 4Д& -|- ДУ — 4 փ 4 (3; fix’) u>.՛, 

д Н = — 4Д/3 А 4- 4 (3, — քէ') u՝J — 4aa'«>J.

Внося эти значения в первое и третье уравнения второго столбца 
системы (8), в о лу (3 ;) будем иметь только одно квадратичное 
уравнение

|ДР,Х]֊(Д ..Հ1=0, (41)

которое равносилию одному конечному уравнению

р;.4֊р;։=о. (42)

Это уравнение показывает, что преобразован -е Лапласа в сторону 
поверхности (/!,) т же есть конгруэнция 1Г, что и понятно, ибо 
последовательность Лапласа есть последовательность R.

(39)

(40)
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Дифференцируя конечные уравнения (36) и третье уравнение 
системы (33), получим

Д րւ։ = (33,оф' -ф- Յֆ՚ՀՀ — Заа'Зг — aa'fc) Հ -f- аа' (3, 4 ft) Հ,
Д?«2 = аа’ (ft 4֊ ft) to’ — (3ft ft 7 4- 3ft a 3 4- Зах’ ft + ха' ft) «>*, (42')

д?и=-֊7'(?1-и;)«: а'(?։֊ьк)<
Внося эти значения в уравнения (10), получим два конечных уравнения 

ft + ft = 0, ft 4-ft = 0. (43)

Из уравнений (33), (39) и (43) непосредственно получим условия 
«: + зр;=о, т;֊зз;=6, (43'>

которые показывают, что поверхность (А.) тоже является поверх­
ностью второго порядка.

Дифференцируя уравнения (43), получим
Aft 4 Др; ֊ - (ра' + 8' 7) Հ. Aft 4֊ Aft = ֊ («ft 4֊ ՀՀ) < (44)

Из этих уравнений определяя Др, и Aft и внося в уравнения (8), в 
силу формул (9) получим конечные уравнения

ft?4-? = 0, {Հ։4՜0է®*?=$- (45)
В силу последнего уравнения из (42) получим

ft, —аа' = 0. (46)

Уравнения (43՜) (45) и (46) показывают, что поверхность (Д2) 
удовлетворяет всем тем требованиям, которым удовлетворяет по­
верхность (Л։). Следовательно, все фокальные поверхности после­
довательности Лапласа тоже будут удовлетворять этим требованиям. 
Дифференцируя уравнения (15). (46) и внеся полученные значения 
Aft,, Д?и*  Д?։։ вместе со значениями (42') в квадратичные уравнения 
получим тождества. Все уравнения (33)- (46) и (3) —(9) замкнуты 
относительно операции внешнего дифференцирования, и система урав­
нений Пфаффа (3). (5), (7) и (9) вполне интегрируема. Ранг системы 
Пфаффа равен II, число независимых конечных уравнений равно че­
тырем (уравнения (33)), следовательно, интегральное многообразие 
зависит от десяти произвольных постоянных.

§ 6. Конфигурация L
Полученную конфигурацию назовем конфигурацией L и выясним 

некоторые ее свойства. Для этой цели отнесем нашу конфигурацию 
к тетраэдру, построенному на осях фокальной сети (Л։) (см. [2], 
стр. 360), г. е. будем выбирать точки /1п и А? тетраэдра так, чтобы 
ребра At Ал и А. Д, были вторыми касательными фокальных сетей, 
точка /1, была вторым фокусом луча Ау А:{ и грань /1։ А3 Д—была 
ее фокальной плоскостью.

Такой тетраэдр характеризуется уравнениями (18).
R силу этих уравнений из (43) получим

ft=0, ft==0. (17)
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Отсюд. следует, что наш тетраэдр является тетраэдром первого по­
рядка и для конгруэнции 4.։ (т. е. построен на осях фокальной 
сети поверхности (А)). Следовательно, конфигурация L является 
частным случаем конфигурации Т (см. [7], стр. 229—236). Третье 
уравнение системы (33) и первое уравнение системы (45) показывают 
|4], что наша конфигурация 7' образована из четырех конгруэн­
ций последовательности Лапласа |1|. Так как последовательность 
Лапласа образована из конгруэнций ԱՀ то линейчатая поверхность 
| հ՜<Հ конгруэнции (4։ /Լ.) и ее соответствующие линейча­
тые поверхности в других конгруэнциях последовательности будут гар­
моническими. Следовательно, эти четыре гармонические линейчатые 
поверхности, согласно условиям (33), имеют общую квадрику Ли.

Уравнение этой квадрики мы получим из (16) (или (17)) с уче­
том формул (18). (33)—(4G). Оно будет иметь вид

յՀ՜յրՆր*  = О, (? = 1 I). (48)

Так как все фокальные поверхности конфигурации L являются 
поверхностями второго порядка, то мы можем написать их уравнения 
относительно тетраэдра (/!, А.. А3 Л4). В работе [8| А. М. Васильев 
получил инвариантное уравнение квадрики Ли для фокальных поверх­
ностей конфигурации. В пашей конфигурации эти квадрики будут 
являться одновременно фокальными поверхностями и их уравнения 
напишутся в виде:

уравнение поверхности (Л։), (х2)8Н- ау (л-1)2—2հ.հ-Լն: = 0,
. - (Л). (X1)3֊Ի «'7 (л*) 2 ֊ 2-;'^х3 = О,

(Л3), (л^2-ь*Т(-г ‘)2֊27'Л3=о, 
, , (Л), (ZT^^(A’3)s֊27-v‘A-։ = 0.

Эти уравнения показывают, что поверхность (4Х) совпадает с поверх­
ностью (4։), а поверхность (4..) —с поверхностью (43).

Прямая Л2 А, пересекается с поверхностью (/1Х) в точках

А3±У—а?Л2. (49)
Эти две точки гармонически разделяют пару точек 4.., 43. Фокусы 
луча /12 А:, определяются двумя точками

Л + ЛЙтЧ։, (»=±1). <50>

которые тоже гармонически разделяют пару точек 4., 4ձ. Фокусы 
луча 4։ 4| напишутся в виде

A. + #) Т'Т՜/!,. (51)
Аналитическая прямая /г_, определяемая точками (50) н (51), 

удовлетворяет уравнению
dl-^= (со*  -f- օՀ) 1ծ.

Таким образом, две прямые /?։ неподвижны, и следовательно, 
две диагонали конфигурации Լ описывают одну линейную конгру­
энтно с директрисами !ք-.
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Касательные к гармонической сети а (<Հ)՜ ~ 7 (’Հ) =0 поверх­
ности (Д։) пересекаются с диагональю .4. в фокусах последнего 
луча. Следовательно, одна серия гармонических касательных по­
верхности (Д։) и (Л,) пересекается с одним неподвижным лучом 

Другая серия—другим лучом 1&.
Прямые Д, Д4 и Л. А} сопряжены относительно обеих поверх­

ностей (/Է) и (Л:).
Ерснлнскии Ары. псд. институт км X. Абопмна. Поступила 5 X 1959

U. Ծ. ԿարապԼտյսւհ

А ԿՈՆՖՒԴՈհՐԱՑՒԱՆ
Ա IT Ф II Ф II h IT

քԼշիւատւսթլունո։մ հետազոտված են կոնգրա ենցիտլի հարմոնիկ գծավոր 
մակևրևու լթների Լիի կվազրիկներր։ Սկզրում UUtUlt/l/uii են մի րանի թեորե­
մաներ, որոնյւ քէնրոիսււյրրռմ ևն համալուծ գծավոր մակև րևու լթների րնաա- 
նիքնհրր կոնզրա ենցիալի մեջէ

ք>րր պահանջում ենյ>, որ Լապլասի հաջս րղականաթ  լան ևրկու հարևան 
կոնզրս։ ենցիաների համալուծ գծավոր մակերևո։ լթների Լիի կվարզի1լսևրր 
համրնկնևն, ապա ստանամ ևնր մի փակ հաջորդականության, որի րոլոր չորս 
կոնգրուևնցիանհրր հավասարազոր ևն։ 4՝լդ կոնֆիգուրացիան , որր նշտնակ- 
վա մ Է L աաոով, օմտված է հևտևլալ հիմնական հա ակութլաններով-

1. և կազմող Լապլասի հաջորդականութ լունր 1\ հաջրւրզականա թլանն է»
2. !'ոլոր ֆոկալ մակևրևու լթներր |1 կարգի ևն և Կամ րնկնում ևն մեկ 

աո մեջ, ալսինքն ի_, կոնֆիզա րացիան կազմված Լ երկս։ Ц կարգի մակե րև- 
վուլթներից և նրա շո շափոզնե րիցւ

3, Նախորդ ևրկու. կվա բզիկների նկատմամբ ի կէէնւիիգա րացիալի երկա. 
անկրսնազծերը րեեчш-համալուծ են իրար։

4. 11.ւղ անկլանա գծ և րր գծում են մի գծալին կոնդրուենցիա, որի երկու 
զիր եկարի սնևրր կարող են հիմր ծառայել խնդիրր հասգնելու մինչև սինթե­
տիկ երկրաչավէութ լանրւ
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