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Распространение давления в неоднородной жидкости
§ I. Случай неоднородной жидкости

Рассматривается задачи распространения давления вглубь полу
плоскости, занятой неоднородной сжимаемой жидкостью.

Пусть в точке О границы полуплоскости возникает некоторое 
давление, которое затем распространяется по границе ударной волной. 
Расположим ось Ох по нёвозм у шейной границе полуплоскости, ось Oz 
Перпендикулярно ей. է время с начала движения. На осн Ох имеем ք ничное условие для давления

Р\х, О. 0= >Р։1Л'։П •Х|</?(Л, (j

Р[{) координата фронта на границе жидкости. Рг{х, է) — распреде
ли- давления за фронтом.

Обозначим а г) изменение с глубиной скорости звука в невозму- 
нной жидкости. Уравнения движения неоднородной жидкости сно
ся к уравнению для давления [3]

(1.2)

дх- dz- a-{z} дР

Идем распределение давления на головной волне АВ (фиг. 1), проя
вляющей огибающую -элементарных возмущений, порожденных 
антом на границе. Уравнение линии АВ найдено в [3| и имеет вид

X Я(*)+л[----- , dz

I ՛՛ Vէ. fol'- --------dz--------  (1.3)

I “ a'u,v Л)-к։
о = >R' (t')~ I.

Дифференциальные уравнения характеристических лучей уравне
ния (1.2) имеют вид (|1|, стр. 267):
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ճ5 = ?«է dPi = ()
ds 2 ' d s 2 ' ds

(1.4)

t л2 „2 1 d - r t f ds
ds 4aJ;z) oz Jaj(s)

u
Начальные условия для уравнения (1.4)

при з = 0; x=x0, t^t0,

9 О
Pi = —j— sin»0, ր3 = -Հ-* cos»0. (1.5)

. «Աօ) a(z0)

где % угол наклона луча в точке (х,„ г0) к оси Oz.

Интегрируя уравнение (1.4) при условиях (1.5), получим урав
нение характеристических лучей

X =------ -  Տ Հ
й(*о)

Ր___ dz
J I 1 s|n';,V

I г Г) ^1.-, 
(1.6)

пчз)| / JL
V a4z} «2(ZOI

Условие в точке Л для 
имеет вил

угла наклона луча ME (фиг. I) к оси Oz (%)

տաս,, =
R'W

(1.7)

В уравнении (1.6) Հ — момент времени, когда фронт проходит 
через точку Е границы, х0^ /? /„), zo = O.
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Если учесть последние соотношения, уравнения (1.6) и ,1.7 не 
спишутся в виде

ք---_---- -
а ՝ *1 / 1___- —'°- а (0 '

|/ d՝\z} а-(о)

I i--------------г—-------- —= , { 1.8

«•■'(-) I ֊ձ______sln2N-
у й"(г) а9 (о)

R'(f„)S—“ 1=0.
а (о)

Очевидно, уравнения (1.8) совпадают с уравнением линии АВ 1.3,1 

если принять է՛ = f .
а {О)

Решение уравнения (1.2) в гонке .И головной волны может быть 
получено по формуле акад. С. I. Соболева, которая для плоского 
случая имеет вид |2|

/>(х.г,/)=—(1.9)
Р{Х, г)

Г ^(*. »о)

'՝ /7( ՜ ч՜ якобиан преобразования (1.8), Ч'*(%) произвольная функ

ция. определяемая из начальных условий на луче ME в точке
D\x,z^

Вычисление якобиана ------------ дает нам.

PM-tfrJ есйе.р-^ш;^ | #аШсёй>1 (1 ю) 
ՒՔ(տ,«„ւ I „(о).) а'Чг) а (о) /?"(/„) / ’

<1 
где

М=| '֊ = slniV^ :>’)•

Подставляя (1.10) в (1.9) и определяя функцию ’!’(% из условия 
точке В при s = О

z- 0. х = л-„= Л(/о). է tu. />(х, о, f) = /\(x0, /0), (1,11)

олу !ям распределение давления вдоль головной волны

. 7<ՊՆլ՜
’iWM.CXbo)!

D (x, z) j cos00
D(s,%) Հ77^)՜’

(1.12)
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где угол 0о находится из (1.7), ta и л*0 получаются из соотношеш

х0 = /? (U = R *֊ ֊
;<г г)| ձ_
° a֊(z) d: ու

(1.13

:(л-֊л'„). (1.171

W.'X

(1-14

il.l5|

(1.16)

которые с учетом (1.7) служат для определения %, л'о. Очеви 
значения հ и z0 совпадают со значениями и г< § 4 работы |3].

Получим формулу 1.12) с помощью общих решений в интегра; 
ной форме работы |3|.Как показано в работе |3|. распределение дий- 
ления вдоль головной волны записывается в виде

Р(х, Z, է) ձ
PAriL) «

/՛ И (О- I dz d:

о о

где

} х_ sinUo
</ (о)

հ

о

Г____
Jl֊^՜ г', 
о

dz________

Очевидно, на головной волне в силу (1-8) имеем тп 0. 1 ֊ /?'(“')л=0,1| 
причем т,։ и 1—/?'('')/• бесконечно малые одного порядка.

Разложим выражение 1— //<'(“') в ряд по степеням Հ*. Нетрудно 
показать, что

где

1
с

о 
дг-

i! <г՝.2

dz
֊'/Г (7о)

a- <z)



Распространение давления п неоднородной жидкости 103

Если отбросить малые высшего порядка, из (I.I61 получим

-11 , 7? (<)| = --------------------------- .
0(Т)2 |1 ->•/?'( x'iP

^/.-՛)՛• 2*С* |1 /Л |:')]г* ■
(1.18)

Теперь получим разложение дли I /7?'(՜')

I

где

(2*֊ 3)1! од 
2*Л1

1-2
О 212:

= |1-/Ք’(-’)խ.ս, И֊Г (I 191

{1.201

Если сделать в (1.1 И замену переменной (1.20) и учесть, что 
|1 -'•/?'(՜')1 .՛ 0, и. следовательно, из (1.19)

'• Э7,|

I с| i֊z./?'r -1
можно найти распределение давления вдоль головной ПОЛНЫ

(1.21

и вычислив интеграл, после несложных преобразовании, легко из 
Հ1.21) получить выражение 1.12|.

В случае однородной жидкости формулы упрощаются. В случае, 
если начальная плотность меняется с глубиной р0(г-. н формуле (1.12) 

добавляется множитель । նւ_է__ |3|.
I ?«(<>) 

§ 2. Случай слоистой жидкости

Рассмотрим распространение давления в слоистой среде. Пусть 
жидкий слой, имеющий начальные скорость звука и плотность а։ и р. 
лежит на жидком полупространстве, начальные параметры которого 
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соответственно а« и Пусть в точке О поверхности жидкости воз
никло давление, которое затем распространяется по пей произвольной 
ударной волной (фиг. 2).

Рассмотрим сначала плоский случай. Выберем ось Or по свобод
ной поверхности жидкости. ()z- -перпендикулярно к ней. Для давле
ния и закона распространения по поверхности воспользуемся обозна
чениями § 1 -.заменив х на г'\.

В силу симметрии рассматриваем область /•>(). Найдем сначала 
область возмущенного движения жидкости. Обозначим высоту слоя 
А. Тогда для моментов времени է <Լ Л фронт волны находится по- 

строением Гюйгенса для однородной среды |3|.
Он состоит из дун։ окружности В/Լ, с уравнением

I 7qTF = a^ (2.1),

и дуги кривой Л։ДС, которая находится из соотношений

к-/?(/0)Г + -2= А>)а. 2.1Ь

Легко видеть, что уравнение ДГД, можно представить в виде.

—֊ =cosO, г - R(Q + ay{t- /rtlcos6.
R (*о)

z = «։ (/ —^)sinO. (2.1),

Уравнения (2. l)3 для фиксированного О суть уравнения луча .if/:՝

|4|. Для / > — начнет преломляться участок 6՝։>й0 волны. Уравне- 
Պ

ние линии GB получится по Гюйгенсу из (?0#0. Легко видеть, что 
уравнение (Hi хается 2.|)։, где нужно положить /? =Н (1\էՀ—հ--

Нами в работе [3| получено уравнение для границы элементар
ного возмущения в случае неоднородной жидкости (см. § 1, линия 
ВО на фиг. I ։
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Уравнение линии ВА дается (1.3). 
сравнения (2.2յ։ и (1.3). получим

Если исключить г л) и г из

ема 12.2 .. имеет решение г' = 0.

юнне 2.2)э определяет координаты точки В (фиг. 1). 
Из (2.2)։ имеем

То же значение производной ( — 'է лает (1.3). Таким обра-
\ dz !в \ dz /л

зом .мы доказали, что линия АВМ (фиг. 1) - гладкая. Если положить 

получим имеет*» (2.2)։ при £>Л 

z< h. 
z^> h.

(2֊3)։

k»FKo показать, что (2.3j совпадает с уравнением линии ВО, Полу
ниным выше иным путем.

Уравнение (1.3) даст нам (если заменить на rj при г>Л



106 Л. Г. Бяглоси

I -а------ <-------  <1- I — ֊
I а\ R'"(h) | «յ ԶՊՍ

Для моментов времени ֊</<---------возмущенная
"* «1 I I_____ ճ_I R'2 (о)

область в нижнем полупространстве ограничена (itf: для 

начинает преломляться волна .4<Д.
Уравнение огибающеп /<И элементарных возмущений, порож

денных следом волны V/ на границе, z h, получится 1՝ виде

|г-гг(/')|-:-(г-Л)= = ^(/ О2. | 

G f'i И(О -г| — а-. Г' — f),
(2.4)1

где абсцисса точки \1 г (/') определяется уравнениями (см. (2.3)2)

I di RT-'tty

f = է, + ----------- .*■ т . (2.4)j

I <4 R'3(g)

Нетрудно теперь показать, что уравнение линии /ЛИ 2.4li..՛ южлест- 
венно уравнении- (2.3)с. Таким образом геометрическая теория волн, 
полученная для непрерывных неоднородностей, распространяется и на 
разрывные (слоистые) случаи

а z < Л, 
2 >Л.

Очевидно, что уравнение линии RM можно записать также в виде

г = г г т- a., (t tr) cosO, 
г — h - ֊ 6 ) տյ՜ոՀ 

где положено rr R^^ Aci^O,

cosO
cosO, a..'

(2.4)ձ

_h_ 
ttjSlnO

Очевидно, i есть момент прихода возму։ц< ния. возникшего ■. момент 
tCl в точке R ՀՀյ. о . на границу z 1г. гг, координаты точки Р 
и рихода.

6֊ - հ
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Переходим к определению давления на отраженной волне С.И 
И преломленной волне /М/. Проведем лучи -преломленный КР и от- 
рзженный СР.

Как показано в |4| и [5j, давление вдоль лучей в прифронтовых 
областях для фронтов прямой, отраженной и преломленной волн, вы-

1КЯ __
Հ-i —- Л°(0)/(Т) Ло('П- А, I

I t Т'-'1 I

г 6 = ֊®114 f'Hsln*

(<)) _Llr-R^!.ll±±L ,
* Ц, 

|r — R (t0 I sinO = 2cost՛: cosO = ՜’ ;

’ |/ ^_Դ(օ)+^-’

Иг—М^Г-НЛ-д?

"1

(г- ri)sin-> = (/» zlcosO.

rr —

2.5

2.6)

Р — _______ (Հ!»)_________________ 9 у

■ ր'Դ^7Ջր՛

է ֊ м-ո - I ,
Д,

|r ri (0)| sinOj = {z — h) cqsOj.

унхипя /(т) характеризует давление за Фронтом, причем имеем 
fl")v7'՜.՛ (для вычисления давления). На самом фронте волны мож
но считать

Г1-1" Հ f (--) —'.(՜) (дельта—функция).
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Выражение r(„. (0) представляет радиус кривизны отраженной и 
преломленной волн я точке /Հր։ ։> .//1 границы в момент падения 
/г '01, которое имеет вид |5| J

гг. (8) = г,- (8 Ջ - I I “Հ£" . J

e/։ Ctg2,)։ |sInO I

Падающая волна задана (2.5). Если учесть, что
■ /֊/օ('0֊“Լ0)='֊/ր(0) I

Պ д։ J

выражение (2.5) запишется j

/Հ = — — ■ , (2.5)
I ,-/,(0)..^

Для определения отраженной и преломленной волн используем 
условия в точке Р границы жидкостей (начальные условия для опре
деления Лх(6) и при i —

а) равенство давлений Ро 1\ — /Հ.
,.՜ 1 , 1 оГ\ I Ժ/Հ.

б) равенство нормальных скоростей 4 — —--------“•
р Oz ՛• dz ft Oz

Легко показать, что при z — h - =-:։ = т2-֊ / — G (0).
.. / ch \ / д'. \ sinOИмеем, кроме того, — ) = — ( —1 t = -------- ;

՝ Oz А \</г }2 1։ (1У

(дЧ\ - &|1>Г<
\<fc ): ՝

Граничные условия запишутся теперь

.+ /е)__Ճ1Ջ_=
< n-.W Հ ո-;(0)

«ւ I
к

ГгМ 
' а,.

’. SinO -Հ 1 ք֊ . ՝ -’֊Ր

. П '՚ ,։ I
_Լ_Տ1ո0լ. Հ>(Կ 
կ . Հ Й՜, (OF

Для давления в точке .VI преломленной волны получим

Ջօ(0 =
շ!-^Ո-°| նև 

-- ր'_ճլ1-----&_.4„|(! 
1 SinO 1 SinO,

Դ ^hL
(0)
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-X,I |/ <֊«"4--֊֊^

где
1 sinO

К- ՜ '■> «■_________ £Ж (2.1D)
1 stnfr 1 sinO Ctg5j

? «։ ?t Պ
В частности. 1ля случая /?'(0» V — const. /\ = consi. 

1 _______
2—-I ;И- 1I = Հ -_____ լ ք_____ ւ •

| /И- 1 — +1 ՚ AF 1
P հ

где

Для случая осесимметричной задачи легко показать |1|. что при
фронтовые выражения для давления определятся через (2.5 . ՛2.6 
я (2.7) для плоской задачи, посредством соотношений

/հ=Ղ|Հ^'”. (2.5>t

(2.6Д

/հ = /հ,| (2.7),

Здесь г —координата меридионального сечения, а остальные обозна
чения те же. что при плоской задаче.

Окончательно в точке /VI преломленной волны

р* _ _______АДО)-А______/ a'q(O) г՛ 1'

■ - /^7-, I ' ■
В частности, для Pt const; /?'(/)= V - const имеем
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—I Mi 1 1] /Иа- 1

• „ /И» - AT?
' M?r -V/ // ֊

I 1 12 12)

Выражение 2.121 для случая однородной жидкости получено Л. Я. Са- 
гомоняиом |6|.

Институт математики и механики Поступила 22 V 1959
АН Армянской ССР

Ik. *Ь. 1*է1է<|է}ււհվ

ՃՆՇՄԱՆ ՏԱՐԱԾՈՒՄԸ ՈՋ ՃԱՄԱՍեՌ ճեՂ_ՈՒԿՒ ԱեՋ

Ա 1Г Փ II Փ II I՝ ւր

Արխա пин [-J րււն մեջ ՚ք խոա րկվււււէ է հարված ttr/ ս՚լիքի թ տփան էք՛ս մ ր fu/hui- 
լական ոչ ,աւ1 ասես կամ շերտավոր հեղակով կյ՛ոատարծա fJյան խորքը:
U տարված է հեղոլքքի խանդտրվտծ շտրմ ման երկրաչափական պատկերը, ընդ 
որա մ դա Iff է տրված , որ շերտավոր հեղուկի խանղարված տիր՚ո յքմ ի ոահմսէնր կա
րելի է ոաանո՚ք անընդհատ անհամտոեոո՛ իմը՚ւնների ըանաձեի տ/նուիքքամր: 
Ill'll и։ հե՛տե եաո աղ տ լիք ա քի'ն ե t/ ան ակո վ հաշված /; ՛ճնշման ը՚ււշխումր 
ււՀհհտմասեո, ալհպեո Լք շ//րաավոր ‘-։եէ/ակ(ւ սւոաՀսա/քւ՚հ տI/>./>/> վրա:

].'>] աշփւաաա !tf ւանտմ 1Լդամւււր[է ե t/անակով пшш <ր[ած Լ ամ րողջ խան- 
ւ/արվտծ տ1՚րաւվմի ինտեդրաք ներկա/աէք՚ոմ անհամասեո հեւ/ակքւ համար:

Ներկա ա շ[էէ ա ՛է՛ ա թ լան մեջ ■>// աա՚ք пич/ш il Լ այդ լա ծման ա и քէմ պաո աքէկ 
վարքը ա՚՚աքնափն աքյէդփ վրա ՚ ե ք/ա ք') Լ տրվում լածււււՈւերինու/նաթլոէնր 
in քիքնե ր/՛ ֆրոնաա մ, որո^էը ււտա՚յվե / են Նաո տ դա/fil մ ան ե ինտեէ/րաք ՛ներ
կա /արմ ա՚ն ե դանակներ"վ•'
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