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ГИДРОМЕХАНИКА

Г. А. Бабаджанян

О плоской задаче открытого потока несжимаемой 
жидкости

Задача плоского установившегося открытого потока несжимаемой 
сндкости сводится к решению системы, состоящей из двух уравнений 
вижения и уравнения неразрывности

Ժէ'.Հ dvx dh :
дх +^--g dx ’
dvv dh •
дх 4- vv —- = —g v ay * dy ’ (1)

~ [hvx) | ~ Jivv) = О’ ах ’ ду
где и ֊ компоненты вектора скорости по осям х, у; h глубина 
потока; g— ускорение силы тяжести. Эти уравнения получены в сле­
дующих предположениях:

а) Гидростатический закон распределения давления по] глубине 
потока.

б) Постоянство вектора скорости по глубине потока,
в; Положительный уклон дна равен уклону сил трения.
Система уравнений (1) содержит три неизвестных vv, ։vy, h и 

образует замкнутую систему без дополнительного условия потенциаль­
ности потока.

Если движение жидкости потенциальное, то из условия отсут­
ствия вихря и постоянства энергии, исходная система (1) приводится к 
одному нелинейному дифференциальному уравнению в частных произ­
водных второго порядка относительно потенциала скорости.

Это уравнение имеет следующий вид

( _2^ . л4?_ + (1_4^ = 0, (2)
\ gh[дх? gh дхду \ gh/dy-

где ? есть потенциал скорости.
Уравнение (2) для бурных потоков (о > \ ' gh) будет гипербо­

лического типа, решение которого в общем виде дается методом ха-
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рактеристик. Если движение жидкости вихревое, го не имеет места 
вышеизложенное обстоятельство, г. е. не существует такой функции 
<?(%'. у), через которую компоненты скорости выражались бы в виде

ժփ ծ'Հ>
vx ֊ г՛ ’ 'Уу — V՜ • дх ду

Следовательно, и решение задачи не может быть приведено к ре­
шению уравнения типа (2).

Цель настоящей работы заключается в том. чтобы построить со­
ответствующую функцию для вихревого движения и составить урав­
нение. которому удовлетворяет эта функция.

При решении этой задачи вместо системы (1) составим другую 
систему уравнений, состоящую из двух последних уравнений системы
(1) и из интеграла Бернулли для вихревого стационарного движения:

dv4 . ժւ\ dh

+ = |3!
qj-

A+,֊=//(■».

Из уравнения неразрывности имеем:

Ли .-= . քլղ, =Х — -Д . (4)
оу • дх ՛

Умножая обе части уравнений ւ՜4ւ соответственно на dy и dx, затем 
•складывая, получим

Ժ'? ()՚նdx -г o v dy — Аг՛., dy — hvv dx = d՝՝j,

откуда
.TJ 1

dy = — dx 4- -— db. (5)z vx hvx •
Перейдем от независимых переменных х и у к переменным «. ф, где 
Ф есть функция тока, а ; = х. Тогда из (5) и из первого урав­
нения системы (3) можно написать

ду Vy ду_ _ 1
0Հ Դ,’ ժփ ՜ Аг»/ 1 ՛

Л. (dvv t dVy ժփ\ , dvv д-li dh ԺՓ
”4 й + # ՛ Vx՜

Заменяя t'.v и гу. no (4) и производя сокращения получим

dVy , dh /ր,Հ
-ЭГ=-^зг' (?)
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Из 17) вытекает, что существует такая функция ք (հ, *!>). для которой 
имеют место соотношения

и 4,1/0. (8)
<?■? Г Ճ 0-,

Имея ввиду выражение (8). уравнения 6) примут следующий вид

где V- = 4- V՝
Третье уравнение системы (3) в новых переменных примет сле­

дующий вид

1/ “տՀ + £’ -/ад. У g rf: 2g (И)

Из (9) и (10) перекрестным дифференцированием исключая у и подстав- 
а dv ov ...ляя значения v, v . v — из (И), получим то искомое уравнение, 

которому удовлетворяет функция /($.$).

/7 W _ _L
V й մփ ]/' 2

՚<>ք\ 'd-j

֊ *"<«)• (ք) |+շ\՚ տЯI"՜|/1®'=

В этом уравнении /֊/(•>) —заданная функция. Определив из уравнения 
(12) функцию /(;, ՚<ւ, из (9, и (10) можно найти у («,՛!»). Функция 
у (с, •}> = const) есть линия тока.

Компоненты скорости щ. -и. и глубину Л можно найти из (8) и II).
.Уравнение 12) имеет очень сложный вид и при решении кон­

кретных задач его применение невозможно. Чтобы выявить особен­
ности некоторых движений, рассмотрим частные случаи, применив 
идею фу и кии /(с.*՝.

1. Рассмотрим случай, когда հ = т. е. глубина сохраняется 
вдоль линии тока. Требуется найти возможное движение жидкости.

Из второго соотношения (8ւ имеем

(13)

где 6(0) неизвестная функция.
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Из (9) и (10) имеем
ду_____ghh'Z 4֊ o' (о)
<й ՜

_ _________ 1_________
՜ kl ՛ v-‘ - '[ghh'i -Н'Т ’ 

где
., dh d(> 

d‘b ՝r/ db 
Интегрируя (14), получим

(14>

(15)

(16)

где Т| (Ф) — произвольная функция.
Дифференцируя (16) по 6 и сравнивая полученное выражение с 

(15). можно написать
________________ 1__________ Г d у*
1 / & I 6' Հ (gAA')։
2 J (gAA')2 Г՜ ghhr )

_ 2Л +_ճ \ ճ. I к =\ ՝ ghh' ) d'j \ ghh' > I ՚ ԺՓ

__________ 1___ _____
... .. / vs 7 O' \2g I (^ллт (;+ ЯЙЛ' )

(17)

В выражении (17) переменная հ входит явным образом, поэтому ясно՝ 
что написанное выражение будет иметь место лишь тогда, когда

ճր<^0 АЛ_=оdi> ’ d։,J ghh'
или

Tt (Ф) = const, b' = const. gAA
Исходя из этого, (17) примет следующий вид

Ճ _ v՝ _ _ - 2 
մ՚ձ [g^h’}՜ gh- A' (18)

Присоединяя к этому уравнению интеграл Бернулли в виде (И), по­
лучим два уравнения с двумя неизвестными t'(:P) и А (о). Из (16) по­
лучим уравнение линии тока

(у 4- const)-’ | (; փ const)- = (191

Уравнение (19) является уравнением семейства концентрических окруж­
ностей.
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В этом случае возможное движение есть вращательное движение 
астиц жидкости по окружности.

Если глубина всюду одинакова, т. е. Л = const, то из (14) и (15)
од учим:

у = — •- --1՜1 н- տ (ձ), (20)
է/■и- — о'--* 7

ду_  1___
Aj/V —И

дифференцируя (20) по б и сравнивая с (21) получим 
_. // О'_______ ds 1_____

մ՚ձ-յ/՜^շ— G'f 7/Շ ~ —

налогично уравнению (17 , можем написать

db j, г,2 _ 6'2 
или

Таким образом, получаются два уравнения. Первое из них 
ds = ’ 1 

(21)

(22)

(23)

8 второе интеграл Бернулли в виде (11).
Линии тока в этом случае являются семейством параллельных 

прямых. Действительно, учитывая (22) выражение (20) примет следу­
ющий вид

у = const •;տ (<|>)՛.
2. Рассмотрим безвихревое движение |//(О) = const).
В этом случае и выразится по закону Бернулли через глубину Л

+ -2gH.
Из втрого уравнения (8յ получим

Эй I ■ I dvy
Օն ՜ gk <Հ gh dh (Հ. (24)

равнение характеристик которого, имеет вид

dz db
±_dVy "• ՚ 
gk dh

Интегрируя (25), получим

Тде/:(А) неизвестная функция.

(25)

(26)
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Для простоты исследования вместо : .՛. ՛֊• введем новые перемен֊ 
ные հ и •>=՛!’, тогда

ду _ ду дх ду I dvydy ду 
ԺՓ дх ԺՓ ժ՚ձ ՜ gh dh дх ժփ ՚

= — £ճ /_Լ. <1. _ 1 4. ք լ
()հ dx dh дх Ա/յ dir g/? dh 1 Հ /

Подставляя в эти уравнения = <(\ из -О). - из (10։ и имея ввиду,

Ժ/что vy -- — Հհ, получим 

Վր 1 dvy _ I______
ժ'1> ~ gh dh J ՜^Հ V2 ՜ гэ__ V2 ~ 

1 d . —z------հ 1 dr՝
gSrfA1 V>' “ gAdA՛ (2/)

dX = ®ճ/ձ ф___ L tfVy f \ ,28)
dh V., \gA d/p gh- dll )■ {ՀՕ'

Интегрируя (27j получим
յլ dvy 
gh dh (29)

где f.,(h) произвольная функция.
Подставляя значение у в (28). поел՛, некоторых преобразований 

получим
/ 1 dv._ 1 (/-:՛, ;՛... 1 լ/լ:՛.. ;՛ I
\ glr dh gh dir • г>Л gh dlr vs gh- dh J '

f\ (*i=o.

Из этого уравнения видно, что для существования выбранного дви­
жения необходимо, ч։об имели место следующие соотношения

Ճ 1г՛! _ _ Ճ֊՛ Срг'у I. Hv ճժւ:> _ О /чт
h dh dir v.x dh- rv h dh ’

Л(Л)- (31)

Уравнение (31 ՝i используется при установлении граничных условий. 
Обозначив угол наклона скорости через 'i (Л) и имея ввиду соотно­
шения:

т'Л vcos;3 = v։ A), T»y = ^sin3 = с»у(Л), 
уравнение (30) можно преобразовать следующим образом
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<£յ^լ __ (P'V 
dh* s dh

= լ^ւ
2 dh֊ ՜

/Ժ-V G . G \2 ^_cos?dhy

dr6\ 1 d V՝
- yc0S? rf/il՜ 71 dll 2 =

cFv ,/մՏ\2 v dv
dh- \dh) fl dh

dv d~v ..1одставляя значение » -тг2- из закона Ьсрпулли. получим а /с (հ н

О-
Դ + v 'll5

Из этого уравнения вытекает

= 0.

или

հ _ ձր _ Հ՜' _ jdj_ / I _g9№\
\dh) hv֊ -и4 A֊-L'2\ u= J

/f??V £1/1 £1 \\մ/յ ) ~ h2v֊\ V2/ (32)

гдес=|’£//—скорость поверхностной волны.
Как показывает уравнение (32), для существования движения необ­

ходимо, чтобы в правой части выражение в скобке было положительным 
т. е. чтобы к3>ճ или -и>| gh. Таким образом, отыскиваемое движе­
ние возможно только при скоростях, соответствующих сверхбуриым 
потокам.

В этом случае задача решается до копна. Действительно, возь­
мем соотношения

ւէչ _d$ d v dsi
dh ՜ d v dh ~ v dv

Подставляя значение из (32), получим 

({l == ֊ И ~ . 
dv cv (33)

Принимая во внимание, что
сճ։ո а = —>■V

где շ есть угол Маха (угол между касательной к характеристике в 
данной точке и вектором скорости) уравнение (33) примет следующий 
вид

մ? dv = 0.r V (34)
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Интеграл уравнения (34) есть՜

Ն а -4- const. (35)

Уравнение. (35) устанавливает связь между 3 и г՛ вдоль характери­
стик. Как известно, если характеристики в плоскости (х, у) суть пря­
мые линии, то задача решается точно.

Уравнение (35) представляет два (соответствующие двум знакам 
правой части) семейства линий, зависящих каждое от одного параме­
тра. Эти кривые расположены между окружностями с радиусами Rb~.

г- / э7՜=Vkf> и Ra = | 3 где v!։p — |/ 2g Հ . Легко доказать, что этн.։н- 

нин на плоскости (их, vy) буду։ эпициклоидами.
Неизвестные функции /։(А) и /2 (А) определяются из граничит 

условий.
Можно найти также уравнение линий тока. Для этого вычислим

Ջ֊ — ('Ucos^j =----— COS? — T’SinS -
dh dh v v ‘ и

]/v--c2
cv

-£֊(
•VSina

Sin3-since
o'

| V2— с2

f — • sin (а ± £).
■ysina '

Таким же образом

Հ ՝ ։՚Տ1ոՅ) = —— cos (а + {}).
dh dh ‘- .ysjna ' - 1 ’

Из (35) можно вычислить sin (а 3) и cos (а է $). Подставляя значе­

ния в выражения (26) и (29) при значениях Ф = const, по­

лучим уравнения линий тока в параметрическом виде
х = ± - -const + Л (Л), I

/mina '

sin (а ± р) . , ..—-const+ /., //).Л-D-slna '

Таким образом, полученные разул ьтаты утверждают правильность вы 
бранного .метода.

Кочин Н. Е., Кабель И. Л., Розе if. В. Теоретическая гндроме.члннкз, т. 2 
1946.

Институт энергетики и гидравлики 
АН Армянской GCP Посту лила 10 III 1959
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*1». Լ. J^uip.uty mGpuG

UbUblUbLb ճեՂ-ՈհԿՒ PU8 ՃՈՍԱՆՔհ ZU.PP հ-ՆԴՐՒ ՄԱՍՒՆ

II. 1Г II «I» II I1 II'

Աչ11,*յ>'"1"ք'ք /ան մեջ III пт ւքնաււիրվա il է m'h и Л q if ե [ ի հեէրււկի ftnitf 'uiniii'li֊ 

J'/' 'ւսւրք՚ք jifjiq/ipp uitfuiut if ակե ph ա f fit ի ասկարււթլամp, и р р '։//»// աս ա piu.tf'hlt pի 
Лег հան q ես կ ւլսւչիս որպես ա՚հհարս։

Հարոնի Լ, որ երր inpinqiu իք րս նն անի պ и ա են!ք իա[ , ապա տեղի անեն

Vj — • ? սլաpl աններ ր; Արւ qhiqpttLif շարժման դիքի երենцիա j հա-

վսսւարա ւ1ներր անխէլե/իա թլան հավ ա и ա րմ ա՛հ հեա միաոին րերվաւք են if եկ 
հս>է,,էՒ ու դծալին էքաււնակքւ ածանւրւսլնելւսւ1 դիֆ ե р են ц իա լ հաւքա- 

ւաւլւմսւն, որր րսւսն հս ւաՀւպւի ւքեպ .ptuif հիպե р ри [ական ւոիպի Լ հ որի րէւձամր 
աքււխւմ I; խտրականրիսաիկնեрի մևթոդւէւ1:

Ա/ն ւլեպվւււււ1, bpp •ւեէյակի շար>1 </ ան ш p ա ւլա խ լան ր \ա'հի upj ահն if իա j , 

Աէքսին^ն շարւ1ամր մրրկալին է , վերր նշված սւււիււ иարա մների սիսաեէք ա՛հ
րհրւիււմ մեկ հաէքււարման ե իւր1։ւլլւի քուծամր իւիււտ iplilարտնէս մ Լ: Հււէ[>֊ 

illiitinii/ ш.ши ււ՚հաււիրւիււ»/ Հ երկրւէրէք qlnippp, կաոէԱ-ւքվա ւ)՝ Լ արւ դեպերի հտ- 
^ա1' ! ■ }' 1 ֆա նկ՚ւիտրհ ■ "[•ով արաահւս լաւիսմ են է՛ ։ , ե ի է П աա tfijtit if կ
\luiL ալն ։iui վա и ա ր ամր, որին րավարարա.մ Լ է X, ) վւսւ՚էւկւյ իան: Լա.ծված
են մի րանի մասնավոր է[կպյւեր:

AU, серне 4ur1.-r.ar, п г, к. V- ՜
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