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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

А. \. Хачатрян

Об устойчивости и колебаниях круглых 
трансверсально-изотропных пластинок

I. Рассмотрим круглую пластинку постоянной толщины Л. изго
товленную из трансверсально-изотропного материала. Принимаем, что 
плоскость изотропии параллельна срединной плоскости пластинки.

Цилиндрическая система координат ।г, 3. у) выбрана гак, что 
координатная плоскость гЗ совпадает со срединной плоскостью пла
стинки.

Принимаются следующие гипотезы |1|:
а) нормальными напряжениями з; на площадках, параллельных 

срединной плоскости, можно пренебречь но сравнению с прочими 
напряжениями;

б) Расстояние по нормали (у между двумя точками пластинки 
после деформации остается неизменным;

в; Для касательных напряжений ՜ր֊ и -,<-j имеем

Ъ=֊(~ ъ,- -1’)'^՛О ”
;ճ: \ -I / 2 Л 4 /

тле հ. •!> -искомые функции координат г, 3.
В работе |2|, при рассмотрении задачи изгиба круглых орто

тропных пластинок, обладающих цилиндрической анизотропией, полу
чена разрешающая система трех дифференциальных уравнений от
носительно трех искомых функций: нормального перемещения Ա’(ր, 3 
и функций ?(г. 3 и 6(г. Р). При принятых обозначениях эта система 
имеет вид

. z֊012 1 г dr г (Հ / ' ‘

I Л*
+ "4'ю (вю + й«) Д ֊ (В„ : Вя) .1ՀՀ 

ОгО* г Qi
= 0, 1.2
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\ ժ #’ ր drdri f

/г 
du— 
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—; т- (#м է "и J----- —Ortfy г d$

էր-4- օՀ։ —
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Ժ4 ժ>
ժր3 dr

1 Ժ4 
г ф

րձ «= 0,

где Z —интенсивность нормально приложенной поверхностной М 
грузки: /Հ*. «и. ауу известные коэффициенты упругости |4|.

В случае, когда пластинка изготовлена из трансверсальиоим 
тропного материала, для коэффициентов упругости имеем

~ ճ'«-քՏ 1 

_ /■ а 1 (1J

2(1 + 4 “• (Г

где /Г, V—модуль упругости и коэффициент Пуассона в плоскости I 
изотропии: G' модуль сдвига, характеризующий искажение углов! 
между направлениями в плоскости изотропии и направлением, нерпеи* I 
ликулярным к ней-

Учитывая (1.3), из системы (1.2) легко можно исключить and 
Тогда для :? получим следующее дифференциальное уравнение

Г)ДАгс = 1 —յէօ=ձ)7. (1.4)

деа — радиус пластинки, 

. Ժ֊ . 1 д 1 ժ= А =------------- ;----------- ----
дг՜ г օր rz &Ճ-

(1.5 
п к 1 F. հհD ■=--------------- . k = --------------------------

12(1—>г. 10(1- >=) (Т а-

При составлении уравнений рассматриваемых здесь задач устой
чивости и колебании круглых 1рансверсально-изотропных пластиной 
будем исходить из уравнения (14).

2. Пусть пластинка сжата в своей плоскости равномерно распре
деленной нагрузкой, нормальной к контуру и ранной Р на единицу՛] 
длины.

Уравнение статической устойчивости получим, если и (1.4) та* 
меним Z выражением |5. 6|

Z = —РД». |2Ш(

где А оператор Лапласа в полярных координатах (1.5). 
Подставляя (2.1) в (1.4). получим

ДД» + ~Д«г—0. (2.2й
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. где
■ ր֊= քԿ'- -

D - РЬа?

Решение уравнения (2.2) имеет вид

75

(2.3)

где « = 1,2,3....: Л и У, —функции Бесселя соответственно первого 
и второго рода, порядка п. Постоянные интегрирования ՇՀ...^ оп
ределяются из граничных условий.

Предположим, что рассматриваемая пластинка защемлена но все- 
м) контуру. При этом граничные условия будут:

Ժէւ'
при г a w = 0. — = 0. (2.5)

дг

Если пластинка сплошная (без 
жить С. - С\ = 0. Тогда из условий

отверстия в центре), пало поло- 
12.5 I получим:

CxJn (с) -г С, «= 0.
(2.6)

С, --Л(С) ֊Л.,(<•)]֊ С, 4=0.
а а \ а

Для определения постоянных С. и С: получили систему однород
ных уравнении. Приравнивая нулю определитель этой системы, для 
определения с получим следующее трансцендентное уравнение

2лЛ(с)-֊с/я-1(Н=0. (2.7)

Это уравнение для каждого п имеет бесчисленное .множество корней, 
[среди которых наименьший получается при л = 1 и равен г = 5,136.
Cie довательно. учитывая 23. найдем значение критической силы

/>• = 26.38 р _ । о 8.
«=(14֊ 26,38 Л)

Принимая здесь А-— о, получим значение критической силы, вы
численное по классической теории пластинок.

Как л следовало ожидать |3|. в отличие от классической теории, 
критическая сила (2.8 зависит также от коэффициента А՛, т. с. от от- 
ношения упругих постоянных EjG' и отношения Л/«.

В таблице 1 приведены значения коэффициента А* и отношения 
критической силы (2.8) к критической силе, вычисленной по клас
сической теории пластинок (/Հ, 26,38/>«=) для различных значе

ний отношения p(i՛ при ֊ =0,1 и < = 0,3.
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(3.21

13.31

cos //3

= 0, .ՀԱ>
— fl

(3.7)

(3.1

(3.

Из таблицы 1 замечаем, что при увеличении коэффициента k у 
личнвается расхождение между знач-.чиями критических сил, вычя

Таблица 1
• Q о | շ.ք. $ ю | 20

0
1.0

и. (Ю29՝0,0055՝ 0.0 По'о. 0220
0.929 :0.873 0.77.5 ’о.бЗЗ

*
/->• Р

ленными по формуле (2.8) н 
классической теории пластин!

3. Уравнение свободных кол 
баний йена груженной пласт 
получим, если в ՛ 1.4) заменим 
выражением

70Л օՀ-г՛
g ot- 

где 70— удельный вес материала пластики, g— ускорение силы 
жести.

Подставляя (3.1) в (1.4), получим

ձձ-а? .1. նձ (1 _ /гй:д) _ 0. 
gD ՕՐ

Принимая
•и» (г, 3, /) — IV’ (г, £) sin ю/

и подставляя в (3.2). получим

ձձԱ7 Խ=ձ)1է?=0.
gO

Уравнение собственных колебаний (3.3) и граничные условия 2. 
будут удовлетворены, если положить

W. 3) = | /п:ряу)Л(
(1

(л =0. 1,2....; / = 1,2,3....), 

где J,t и функции Бесселя первого рода вещественного и чйо 
то мнимого аргументов порядка п.

:\у— корни уравнения, получающиеся из второго условия (2.5)

dr — fl

которое можно написать в виде

iyv՛ А՛։ (:\y) Л j ՛ p-„.) - "дуЛ Л»֊1 (u„y) ֊■ 0.

При этом для частот собственных колебаний <»лу имеем
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Принимая в (3.8) А = 0, получим собственные частоты расс.мат- 
рнваемой пластинки, вычисленные по классической теории пластинок.

Отметим, что корни уравнения (3.7) зависят от коэффициента /с. 
шй. от отношения упругих постоянных £/6Հ коэффициента Пуассона 
« отношения к а. Следовательно, для нахождения корней уравнения 
|(3.7) необходимо иметь значение коэффициента к

Нижеприводим корни уравнения ւ'3.7'ւ, заключенные в интервале 
0<ия/<10 при п=0, 1,2 для двух значений коэффициента к:

яря <- = 0 !xoi = 3.196.
=4.611,

|ւշյ =5.906.

!Դօ ՜ 6.306. 
ս18 = 7,799, 
Աշշ — 9,197,

=֊ 9.^39;

при к=0,0011 Ио։ = 3.224. !Նսշ 6,399. = 9,612;
un =4.662, •• < 7.928,
յւՋ։ = .5,981, ;յշ, = 9.356.

В таблице 2 приведены значения отношения частот «•>„/ (3.8) при 
i=-0,011 к соответствующим частотам Հ!;, вычисленным по классиче
ской теории пластинок (А = 0).

Таблица 2
Л-0.7=1 Ո ~՝0.J 2 Л -Օ./-3| Ո = 1.7=1 ո=1.յ=2| /ր-շ.;=։ j л=2.7-2

է է о*“»// '«/ 0.961 0,855 0,730 0.918 0.795 0.809 0.739

Из этой таблицы замечаем, что. как и следовало ожидать |3|. ча
стоты собственных колебаний (։՚>ո?). вычисленные при к 0,011, заметно 
отличаются от соответствующих величин («Հ,), найденных по класси
ческой теории пластинок (А — 0). Причем это отличие гем больше, 
чем больше п и /. Вычисления показывают, что это отличие также 
увеличивается при увеличении коэффициента к.

4. Пусть нагрузка равномерно распределенная по контуру пла
стинки (см. п. 2), меняется периодически во времени.

Уравнение динамической устойчивости получим, если в 1.4 за
меним 7. выражением

g Of1

Подставляя 4.1) в 1.4 . получим

(D— Рка֊} ДАw + РД«£’ (1 - Ժ-- = 0.
Я ժ/-

(4.1)

(4.2)

Представим ay (г, 3, է) в следующем виде 

•и’ - Tnj(t) (4.3)
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фактически принимая, что форма изгиба зажатой но контуру круглой 
пластинки совладает с формой свободных колебаний непогруженной 
пластинки. При этом удовлетворяются граничные условия задачи (2.5), 
так как остаются в силе формулы (3.5) и (3.8).

Ясно, что (4.3) не будет удовлетворять уравнению 4.2). Урав
нению (4.2l будем удовлетворять приближенно, пользуясь вариацион
ным методом Галеркина.

Подставим (4.3) в (4.2) и полученное выражение умножив на

cos //3 г dr r/ji

проинтегрируем по всей площади пластинки. 
Учитывая, что |9]

(%,) •

где в силу (3.6) последний интеграл обращается в нуль, после некото
рых преобразований для TnJ получим следующее дифференциальное 
ура«пение 

d?Tnj շ 
՜մ/՜ +

Par !և՝
b, >

(4.4)4 = о.
где

"■=К + Հ) + (^ ֊ (й, [ -^֊]‘

(4.5)
I J' (”■ ,) I2 I

b., = (սՀ 4֊ U■■*) М . ֊շճշյլ _ „ч _1_ _ ч'б2 • лррп/ Л(,Хяу) |
Принимая /' = /\jcos0/ и учитывая, что 

представляет собой приближенное (в смысле метода Галеркина) зна
чение критической силы, уравнение (4.4) можно написать в следую
щем виде
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мт
2Հ,/cos tt\T„j = 0. (47)

at՛

>-/ = ^о/2Р;. (4.8)

Уравнение (4.7) представляет собой известное уравнение Матье, 
торое при некоторых соотношениях между его коэффициентами 

мёет нёоргайиченно возрастающие решения. Этим решениям будут 
^ответствовать области динамической неустойчивости рассматривае

мой задачи.
Гранины областей динамической неустойчивости можно опреде

лял» но следующим приближенным формулам |8|:
ծ*________

֊-----(4.9)
2‘"r.7

дли первой ।главной области неустойчивости.

для второй области неустойчивости.

О* I Հ 9>'<
-------= Т I 1------3 1՛ 8 9.'.л/

(4.11)

|для третьей области неустойчивости и т. д.. где О* критические 
Частоты внешней нагрузки, г. е. частоты внешней нагрузки, соответ
ствующие границам областей неустойчивости.

Отметим, что формулы (4.9) (4.11), определяющие границы об
ластей динамической неустойчивости, внешне ничем не отличаются 

Вт аналогичных формул, полученных исходя из классической теории 
пластинок (k = 0\. Но отличие несомненно имеется. Ойо заключается 
в самих величинах &ոյ и Р'.

Институт математики и механики 
АН Армянской ССР Поступила 31 X 1959

Ik- tk. |imi\iust*jiuG

ԿԼՈՐ ՏՐՍԼՆՍ<եՐՍԱԼ֊հՋՈՏՐՈՊ ՍԱԼեՐհ ԿԱՅՈՒՆՈՒԹՅԱՆ 
ԷՎ. ՏԱՏԱՆՈՒԱՆեՐհ ՄԱՍՒՆ

Ա Մ ‘I’ II Փ II I* 1Г

Աշիւատոէ J.Iլան մ/ւշ դիտարկված սալերի համար րնդունված են U. Ս.. 
Համրարձէււմրսնի աոաջւսդրած |/| հետե լալ հիպո ի! ե ւյնե րր՝

ա) սալի մ‘իհ ին հա ր fjul[J լան ր էչոււլահե и ни րթ ակնե րամ ւլործսւլ նորմ ալ 
լարւււ ւ՚եերր կարե/քւ կ արհսւմտրհել մլա.ս րսրոււ1եերի նկատմuni'ր,
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ր) սալի որևէ երկու կետերի միջև նորմա/ ւու/դութլամր եդած 4Л- 
ոտվոբա խլունր դեԼիորմաէյիտ յիդ հետո մնա մ է անփոփոխ,

դ ՜^-յ և Հ; շոշափս դ լարումները րււս< սալի հո։ սաա թքան փո քսվում հ՛հ 
սլար tu րո/ակտն սրենրէէվ ( 1. 1 ):

Կ/որ սրթոարոպ սալերի ծռման համար րերւքած հավասարումների սիս
տեմը ( 1.2) ււաաք/վաւ՚ւ է |֊ ււ։ շիա։ տ ։սն րի հիման վրա:

Տ րան ռվե լա ալ-իղո արս էդ նյութիդ պաոէրառաված սալերի դեպքում (1.2) 
սիստեմից ճկվածքի համար աոարված Հ ( 1.4) հավասարումը: (1.4) հավա
սարման մևջ փոխարինե/էէվ /է (2.1), (3.1) ե (4.1) արւոահալտու ք՚1 (ու ն-
նեըով, и tn տրված հ'1: հտit աո/սյututиքսսՀետբսւլ։ սաասվէկ կա/սւնտ քմը։։ն, սեփա
կան տսւտանտ մհե /• ի և դինամ իկ կալուն m[4 րոն իէնդիրներր:

Լուծված են հեաևլալ խնդիրները՝ ա) ււաուաիկ կա լունէէւ ի) լան խնդիրնե
րը (‘~“Լ,4 կետ), երբ սալը սեդմլքած / ամըոդջ եդըով հավա սար աշ ։։։փ բաշ- 
խըված /- ինսէենէփվաթլամը ումով. ր ) դ ին ամ իկ կա լտնտ (J լան խնդիրը (4-րդ 
կետ), երր վհ րոփշլա / ամ ր մամսրնակի ընթացքում փոփոխվում Հ սըսրբե- 
րաբար (կոսինուսի սրենքով). դ) չրեսնավորվաձ սալի սեփական տատանում
ների ի>նդիրր կետ): II,րւ բոլոր դեպրերի համար ընդանվաւ} Լ, ո/։ դի-
чип րկվււդ ււաք՚ն տմ րակցվ :ոծ Լ ամ րս դ ջ եդրով:

Ստարված րսէ՚հաձե ե/ւ/ւ ե նրանր հիման 'll"1' կատարված f.hfu։/fl'll հաշ- 
վ tn iliili ր /։ ցուլդ Լ տաքիս , ո /ւ տ/սուեդ րերվտծ մ եծ ա /() րսննե րր 1 կ ր ի ովէկական 
ւււ<1ր, սեփական տատանումների հաճաիէա!րոնէՈ.թ լանր և տլլէւ), կախված ի 
{ 1 ..5) դործակրիր, դդալիորեն տարբերվում են կ/աււիկ ւոեոութ քամ ր ասացված 
համասլաւոտսխան մեծա (մ/ա ններիր:
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