
ՀԱՅԿԱհԱՆ Ulllb ԴԻՏՈԽՌՅՈԽՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ
■ Е С Т И Я АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР

1խ(ի1|Ո-մա|ւԼմատ. <]jimiupjniGГ.Ьг XIII, № I, i960 ФиЗИКО-МЗГеМ.ЗТНЧеСКИе H3VKH

ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

Н. О. Гулнаняв

О кручении призматических стержней прямоугольного 
сечения с двумя симметричными прямоугольными 

полостями

Решена задача о кручении призматического стержня прямоуголь­
ной։ поперечного сечения, имеющего два симметрично расположен­
ных выреза. При решении использован метод сведения задач круче­
ния к вполне регулярным бесконечным системам |1|. Удовлетворение 
граничных условий приводит к совокупности четырех бесконечных 
систем линейных уравнений. Доказана вполне регулярность этих си­
стем. Получены формулы для определения жесткости и напряжений. 
В качестве численного примера вычислены напряжения и жесткость 
призматического стержня прямоугольного сечения с соотношением 

|сторон 1:2, имеющего два симметричных квадратных выреза. Жест­
кость такого стержня сопоставлена с жесткостью стержня, поперечное 
сечение которого имеет одни вырез и площадь, равную половине пло­
щади сечения данного стержня.

Крученйтр призматических стержней прямоугольного поперечно­
го сечения с одним прямоугольным вырезом посвящены работы |2| 
>՛ |3|.

§ 1. Постановка задачи

Рассмотрим задачу кручения призматического стержня прямоу­
гольного поперечного сечения CQI IV (фиг. I) с двумя симметрично 
распложенными полостями PRST и (7A/.W/7. Оси л՜ и у направим по 
осям симметрии.

Функция напряжений U (х. у) при кручении удовлетворяет вну­
три области поперечного сечения уравнению Пуассона

V։U(x. у) = — 2. ’1.1)

а на контурах сечения принимает постоянные значения, причем одно 
из этих постоянных может быть принято равным нулю.

В данной задаче принято, что функция напряжении Щх, у) 
равна нулю на внешнем контуре сечения. В силу симметрии области 
поперечного сечения на обоих внутренних контурах функция напри-
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жений прнннмае։ одно и то же постоянное значение 6'0. а решение 
ищется только в области '0AKGHLBC6-. Чтобы распространить реше­
ние на всю область сечения, потребуем, чтобы на осях симметрии нор­
мальные производные функции напряжений обращались в нуль, т. е.

Пусть

(1.2)

/’։(х. у) в области AKDOA,
6\(д’. у) в области 'ОНС0, 

Ճ ’, (х, у в области LBCEL.

(1.3)

Функции 1:,՝х. у) (7 - 1,2,3), в силу вышесказанного, должны удов­
летворять еле чующим граничным условиям:

^4 =0. ?£’| =0. и, 1Ь,у) = 0.
dX v-o fjy у» (I

при 0< х С b —ժ2,
iZA(x. մյ при b—1/2 x b,

(1.4)

^(/z,v) = O, U(x, л)=О,

Ц (b - d2t у) при 0 < у Հ մ։.

Սօ при < v <7 մ — Հ„
E\ib—d..,y) при « — Հ, у а.

ил(х,а)^0, у) = 0,

U^x,a-dil=\L:<> «РИ ^.b-d2,
\U2(x,a—d3) при/; d2<^x b.

V՜ =°‘ 
dy ,v..q

L'.. b - d... y) -

dx
(I

r-0
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Введем вспомогательные функции |1| Ф։(х. у) /= 1,2, 3,1), 
т. с. функции напряжений (Л (х, у) (/'= 1,2. 3) будем искать н виде:

^х(л-, у = 6, (х. у) - [
|Ф։ (х, У

в области ДЛ'О'А'Л, 
FGDOF,

^(д-, у) = ^(д-. у)
GHEDG, 

FGDOF. {1 5) 

HIGEHФ .1 (-Ն у I

Вспомогательные функции Ф1(х, у) (Z — 1
нению Лапласа, г. с.

LH1HL, 
HICEH.

2.3,4) удовлетворяют урав

?֊֊Ф/1>։ у) = 0 (/=1.2,3,41. (1.6)

следовательно, функции •>, (х, у) должны удовлетворять, согласно 1.1 . 
уравнению Пуассона

у) - — ֊■ (I 7)

Из (1.4; получим граничные условия для функций ձ։ (х, у) 
(/ =1,2. 3) и Ф; (х, у) I / = 1, 2, 3, 4.1:

ք2ճ .0, — О, + Ф։(*,у)=0,
()х г«и ду v֊o

•Հ х, Հ) = է '0, ձ2 (ծ — մ2, у) = 1.հ. ձ2 (b, у) ■= 0.

ԺՓ->| Л . ;
— 4------ =1 =0, 'Mx. a}
°У у—о fty |y о

Ф.։ (х, а) = 0,

(1.8.

-•-:»֊ = 0, О3 (X. «7 — ժ3) = ԼԼ, ծյ (X, а) = О,
дх

?յ(ծ> V) 4-Փ3(Հ у) = О,
ԺՓյ
;>у

= 0. 
у-0

Ф2 Ь. у =0.

Ф»(ե, у) = О, Ф3 (X, а! = 0.

Для непрерывности решения надо потребовать, чтобы на лини: х 
контакта удоялегворялись условия:

Փէ \b — d2, у 1 = 0. ԺՓւ
ох

= 0, Ф։(х, Հ л*, d. - Լհ 
x-b-d*

Ф... X, մ։) — 0. =0, 
by y-iit

<[>., (b — d..f у) = у J (b - d.., у) — L 0.

(1.9)
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Ф։ (X, а — df) = 0,
ԺՓ, 
՜ք/у = 0, 

у-«- -dt
Ф.։ (ծ — Ժ.,, у) = (ծ — Հ, у) —

фз (ծ — <հ, у) = 0. —-2 =0. Фа (х, а — Հ) •!».. \х,а — d31 — 6'л.
dx x-’b-d.

Граничные условия для функций Ф,(х,у) и (х, у) неоднород­
ны. Согласно Гринберг)՛ |4], решение ищем в такой же форме, как 
и при однородных граничных условиях

h (•*. V) -У нк I х) cos '—՜ 4. (Л-, V) -У и,, v sin ֊ ( —-t).
՜, 2d‘ Г, d~-

oo oo
‘?з (*, у) = У vk (х) sin А ■- (а у), Փյ (х. у | = У (х) cos “ — —

<1л 2d,4-1 3 fe-t _ 1

СО
Ф2(х. у)=У K*(y)$in- - ծ-х), Ф3(х, V) = У^4 x)sln— (а - у), 

. . «2 d.

ЭС.
ф4 (-<• у) = У Кл(У) Sin (Ь — х),

(1.10)
где

/Հ (х) = -М Ф, (х, у) cos { ֊ ll^' dy, 
d, J 2Հ

о

L\ (у — ֊՜ i փշ (х, у) sin — ---- — dx.
J 
b-d3

a
Oi* b —

^.■(.V)^ ՜ ։?з(х, у) sin — (а- у)^у,
Պ J Հ

a -d։

՚V . (X) ՜ I Փ։ IX. у icos -k 1 dV.
Հ .) ՁՀ

и
l>
(‘ kr

П■(>') = 7 1 Фа(л, y)sin— b — x)dx, 
d., J d..

” b-di 
и

2 Г А՛ гLk X =֊“ ф3(х,у)$։п ' (ч — y)(Zy,
J Հ։t-d,

(1.КП
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։>
Դ I՛ /' г

Л* (у) = у- Ф| (*, У ՛ sin — (b — Л-) dx.
rf2 J 4։

ծ -dj

Умножая каждое из уравнений (1.7) и (1.6) соответственно: урав- 
, , . 2 (24*—1)kv

иенне для ?։(л, у) на — cos- — ' и интегрируя его от нуля до
Հ 2d}

d}. уравнение для •*.(-?, у) на — sin֊—(ծ- л н интегрируя от b d., 
d.. d..

до b и i д. аналогично (1.10*), получим линейные дифференциальные 
уравнения для определения функции //.՛ i.vi, Г., (у;...., Л\ у :

Ահ (2>k I )

a.. R"

|l-(- I)*|. 
d j k~

00յէ (x) ֊ a 1)‘ V Գ (rf]) sin Tj/. b _ x,
“1 ‘ P-I

h2/֊4'0(֊ I)*-1.

x>
I';.(y)-r,n»w = vfy.H^b-d.^cos^y (-1)‘*‘, 

Uo Цл/?-! 

(1.11) 
ее

’» — րՀ- է-к (х) = -'к ( 1 )*V Up \a-dj) sin (b x J 4- 
d\’ p-l

֊ւ֊֊Գ(֊ւ)^1. 
di

Դ (֊ 1)*У 14^֊^)sinCp(<7֊y) +

■

+^г-о(_|Ли, 
^‘2

где обозначено

(2fc-l)s t kr. /{֊ ,
d.՜^' dA~^ (1.12)
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§ 2. Решение уравнений задачи. Исследование 
бесконечных систем

Из условий (1.8) и (1.9) получим граничные условия, коюрым 
должны удовлетворять функции /Л:(л). ЙДу),..., А*-, (у;:

/^i-vj|,r.o=O. Еа(а-)|г..о = О. Ա’;։7»-ժ2. =0.

U7, i/> Հյ = 0, /<Л(а մյ| 0, А’.д« ժ3) - 0, (2.1)

դւՀ.ւ=0. Հ(Հ)=0, ձ<ր(ծ֊ժ8) = Հ(ծ-մ3)«0,

Hb(b}֊\ Մ'է(ծ) = Օ. Vk(b) + Lk[b)=0.

L'k(a) - A’, .r;;. = 0, Ц (0,1 4֊ Հ (0) =0. 2.2)

Решая дифференциальные уравнения (1.11) и удовлетворяя условиям 
(2.1). получим значения функций /Հ(.է), ԼԼ у).... и Л\. у>. В выра­
жения функций /7.. (.V). 1^1*1 и А\(.у) войдут постоянные интегри­
рования /Լ, £Л, Ск и D*. для определения которых подставим по­
лученные выражения функций Нк(х), Uk(y) в (2.2). В ре­

зультате полу'him совокупность четырех бесконечных систем линей­
ных алгебраических уравнений. Удобно вместо постоянной С. ввести 
новую постоянную Л:

sch т|д. а | — 1Հ տհ а 4 Fk\. (2.3)

С де л а е м и од с та н овк у

(2k- 1)1-1)* . .. ,,
1----------у ^Հէհ5է(*֊Հ)=^.

а Л (— I */:'tch Հ. (b — dz = ЛД,

А’ ( - 1 )* {Ւ\ ch t\. Ժ,sch т,ь a — D* sh r<t a — dj ■ sell a J = G*. i 2.4)

k 1 4-Jb;.ch tik{a - Հ)-sell 7l/; ri /Հ.տհ т1к dy sch т,д. «| = Hk.

Здесь а — некоторый постоянный множитель, величина которого будет 
■определена в дальнейшем.

Для определения II,-, Лг,՛֊. СА и /7,<- получим совокупность беско­
нечных систем линейных уравнений

ОО
■««-У Հ!,օ. ■ Հ

(2.5) 
со

Af* = !<«/> + *».

₽-1
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ЭС зс
V,,;; jw,. Հ", 

Р-1 р-1

ос -се
//*=£<$v,+ ճ4; »- 

р-1 р-1
ГЛе 

2а d
=------ ՜֊- - Sil ;*</•• sch ևծ-cll և (b ֊ ժյ

(-/»’ | ւմ-ևք

I I л 3
b), — —° ծհ և Ժ. • SCh ;< b■ Ch ;* b — մ3)

'^d 1
— ք տհ:*ժ. SCh:*!»«Ch ;>(д ‘Л 4-

4 2
—. clic></2 sell :»d-ch — d.3 , 
«•’i

<, = -----------տհ^Հ-sch v ch Vя •
a pz)’ -j- ад-

՜- ւ՜ • —с М'.''* ■> 1ch T«t •sch\а sh յ՝ ֊ 6
a -• 24—I - — (2ժ։ձէ )-

b" = -”^w- sh T- dj ■ sch r,. a ■ ch r (a — d3) — — sh r d3 ■ sch т a
'd3T,k zrlM

ch \k (a — ժ։) — —1 ch тч dx ■ sch հ. ն • sh r,k d3

4 44֊ —7 sh r(. Հ schr4 a տհ^ժ, —-ch r,t^ sch >1ка ch r, (<? - d3 —
«At

4 ։ — 1 l‘------- r-т— ch rilt (a — Հ) • sch r4<«. 
"նէ

Если положить

/7л = /чк. = т. A/<=Zik л.

I Си, X.tp-Clt, Л. Ctk-Л. О’ .-. = 0, Си . քր է “ ‘ . ,J ’Հ'

Cu-շ. |р = и՝кг/, Си ? <Р 1 ” Си ; и,- - = Сн .-.։л_ч = о.

(2.7)
Си-). Дл-; = ^Гр. Си |.м^> a't:r. ;и ^Ь'".

Си .1, <Рв Си 1.4р.յ = 0, 7Ч = др. Си. 4,,֊.’

Си. ։л-։ Лд,;. Си ւր | = Си. —О,
5 Н>лгс»ии АН, teni<« 4чгк-м«». »и\ж ,Դ
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то совокупность систем (2.5 можно представить в виде одной систе­
мы:

со
Z, = У C.„Z,, ֊ т> (■/ = 1.2....Լ 

р-1
Можно показать, что для всех v при ժ3>2մ1։ если придать

— Zta d,-d,)
Լ £J

1 e

(2.8)

а значение

а при d3 < 2rfj, выбирая a

будем иметь

ՀՕ

т. с. в обоих случаях V jCv/>|< 1 — О для любого > и 0>()՛ Следо

р-1
вательно, система 2.8. вполне регулярна.

Система (2.8) остается вполне регулярной и тогда, когда выре 
зы вырождаются как в продольные, так и в поперечные трещины.

Свободные члены системы (2.8) ограничены и, следовательно
система имеет ограниченные решения.

Решив систему, согласно 12.7 получим значения постоянных /7,
Л’А.. <4, .ИЛ, а следовательно, в силу (2.4) и значения постоянных ин­
тегрирования Д*. Ек, 1){. и Ек. Этим будут определены функции Яд (х)
Vb |у) и 7>(у). Подставляя в(1.10) значения функций /7-. (х), 74(у)....

(V), на основании (1-6) получим значения функций напряжений
7Հ.(х, у՛ (/' 1,2,3) во всей области поперечного сечения
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<4'(.М) ^ib — x) \b — x ((Լ />4-х)Ч- - V А—1Լ..շս_3 х 
d„ а ““ 2£ — 1

Л-1

V» ( — 11*
Xsh-H/? x).csch;A. (/..•cosiA.y ֊լ-֊ -Zit iCh^vX

К
Ւ. I

ОО
X sch Հ sin \ (I) — x) -2 fV , ՜՜,՜; Sh *’* (/; ՜ x) x (291

“ A-)'2*՜1'

X csch Կ; f/2-cos:fty:
b — d2 < л- C b,
0 < у < Հ;

§ 3- Определение постоянной UQ и 
жесткости при кручении

Функции напряжении Ut(x. у) выражены через постоянную Ц, 
значение функции напряжений на внутреннем контуре, которая опре­
деляется из теоремы о циркуляции касательного напряжения |6|. 
Согласно этой теореме

Гт ,/ С v dx v / \\ձՍ ւ ՞ ла /а . к
\7\ds = | Л-— >_• ds = —dx--------dy Сг. = 2<1, (3.1)
.՛ J ds ds J dy dx
Գ Գ c„

где Co— внутренний контур поперечного сечения, 2—область, огра­
ниченная этим контуром Со, (J модуль сдвига, т угол закручива­
ния на единицу длины стержня. 7‘. — проекция касательного напря­
жения в какой-либо гонке контура на направление касательной к 
этому контуру в той же точке контура.

Подставляя в (3.1) значения функций напряжении из (2.6) и ин­
тегрируя, после некоторых преобразований получим следующую фор­
мулу для определения постоянной (Հ:

Գք ; ֊(*—Հ֊Հ,)- 1 (b-d..)\ — {2a — d3)(b — d2)
I d., d3 I

9 00 7 W֊ d. (a - d, ֊ Հ) ֊ V .£« _՛ th թ _ d ) V L |Z4S +
X 2k — 1 Л/.• I Л-1

Հ»
+ Z,„.l|th-T'։ .1i Հ-Հ,. - 1 У Z—էհ՜,»(ծ-Л). (3.2)

2 a kл—։

Ряды, входящие в выражение 3.2), имею։ порядок сходимости А_,
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поскольку неизвестные имеют порядок • С помощью некоторых 
/г

преобразований возможно получить формулу для вычисления 4Հ. вы- 
it

раженнмю через ряды, порядок сходимости которых не менее — •
Л3

Действительно, если составить сумму выражений
X֊

~ У ֊— ’”՜ ' ch ik b • csch:!■ </„ sch հե (b — сЛ)
a 2k — Ifc-l

co

— V ֊-— ch և b • sch b
a —* k

k-\
- (L) csch *.< d .

л-V Հհ S1,^(a — Ժ,)-csch g* Հւ csch \ (a — d} d3)

— csch тч. (a — Հ Հ) <O-sch rJfc</։ X

՝Հ csch T (a ֊ Հ — Հ0 — - ’ csch հ (ճ — Հ — Հ) J. 
k

то после приведения подобных членов получим выражение, совпада­
ющее с правой частью (3.2), которое выражено через ряды порядка

не менее — • Заменяя правую часть (3.21 полученных։ выражением, 
/г3

окончательно, для вычисления ձ’օ, получим следующую формулу

OU , Ж
,___«з , 4»t у /н*-з 4д2 у 1

-d<,*~“ k- -d.a^ (2k—1՞՜ k3- Л-1 “ fe-1 f J,3

Xcth--^------ 1 th^rf3 -—У 1 thr —
2 ;? —1 k3 к հ* A;3 *

/г-l k-l

\՝ Ճ cth 
г» — Л» 2 

։. з
——У — ւհ^մ
2 k3k-\

Դ On

Жесткость при кручении стержней многосвязного профиля он 
ределяется по формуле

(3.3)
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(3.4

глей, — площадь, ограниченная внешним контуром. Йд— площадь, 
ограниченная внутренним контуром Се, (i модуль сдвига, ֊ об­
ласть поперечного сечения стержня. Ц —значение функции напря­
жений на внешнем контуре. — значение функции напряжений на 
внутреннем контуре. В применении к данному сечению формула (3.4) 
согласно (1.5) принимает вид

di b-di </, л
С=8бЩ о։ (л, y)dxdy^ Ц |*։(х, у) ЬФ։(л*.у I dxdy 

О О О L
л— di b л ծ-4.

4֊ ( б2(х. у) dxdy-- || ^(x.y)dxdy

b-tl- u -rf։O
и I՛

+ \ I'M*, У)-Ф,։(Л'. У)Илт/у* W0!20G.

։l~d,b— il-։

(3.5 i

Подставляя о (3.5 значения функций напряжений, после неко­
торых преобразований окончательно получаем следующую формулу 
для вычисления жесткости

C = iQ ֊֊ ■ •- —) + ’.֊ ( 4</,А -

— 4rf?rf։ | if’a ֊; d3d': + bdl — Л<Й )

.> -х>
8(/j V» 7^k-3 , . f. d., \ . ;հ- d., . H .՝ ---------- she* Z> ֊• )scli-------—sen - d,) —

Դ ‘X-
՜Հշ Ճ Z;" Jsh-4'-(rt- Հ-Jj-sch^^-sch— (a Հ-d^- 

ԼՅ

֊֊—-V-sh '■ (a t/։)-sch '*-՝ sch-;:(a — г/1 - d3) 
r֊ — Id ° 9 2

Л-1.3

X
2rf5.՛ I v i. do \ I ՝*■ d-՝ . - />--------՝-------- sh -Լ- /; ՜ )sch-------  sch (b — d..) 4
ax- kA \ 2 / 2

+ 12Mv_J!_(hM.L
- " {2k ֊ и շ I (3.6)
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§ 4. Числовой пример

Вычислим жесткость стержня, поперечное сечение которого име­
ет следующие размеры:

հ ?а= 2Ь, Ճ-(Հ4-Ժ3)^2թ- Հ), Հ = 2Հ. '- = ֊-•
ճշ 2

Решая систему (2.8), после применения лимктаит [5J получим 
следующие оценки для неизвестных:

0,02455а2 Zj 0,02564ճր-,
0,02939а2 Z2 < 0.03057а-'.
0,00066а2 Z՜ 0,00184а2.

0,01220а2 Z4 0,01365а2,
0,00483а2 Z, 0.00662а2,
0,01044а- < Z. <0,01198а2,
0,00027а2 Z. 0.00187а2.
0.00574а2 < Zs Հ 0,00778а2, 
0,00262а2 Z9 6.00491а2.
0.00676а2 Z1() < 0.00864а2.
0,00029а'-' Zn 0,00226а2.
0,00386а2 Z12 0,00633а2,
О,б0031а2 с Z4, 1з> 0,00800а2.

а для L/q

0,18573а2 (Հ -< 0.18727а2.
Жесткость при кручении такого стержня

0,44288 ба4 С с 0,44840 6а4.
За расчетное значение С принимаем среднее арифметическое 

между нижней и верхней границами жесткости
С = 0.44564 Ga4, 

что дает ошибку 0,6 °',,.
Жесткость данного стержня Со сопоставлена с жесткостью С* 

стержня, поперечное сечение, которого имеет только один вырез (фиг 2).

и размеры a = 2b, а с!г -j- Հ,) = 2 b— d., , = 2dit . r. e.
d., 2

площадь, равную половине площади сечения рассматримаемого стержня. 
Значение жесткости С' — 10,9259 (id\ взято из работы [3:.

Сопоставление показывает, что если стержень с двумя отверсти­
ями (фиг. 1) разрезать по оси симметрии ОА на два одинаковых стерж­
ня с одним отверстием (фиг. 2), то жёсткостьG* полученного стержня 
(площадь поперечного сечения которого равна половине площади се­
чения основного стержня) будет в 3,3 раза меньше, чем жесткость 

стержня с двумя полостями.
По приближенной формуле теории тонкостенных стержней зам­

кнутого профиля |7|, которая в применении к данному сечению 
(фиг. 1) принимает вид
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(здесь Fx — площадь, заключенная внутри срединной линии, отмечен­
ной пунктиром из фиг. 1), для жесткости получаем значение

С = 0,34879 Ga\
Эго показывает, что приближенная формула по крайней мере при 

2— — не применима к полым прямоугольным стержням, т. к. при- 
b 3

блаженное значение жесткости отличается от точного не менее, чем 
на 21.7 %.

Для иллюстрации напряженного состояния построена эпюра на­
пряжений (фиг. 3).
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եՐԿՈՒ ՍհՄԵՏՐԽԿ ՈՒՂՂԱՆԿՅՈՒՆ ԱՆՑՔԵՐՈՎ ՈՒՂՂԱՆԿՅՈՒՆ 
ԿՏՈՂԱԾՔ ՈՒՆԵՑՈՂ ՊՐԵՋՄԱՏԵԿ ՋՈՂհ ՈԼՈՐՄԱՆ ՄԱՍՒՆ

Ա 1Г Փ II Փ II Ь 1Г

Լարումների ֆունկցիայի որոնման համար ալտաղրյ րծված /, լուծա մր 
ry<b/z^/»V< հավասարաթևերի անվերջ սիստեմների բերման եւրսնակբ ’[ I [ ։

'11'1էնա րկվող խնդրի լուծամր րերվամ է ղծալին հավասարումների չորո 
անվերջ սիստեէքների համախմբի բսՀմանր։ Ա.պացո> ցված է այղ անվերջ и/»/» 
տեւՐհերի համախմբի լիովին ոեղա /լարա իքլանրւ Ձողի կո 'mm իքլան h րււրամ֊ 
ների որոշման համար ստացված են բանաձևեր! Որպես թվա լին օրինակ հա~ 
,'ր՚/վաձ են երկու ոիմետրիկ բաոակա օի անցքերով կողմերի 1 2 հարարերա- 
թ լամր էողղանկլոէն կարված լավ ձողի կո ՝աա թ րոնր և լաբու մնե ր րէ Ստացված 
‘"l"!(•••նբներբ համեմատված են մի անցբով տ ղղանկրսն հաուվացբ անեցող 
ձողի ոլորման կոշտոէթլան հեա:
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