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МАТЕМАТИКА

Р. М. Мартиросян

О спектре оператора

— Ан 4-р/.и 4- К ।Q. Р) и (Р)dP на плоскости

Вопрос о строении спектра сингулярного оператора — и" 4-ри с 
комплексным потенциалом р х) был впервые изучен М. Л. Наймар- 
ком |1|, который для получения соответствующих результатов поль
зовался найденной н.м асимптотикой решений уравнения и" 4 ри -■ 
= на полуоси. Совершенно иной подход к решению этой задачи 
бил указан в заметке |2) И. М. Гельфанда. Дальнейшее развитие 
этот метод получил в диссертации автора, посвященной спектру не
самосопряженного оператора Шредингера и выполненной под руко
водством И. М. Гельфанда в 1954 году. Аналогичный метод исполь
зован в настоящей работе для изучения спектра операторов вида

Ти = - Ап - - pLu 4- A'(Q, Р)«(Р) dP,
t.

рассматриваемых на всей эвклидовой плоскости Е. Здесь Լ—ограни
ченный оператор в L:(E), a p(Q) и A"(Q, Р) подчинены определен
ным условиям. Однако, из-за наличия интегрального оператора и опе
ратора Ճ, пришлось по существу дать новые доказательства, изложе
ние которых будет приведено ниже. Заметим, что результаты теорем 
1, 3 и 4 в том частном случае, когда A'(Q, Р) — 0. а оператор L 
сводится к единичному, были получены в диссертации автора (фор
мулировка их без хоказательства приведена в обзорной статье М. А. 
Наймзрка |3]) в в развернутой форме публикуются впервые. Отмс
тим, наконец, что вопрос об изучении спектра операторов рассматри
ваемого вида возник в связи с задачей, впервые предложенной М. М. 
Джрбашяном, о разложении по собственным функциям оператора

ж
— и* 4-ри -г I К(х. п (О dt,

и
решение которой на конечном промежутке дано в работе А. Н. Нер- 

•сосяна |4],
С целью четкой формулировки задачи напомним ряд известных 

•фактов и условимся о некоторых обозначениях. Условимся прежде
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всего через £ обозначать обычную эвклидову плоскость, а через 
£-(£) — гильбертово пространство функций, определенных на всей 
плоскости Е и суммируемых с квадратом. Далее, обозначим через Զ 
область определения гипёрмаксимального оператора — Ай, рассматри
ваемого в гильбертовом пространстве £2(£). Как известно, этот опе
ратор получается замыканием и Л2(£) оператора — Aw, рассматривае
мого на всех финитных функциях. Известно также, что оператор —Ап 
обладает чисто непрерывным спектром, совпадающим с положитель
ной полуосью. Таким образом, для точек ձ комплексной плоскости, 
лежащих вне положительной полуоси, су шествует резольвента опера
тора— Aw, которую мы будем обозначать через В. и и интегральное 
представление которой также хороню известно. Именно, если г. на
ходится вне положительной полуоси, то при любом /(Q) 42(-£). 
уравнение

— Дм — лн = ք (w է Զ) U\

имеет одно и только одно решение из Զ, которое выражается фор 
мул ой

u(Q) = B>,f=֊ ^HM').rQP)f(P)dP (/ш|А>0), 12)

ւ:
где rQp означает расстояние между точками Q и Р, J /. выбирается 
из верхней полуплоскости, а через Hn(z) мы обозначили, опустив 
верхний индекс, функцию Ханкеля первого рода. В дальнейшем мы 
будем часто пользоваться известным интегральным представлением 
этой функции |5|

которое справедливо для всех г ^-0, args 3~—• причем радикалы вы

бираются так, чтобы при argz — было

arg]z֊-- и arg(J-;~ j =0.

Считая теперь комплекснозначные функции p(Q) я A'(Q. Р) та
кими. что

խ(Չ)|2մՉ<'. ,
Е

‘<{Գ, Р\ \-d(}dP< 4)

причем p(Q) ограничена, и обозначая через / произвольный линей
ный ограниченный (несамосопряженпый) операторе £.2(£). введем и 
рассмотрение оператор
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T>t. = -bu+pLu I- j\(Q, Р) ц(Р) t/P, (^£Զ) (5)

определенный на указанном выше многообразии Զ.
Наиболее общий результат о спектре этого оператора составляет 

содержание нижеследующей теоремы, где утверждение о совладении 
.непрерывного՝4 спектра несамосопряженного оператора Т с положи
тельной полуосью следует понимать в том смысле, что ни одна точка 
положительной полуоси не может быть регулярной точкой оператора 
Т (повидимому правильнее было бы говорить о .сплошном" спектре 
этого оператора, но вряд ли целесообразно вводить здесь новый тер
мин).

Теорема 1. Непрерывный спектр оператора Т совпадает с 
положительной полуосью, а точки спектра, лежащие в остальной 
части комплексной плоскости, могут быть лить собственными зна
чениями, не имеющими точек накопления вне положительной по
луоси.

Доказательство. Рассмотрим уравнение

Ти-ки = -\и-\-р1.и+ {k(Q, P}a(P)dP— (6)

£

где/ Q) А., г.). В силу (2) оно эквивалентно уравнению

« = &./—Схи, 7)

где положено

pl.ii 4- ( /<(Q, Р)и(Р) dP 
՛■

Покажем, что оператор СА вполне непрерывен. Действительно, в си
лу полной непрерывности интегрального оператора [это следует из 
(4)| достаточно установить, что оператор В\\р1.и} является вполне 
непрерывным. Но

\р (Q) Lu (Q; dQ
У:

и, поскольку оператор I. ограничен, достаточно показать, что ядро 
^о(Глглп?)р (Q) —тина Гильберта-Шмида. Действительно, интеграл

('//,(! ЛИ 

£

существует (это следует из известной асимптотики функции Ханкеля 
и не зависит от выбора точки Q, ибо интегрирование ведется по 
всему пространству, Поэтому

С,и = И (8.1
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У ^/7о(Г>֊Лм«)Р (Q) \2 dQdM =J| J|H0(k>-rM«) | IMQ) I^Q

к е

что и доказывает полную непрерывность оператора С\.
Допустим теперь, что неположительное X не является собствен

ным значением оператора '/'. Это значит, что однородное уравнение 
(6). а следовательно и однородное уравнение (7) (получающееся при 
B*f— 0), имеют лишь тривиальное решение. В силу альтернативы 
Фредгольма уравнение (7), а поэтому и эквивалентное ему уравне
ние (6), разрешимы при любой f (Q)֊Отсюда, благодаря замк
нутости оператора Т, заключаем, что существует ограниченная ре
зольвента (7՝ — XT?)՜1 и поэтому X является регулярной точкой опе
ратора Т. Это доказывает, что точками спектора этого оператора, 
лежащими вне положительной полуоси, могут быть лишь собствен
ные значения. Эти собственные значения являются, очевидно, собст
венными значениями для уравнения

и = — С՝,.и.
Но поскольку вполне непрерывный оператор С\ аналитически зави
сит от параметра X вне положительной полуоси (ибо этим свойством 
обладает оператор 5х, то в силу теоремы Келдыша (|6] и |2]) соб
ственные значения оператора 7 не могут иметь предельных точек 
вне положительной полуоси.

Переходя к доказательству первой части теоремы, покажем 
сперва, что если при некотором неположительном X существует ог
раниченная резольвента /< = ('/’ —А/:)՜1 оператора Т, то она пред
ставляется в виде

(9) 
где оператор /<> вполне непрерывен. Действительно, паше предполо
жение означает, что однородное уравнение (6), а следовательно и 
однородное уравнение (7) (получающееся при Вх/«0), имеют лишь 
тривиальное решение. Поэтому существует оператор (ճ֊| Շ\) Հ 
Делее, легко проверить, что

(£+ՇՀ)-։ = £-Շւ(£ + Թ)՜՛. (10)
С другой стороны, /ձ/ является решением уравнения (£>՛, а следо
вательно и уравнения (7). Поэтому

Ry.f=B.f-C,Rff, 
откуда, в силу (10),

К»/=Вх/-С։(£ ’ Сх) 'Вх/ 
и достаточно положить
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чтобы получить представление (9), ибо полная непрерывность К, 
очевидна.

Допустим теперь, что некоторое положительное հ = Հ,>0 явля
ется регулярной точкой оператора Т, т. е. что существует ограни
ченная резольвента R^ этого оператора при k = k0. Введем в рассмо
трение уравнение

— △« — Хом = Ти — pLu — R {Q, Р) и (Р) dP л0«^ /, (11)
Ճ

которое, очевидно, эквивалентно уравнению
я - R^/4-R. S^ (12)

где положено

Su =» рLu \K{Q, P)u(P)dP. 

ի:
Покажем, что оператор R, Տ вполне непрерывен. Для этого заметим, 
что из существования R. следует существование R. в некоторой 
окрестности ՛>■ — а0. Выберем из этой окрестности последовательность 
неположительных л = ля так, чтобы t.n > а0. Как известно, будем 
иметь JR^ — R,o — 0. В силу ограниченности оператора 5. отсюда по

лучаем, что R. S — R,S\\—0. Поэтому полная непрерывность опе

ратора Rf S будет установлена, если мы убедимся в полной непре
рывности операторов R/fS. Но это очевидное следствие представле

ния (9), ибо полная непрерывность операторов В, S=C, была ус- ‘л 'п
тановлена выше. Заметим теперь, что однородное уравнение, соот
ветствующее (11),

— ճււ — /.Qti — О
имеет, как известно, лишь тривиальное решение, ибо все положи
тельные X принадлежат непрерывному спектру оператора - ձ/г. Таким 
образом и однородное уравнение, соответствующее (12) (получающе
еся при R. /=0), имеет лишь тривиальное решение. Но тогда, в 
силу альтернативы Фредгольма, уравнение П2), следовательно и рав
носильное ему уравнение (II). разрешимы при любой праной части. 
Эго означает, что при л=>.0 существует резольвента оператора — Ад- 
определенная на всем гильбертовом пространстве А2 (£). В силу замк
нутости оператора —Д/г, эта резольвента ограничена и поэтому л—\ 
является регулярной точкой оператора — Да. Полученное противо
речие и доказывает теорему.

| Теорема 2. Обозначим К "- = A'(Q. PfdQdP п предполо

жим, что iP(Q)|<M. Тогда весь спектр оператора Г Лежит внутри 

параболы v = 4a(z | :), где а= у К/И2;-f- К - , z=Re\, f—lrn'f..

3 HiiK-niui лН. серия фиэ^-мзг. наук. >6 1
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Доказательство. Заметим прежде всего, что если z = x 4- 
-г 1у и Imz=y^>Q, то, как легко видеть, при ; >0 выполняется не
равенство

Поэтому из (3) следует, что

ՌՊ՜ևստ. |/ —^ = (13}
- IИ г IJ г z ]/ У

(I

Отсюда при 1т] л = х^>0 получаем

Пусть теперь и Q) ’является собственной функцией оператора Т 
при некотором неположительном т. е. Tti ки=0. Как мы уже 
знаем, «(Q) удовлетворяет уравнению

p(Q)£«(Q) - p<(Q,P)u(P)dP <ZQ. (13) 

/■:
Применяя неравенство Буняконского и считая u [Q) нормированной.
получим

|«(-'И): -Լ-Г |//оП Сгм, |rfQ- i'|/7„(| kr.M<,>|X 
16 յ յ

E E

X jiVPI/.HtQJ r + S |K(Q, P)dP^ilQ. 

E

Заметив теперь, что интегрирование функции |/У0(] V.mq)| по 
одной из переменных дает константу, не зависящую от другой пере
менной :ибо интегрирование ведется по всему пространству £), не
медленно получаем, интегрируя последнее неравенство по перемен
ной М,

К \Н0 (1- лгл^Н^У^ЛП-!*!2)-

или в силу (14)
-2

4



О спектре оператора —ձս֊} pLti г ՝!< Q. Р<и Р ЕР на плоскости 35

Заметим, далее, что если л = < гц, а |/z = e-- i-, то, как легко 
видеть, Чтобы доказать теорему, остается восполь
зоваться последним неравенством.

Прежде, чем сформулировать теорему 3, примем следующее
Определение 1. Булем говорить, что оператор /. ограничен 

над многообразием ограниченных функции из Z.2(/:), если сущест
вует некоторая константа, которую мы обозначим через ||/.;<. такая, 
что для всех u(Q) выполняется неравенство

[Lu(Q) \ C[i£ i.sup и (Q) |. 16)

Теорема 3. Пусть оператор /. ограничен над многообразием 
ограниченных функций из L.>(E\ (определение 1), а функция p(Q) и 
интеграл

f|/C(Q,P)|<ZP (17)

Е

шляются ограниченными и суммируемыми функциями точки Q. Тогда 
декретный спектр оператора 7' ограничен.

Доказательство. Заметим сперва, что если 1т] >Հ>0, го из 
1еравенства (13) следует

|йо<тТг)Н |/-|lK<r(18>
Отметим также, что все функции «(Q) Զ являются ограниченными, 
!ибо представляются в виде

«(Q) = в>/= -֊- \Н„ (I >. гу₽)/(Р) dP.

Ւ. 
откуда
Ц l«(Q)r 1 '-r^dP- \\f[P)\’dP.

i; к
Пусть теперь и Q некоторая собст венная функция, соответст

вующая собственному значению '■ оператора Т. Как нам известно, 
и(Q должно удовлетворять уравнению

//(ЛП = глг<?)р«?) Lu(Q dQ —

'■r,IQ)^K(Q.P u(P d/AdQ. 

В

Используя оценку (18՛! и неравенство (16?, получаем отсюда

|«(М)| < sup'1H Q)|- >.| ‘[֊՚ I ֊ ֊ dQ-
I 4 F К J у Г,МО
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Но в силу ограниченности и суммируемости функции p(Q) и инте
грала (17), выражение в фигурных скобках ограничено некоторой 
константой А, не зависящей ни от выбора точки Л!, ни от значения 
параметра Հ Таким образом окончательно

sup|«(Q)| < Я|Х| ‘sup|« (QH.

Но поскольку и (Q) ограничена, отсюда следует, что | | Л4, что 
и доказывает теорему

Замечание. Теорема остается в силе, если при некотором 
существует интеграл

j՜ 1 к(Q. Р) |»dQdP< «.

ибо и в этом случае последний интеграл о праной части (19) допу
скает оценку, не зависящую от выбора точки .И (здесь rQ означает 
расстояние точки Q до начала координат). Действительно, дважды 
пользуясь неравенством Буняковского. легко убедиться, что

' 1 —=( \\К (Q. P]\dP\dQ\՜
У I г.«0 ' I

< Ռ՜ ZtrpdP- f —-------- rfQ- Cfe rV rp|A'(Q. PjfdQdP.
J J rMQ J J
E к E E

и очевидно, что второй интеграл в правой части допускает оценку, 
не зависящую от выбора точки .И.

Чтобы получить более точные сведения о предельных точках 
дискретного спектра оператора Г. мы введем в рассмотрение, при 
определенных предположениях относительно p\Q) и K{Q, Р}, сле
дующую функцию

К* . Q. Р-. I >■ I = - —S, (Q, Р; J /7) - —S2 (Q, Р-, ]Հ7) -
4 16

(20)
16 

где положено
S,(Q.P;1 T) = [«’4{Krr09.)K(Ql.P)dQ։. (21)

Я

S2(Q,P: I 1)=/>(Р) U/0(l > րպք,} p (/>,, dP„ (22)
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ё
Нужное нам в дальнейшем свойство функции /<*(Q. Р;1 X) уста

навливается во второй из следующих двух лемм.
Лемма 1. Пусть (/Հобласть в плоскости комплексной пе

ременной X. состоящая из тех л, для которых Г>.| Հ R. и
кроме того л|>3 при ///:?.> О, а | /?еХ | > о при /тял<0. Тогда су- 

Iшествует константа հ (Հ R\, зависящая лишь от ?> и R, такая, что не
равенство

ЛR)£= (24)
\Հր

выполняется при всех X 6\ R и всех положительных г.
Доказательство. Очевидно, что

I >՚*՜4-ք-2).r Re). J

С другой стороны, при //пХ > О левая часть этого неравенства не 
превосходит единицы. Поэтому в области <7շ, R имеем

Теперь уже требуемое неравенство непосредственно вытекает из (3).
Лемма 2. Пусть при некотором г0 > 0 выполняются неравен

ства
\p(Q)e'rQ\<4<’». ^p(Q)e"r<)\tlQ<^. (25)

Л

е՜* 9е՜" P\K(Q, P\sdQdP<<», (26)

где rQ означает расстояние точки Q до начала координат.
Тогда функция /<* (Q,/ձ |z X . определяемая формулой (20) и

рассматриваемая при значениях Jza. принадлежащих области G . к при 

0<о<-'- (см. лемму 1). допускает оценку
8

Af*(Q, />;) Т е ь ’I <Ф (P;S, R, е„) 

независимо от выбора точки Q, причем

е 8 ՜ Փ (Р; о, R, е0) dP<Z

ti

(27)

(28)
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Достаточно показать, что каждая из функ'- 
цип Р\ | /• ) допускает оценки, аналогичные (27) и ,28i. Нач

нем с S։(Q, Р;/X). Поскольку Ջ то, пользуясь неравенством 
8 

(24), находим

Sj(Q, Р;| Х)е

Ч г

7(5, Я) 4֊__|/<(Q„P)lrfQ։ =
J Г rQQt

__ *յլր
г е 8 Qi

= T(U) Ի lA'(QpP;l֊֊ ֊^Q։<-r(o,P)X
J V ro<?«

(29)

ибо интеграл

e_____

rQQ

допускает, очевидно, не зависимую от Q оценку. Положим поэтому

՜2 \i
е \K(Ql, P) P4Q1) .Ф։(Р:5. R. տ0) = 7ւ(ձ, R)

Имеем в силу (26) и (30):

-°- г _ и° г -°- г(• 8 Բ Ր Т р 4 р
I <? Фг (Р; <Հ R, s<։) dP 1 е е Փէ (Р; о, R, s0) dP <

/■: ւ:

/С ՜"^՜ Гр V /Г ՜2°՜Դ • ч V
< М շ dP\ -М е Փք (Р; о, R, s0) d-P\ <Լ со,

Г £

т. е. для функции 5։(Q, Р:1/>.) имеют место оценки, аналогичные 
(27) и (28), причем роль функции Ф играет Ф։ (Р; с, R, =0), опреде
ляемая формулой (30). Переходя к рассмотрению функции S3(Q, Р; V’*Х)։
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произведем предварительно следующую оценку для ձ'։ (Q, Р\ V '■), 
несколько отличную от вышеприведенной:

или, поскольку последний интеграл оценивается независимо от выбора 
точки Q.

где положено

8 Q ՛֊ 
ձ\(Չ,|А)е । <Փ8(^).

l^(Q:.P) |MQi,

(31)

(32)

a -.(S, К) —некоторая константа. 
Теперь из (23) находим:

л)* < 7 (г< Ջ)
Դ, 

V^QPi

/>3քԴ,_____ .

V rQPt
г- 4

Հ(/Հ./?: У')е df\ <

. Л ‘փԴ’< 7 (о, Я) ( J dP.y Լ f \р । />,) | X

ւ: ’ £

■Я— £Zp«В силу ограниченности и суммируемости ժ \p(Pi>\. первый инте
грал в правой части оценивается независимо от Q. Учитывая также 
ограниченность р (Р) и оценивая второй интеграл правой части на ос
новании (31), находим
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_VՕ՜ ' Q
Տ3(Գ Р; Ухи

ИЛИ

՜ ՜8՜ Q 
е

-֊ гр 14 1 > \ з
Փ..(/յ) <//> )

Ն (Հ /?)|Ф2(Р)] ' •

Далее, в силу (32)

Рассмотрим, наконец, функцию Ss(Q, Р;УХ). Из (22) следует

1$
SJQ, Р;УХ)г

Q
zvV>.R)\p(P)\

— ° Г {<| г
Ր 8՜ р> 8 р՝р

—֊-=*=-\p(pI՝l]dp,
I Г QPf Р}Р

£

Ր Դ՝՜8 р
CfG. R)\p(P)\e

J I rQP-.rPiP

Но последний интеграл оценивается независимо от выбора точек 
и /Հ Это следует из ограниченности и суммируемости функц

е |р(А)1 и> очевидного неравенства

I fQP/p.P

Таким образом, окончательно

՚ ՜8 rQ
tS2(Q, P; VI) e <Ф3(Р),

где

՜տ Гр
Фз(^)֊75(?а Р)\р(Р)\е

Отсюда в силу (25)
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C 'T'>
4» Ф3(Р)г/Р<СО.

}■:

Таким образом, оценки, аналогичные (27) и (28), установлены 
нами для каждой из функций SX (Q, Р: |Հճ), а это и доказывает лемму.

Переходя к следующей теореме, предположим, что L—единич
ный оператор. Таким образом Та имеет вид

Та —ճս -| p(Q)« + A'(Q. P)u[P)dP. (33)
Е

~>pQ
Теорема 4. Пусть при некотором е0>0 функция p(Q]e 

.Ограничена н суммируема. Пусть, кроме того,
Ր Ր 5 ՛ Q t'>r Р 

е е \K(Q, P)\֊dQdP<™.
Е Е

Тогда дискретный спектр оператора Т, определенного формулой (33), 
ограничен и единственной предельной точкой собственных значений 
этого оператора может быть лишь точка 0.

Доказательство. Ограниченность дискретного спектра сле
дует из Замечания к теореме 3. Далее, как нам уже известно, соб
ственные функции рассматриваемого оператора должны удовлетворять 
уравнению

« (Q - ֊ ' f На (У Хгзд.) ( р (Q,) и (Q,) (՛ к (Q„ Q.)
4J I ,1

Е Е

и (Q2) dQ. |<ZQV

(34)
(одставляя в интеграл

Е

вмесго tiiQ) выражение, стоящее в правой части (34), после простых 
преобразований убедимся, что и (Q) должно удовлетворять уравнению 

I «(Չ)-=|\*(<?> P-yK]u(P)dP. (35)

где К* (Q, Р\ I Т) определена формулой (20). Вводя параметр у и рас 
сматривая вспомогательное уравнение

« (Q) = u f /<» (Q, Р- />.) и (Р) (IP, (36)

Е
замечаем, что при каждом фиксированном значении |ZX из верхней 
полуплоскости это есть однородное интегральное уравнение типа 
Фредгольма, обращающееся при |*=1 в исходное уравнение (35). 
Таким образом, при фиксированном значении | X (7/и|А>0) уравие- 
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ине 36) имеет нетривиальные решения лишь в том случае, 
выполняется условие

О(] 1-1)՞ л) = 0,
л*»1

где положено

Հ,(]Ղ)=(... pei|]K»(Q,, Q*; V'Xj||rfQ,-- -cfQ„. (.38 

Հ֊ £
л раз

Теперь ясно, что задача о собственных значениях оператора Т сво 
дится к задаче о нулях функции D (| л; 1), лежащих в верхней по 
луплоскости. Очевидно, теорема будет доказана, если мы покажем 
что ZJ|] /.;!), рассматриваемая как функция переменной | аваля 
тична в любой области Ժհ/? (см. лемму 1). Для доказательства этот 
заметим, что каждая из функций dk(\ >•) аналитична по переменно 
| X в указанной области, как это следует, например, из известно 
теоремы Морера. Поэтому достаточно лишь обнаружить равноме 
сходимость в (7,/гряда (37) при р = 1. Для этого определители, 
дяшие в формулу (38), запишем в виде

„ 8 Г<?> 8՜
detU<*(Q,, Qk- /Х)|| = е X

_ ։" гI 8՜ Պ
Xdef №* (Q<, Q*; 1<Х

Далее, на основании (27)

K*(Qi, Q*; /Х)« ֊8'Г<?'|Т «1Ф<0*;8. R.',)-

Поэтому в силу неравенства Адамара

det ! /<- (Qz. Qa; j/x)<? 8°г<?/
л
О

Ф (Qx; о, R. г0)- • Ф (Q„: 3. R,

Пользуясь (39), находим окончательно

rfef|K*(Qi.Q»; VT) |<«'<г՜8 Գ՚Փ(Չ,;օ,

8
' ■е Փ(Չ«; 3, Ք, «о).

Заметив теперь, что согласно (28)
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(’ 8° Г/>
в Ф(Р; 5, А, е0) dP ֊֊= М < о.֊, 

£

получим из (ЗВ)
п

РЛ(1 Л)| հո 'ЛГ։.

Таким образом, при »х = 1 ряд (37) .мажорируется сходищи.мся 
рядом

а это и доказывает теорему.

Институт математики it механики 
АЙ Армянской ССР.

Ереванский Государственным унииерсн ют Поступила 11 V 1959

X. 1J*. էք*ւսէ*»|ւրււսյան

ՀԱՐԹՈՒԹՅԱՆ Վ.ՐԱ ԴՒՏԱՐԿՎ_ՈՂ_ -Д«4-рА«4- \K(Q, Р)н(Р} dP

ՕՊԷՐԱՏՈՐՒ ՍՊեԿՏՐՒ ШКЬ

Ա 1Г Փ II Փ II I» Մ

Դի;քաք L*\E ֊ն ամբողջ /՝. ^արр"։Р բոն ^V" որոշված I։
բսւււակա սով ինաեդրհ (ft էի անկէյիանե րի հիլբերալան ւոարածու.քժլւււնն Լ: հշա~ 
նակենբ Ա*ււվ է ., (p) աարած tn իք լան մ/.ջ ղիտվող ձս հիպերմաՀէսիմալ սպե-
(ւաւոսրի որոշման տիրոլլթ ր։ 1'նչպես հալունի է, ut/ղ սպևրասէէ! րն и иг աу վ ա մ 
4 ֆինիս։ ֆ էոնկւլ իսւնհ ր ի ։[(,Աէ ղիէււվող ձ 1Հ f>4(h րա ս։ и րի էիսւկսւմ ից
Լզ{£\~տ.մէ

Համարելււվ թ\(Հ) К (Q, Р\ ֆանկցիաներր tu^ւսյիսիներ, որ նրտնէ/ 
'ոսմաս

'P(Q)l2^<<x. JJlKCQ./Ձ) FdCldP Հօօ.

I: i:
րնղ սրւսւք ք) (Qj-ն սահմանափակ Լ , Л ՚Կշանակհլաք [..Հ^^֊ում կամայական
դծալին, 
հետհ լա լ

սահմ անափակ 
ոպեր ա ա Որ (է ՝

(ոչ ինլւնտհամալածք ոպևրաէոորը l.^ntf, ղքւաարկենք

Tu = ֊֊ ձս 4֊pill 4-j A [ Q, Р) ч (P) dP (и ք У)/ 

/■
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Ներկա աշխատ ութ լան մեջ պս> ր դվում Հ ա ր> օպերատորի ււպեկտրի 
կւոսուցման հարցր, ընդ որա մ ստացված տմենարնդհանւէւր արդյունքը կադ- 
մա մ է հետե/ш/ երկու. թե ո րեմեե ր ի րովանդակաթ յանր:

Թեորեմ 1. Г օպերատորի անրնդհաա սպեկտրը համընկնում է դրա
կան կիստս անդրի հետ. իսկ կոմ պլե քս հա ր իժ ութ լան Шипдшд մ ասա մ րնկած 
սսլեկարի կետերը կարոդ են լինե ք միալն դրական կիս սւч սՀհդ րիդ դարս կա- 
տակմտն կետ <անեդոդ սեփական արմ եքներէ

Թ ե ո ր ե մ 2. նշանակենք !\ “ = | /Հ (Q, /֊* - dQdP ե ենթադրենք,

E ե
ու՚ \P Qik -И' Աո դեպքում 1 օպերատորի տմ րոդջ սպեկտրն ընկած է 
է֊ = 4a (a -f- с) ւդարա ըսլի նե րսա մ, որտե՚դ

а— ՜~՜ | / М2 f-f-г A’i? . ? = Rf?X, -կ=հււ\ւ

Նախքան հետե /ա/ թեորեմի ձեակերպա մրւ, պալմսւնսւվււրվենք սւօել, 
որ Լ օպե րասւօ րը I-.,' Ւ.\-ա֊մ и ւււհմ անսւփսւկ ՛ի ունկ ր ի ա՚հե ր ի րաղմ տձե ութլան 
կրտ սահէէ տն աւիակ Լ, եթե դււրսթրսն ունի ս։ [նպիօի հա etui ւստան, սրր մենք 
կնշանտկե՚յւք է , որ Լ „(/j)-ին պատկւսնո դ րոլոր U ՛Հ՜երի համար տեդի 
անի

՝ Lu(Q) Л у-Slip \tl(Q> I 
սւնհտկէսոար ա.թլա ր!էը։

Թե ո ր ե մ ‘ք. '1'իրա ք /, о պե ր ա in и ր ր սահմանափակ Լ սահ-
մանափակ Հիունկցիաների րադմաձեսւթլտն վրա, իսկ p ւ (Հ)~ն ե

^[K{Q.P)\dP

E

ինէէէեգրալր Q կետի սահմանաւիակ ե հան րւսդամա րե / ի ֆունկցիաներ եհս 
4՚լդ. դեպրա ւ)՝ / օպերատորի դիսկրետ սպեկսւրր սահմանափակ կ:

'է՚իսկրեսւ иւդեկւորի ստհմանտլին կետերի մաօին ավելի է\չդրիտ սւեղե- 
կա.թ լտննե ր Լ տալիս հետե լալ թ ես րեմր.

Կր<}
Թեորեմ 4. Դիէ/ա ք ինչ֊որ «օ Օ՜/7 համար /? (Q) 6? ֆունկցիան 

սահմանափակ ե հանրադա մտրելի է։ 'Ւիւրսր, րտցի ալդ,

ր ր 4^9 ԳԴ
Ա e \K(Q. P)\2dQdP<Zoo, 

՜ :

ե L-ն րերվււււէ ք; միավոր օպերատորիւ Ս,[դ դեպքում 7 օսլերաորորի դիսկրետ 
սպեկարր սահմանափակ է ե ա րլ օպերատորի օեւիսւկան արմ ե քների միակ 
սահմանտլին կետր կարոդ կ թմււել II կեար:



О спектре оператора — Ьи+р/.и + \К՛ Q, Piu P\dP на плоскости 45 
^=------------------ ----  ------------------------------------------------------------------------------------------—-------——— ■ . _______ -֊ ■ - ■ —____-

Л И Т Е Р А Т У Р А

1. Наи.иарк Af. .4. О спектре сингулярных несамосопряженных дифференциальных 
операторов второго порядка. ДАН СССР, новая серия. 85. I, 1952.

'2. Гс шулнд И. М. О спектре несамосопряжепиых дифференциальных операторов. 
Успехи матем. наук. VII. № 6. 1952.

- 3. Наимарк 41. .4. Спектральный анализ несамосопряженных операторов. Успехи 
матем. наук. XI. >5, 1956.

• 4. Ilt'iicccuH .4. Б. ! азложснис по собственным функциям краевой задачи для одного 
интегро-дифференциального уравнения. Известия АН АрмССР серия физ. мат՛ 
наук։, т. XII. № 3. 1959.

• 5. Bjwoh Г. ՒԼ Теория бесселевых функций, ч. I, 1949.
6. КелОиш .11. Б. О собственных значениях и собственных функциях некоторых клас

сов нссамосопряжепных уравнений. ТАН СССР, новая серия. 77. I. 1951.


	26
	27
	28
	29
	30
	31
	32
	33
	34
	35
	36
	37
	38
	39
	40
	41
	42

