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МАТЕМАТИКА

С. Л. Акопян

Интегральные преобразования, связанные с 
дифференциальными операторами бесконечного 

порядка

Как хорошо известно |1|, |2|, если функции А'($) и II(s) опре

делены лишь на линии $ = — -р it (֊- _х. <Հ/<Հ 4- со)> обе ограниче- 
—-

ны и удовлетворяют функциональному уравнению

տ) = 1, Res = —. (Г)

то они порождают определенные интегральные преобразования в классе 
L*  (О, 4- со).

А /?,(х) А։(х) .Именно, если —— и —--------суть соответственно трансформа-
X X

цин Меллина функций и ——, то каждая функция f(x)
1 —s 1—s

из класса /,2(0, 4-°°) имеет две трансформации, определяемые почти 
всюду на (0, 4- °0) формулами

. Հ d С k.(xv) £, . , (*) ““ — I ֊ —֊ /(у) <v, 
e/xj у 

о

gh (х) = ֊ I —J—'v)֊/(y) dy. 
(ZxJ у 

о

При этом функции gk(x) и gn(x) из класса ձ2(0, ֊г х ). и почти 
всюду на (0, 4-«) справедливы формулы обращения

/(*)  = ֊ ( հ'(ЛУ>- ёк(у) dy , 
dx J у 

о
^€(0, 4-0.)

f(X) = ֊^֊ 1 ^^Lgh (у) dy . 
t/xj у
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В § 1 настоящей статьи строятся прямые и обратные интеграль
ные преобразования для случая, когда функция X(s) и Н (s) вместо 
il) удовлетворяют функциональному уравнению вида

K(s)H(\ — տ)Փ,(1 —տ)Փ2(տ) = 1, Res = —-

при определенных ограничениях, накладываемых на функции Ф։ ($) 
и Ф2($'[.

Определяя смысл операторов Ф, ( -х | fix) и Ф„( -х \g(x), 
- ՚ ах Г 

мы устанавливаем, что для любой функции fix) из класса

Ф։ | — х ֊֊j f ՛.л-1Հ- L2 (0, ֊ւ «) формула

. . d Г А. (лгу)' . / d \ .. .Տ(*)  = ՜ր ՜ '՜"...ф4 >'3-
dxj у \ dy !

о
почтя всюду на 0, - <•») определяет функцию g(x) из класса

Ф3/ -А- ֊/ ) g х) է Լ. (о, 4- «>). 
у dx /

Вместе с этим имеет место формула обращения

., . d Ր А. л-у I . / d \ ,f(x) =■ — ֊* —Ф։( у \g(y}dy.
dx J у \ dy 1 

о

почти всюду на 0, -г00).
Установленные здесь результаты представляют собой дальнейшее 

развитие теории интегральных преобразований Ватсона-Планшереля.
В § 2 приводятся различные следствия из теорем, приведенных в 

§ I.
В частности, в случае, когда Фх($)= 1. приводятся формулы об

ращения для некоторых известных интегральных преобразований (Лап
ласа, Стильтьеса и др.) в классе А_. 0. °հ), которые ранее были по
лучены Винером и Палеем [3]. Поллардом |li другим путем.

Но кроме того, на основании результатов § 1 даются обращения 
некоторых новых специальных классов интегральных преобразований.

Автор считает своим приятным долгом выразить признательность; 
своему учителю проф. М. М. Джрбашяну за ценные советы и руко
водство при выполнении данной работы.

§ I. Обобщение теорем Ватсона-Планшереля

Г. Приведем сначала формулировки некоторых известных ре
зультатов из теории преобразований Меллина. которыми мы будем 
пользоваться в дальнейшем.
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Две функции/-Xi и F\s) являются преобразованиями Неллина 
одна относительно другой, если они связаны двойственными соотно 
шениями вида

F\s՝,= j/(x xs“’rfx, 

о
c-rl*

(1.1)

Ա.2)

Пары преобразований Йеллина будем обозначить соответствен
но через /(х), fi.si; g(x), О s ; £(х), /< s k(x), H's) и г. д.

Имеют место следующие теоремы [1; § 3, 17].
Теорема A. Если /(х) -< L.. (О, тогда функции

(1-3)

при а - ֊ « сходятся в среднем квадратичном на прямой ( - .

----- 4 i *»  ) к некоторой функции F (տԼ Функции
2 /

fix. а) = ֊֊ F(s)x~^ds. х>0

Г , ----ш
О

(1.4|

при а----- ֊< на полуоси (0, — 00) сходятся в среднем квадратичном
к fix).

Обратно, если F si • Ճ.Հ -1- — i <*,  ֊4֊ i х . то интегралы 1.4) 

при а ֊*֊  -f- *-  сходятся в среднем квадратичном на (0. — к неко
торой функции/(х) Д2(0, 4֊ =?). Тогда интегралы (1.3] сходятся в 
среднем квадратичном на прямой Res = -^- к функции F(sj.

Теорема Б. Если f\x А2(0. -}- <?) и g х ^L2{0, + °0)» нюг- 
да имеет место равенство Парсеваля

t/(^)g(A)

о

2-г/-

dx = — f F(s) G(\—s)ds. 
2г/ J

(1.5)

Заметим теперь, что если / то для любого у>0 
имеем также /(ху) £2 ;0> i. Из (1.1) или 1.2՛ следует, что Ր ՚Հտյ у~Л 
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есть преобразование Меллина функции /(ху), поэтому формулу 1.5) 
можно написать также в виде

•• 2
\f{xy)g(x)dx _= J J Л(5)С(1 -s)y-4s, y>0. (1.6)

0
2

2 Определение 1. Относим к классам Փճ и Фг, все функ

ции Փ(տ), определенные на линии Res— -- и удовлетворяющие 

соответственно одному из условий:
а) Փ(տ) есть полином определенной степени т > 0, не имею

щий нулей на линии Res֊ — ;
2

б) ф ($}=£(), Res=_L и существует неубывающая на полуоси 
Հր

[О, +~) функция р [t\, такая, что

tp' (0 է 4- И+*

(1-7)

|Հ( > &>().

Докажем две предварительные леммы.
Лемма 1. Если Փ(տ)~ Ф.», то существует последователь

ность полиномов (РП տ)| (л=-0, 1,...). для которой

Игл Рп (տ) = Ф (տ ), Res = —•
Ո- » 2

|P„(s)|<Af|<t>(s)|, (л-0. 1,...). Res = j-.
Л*

где уИ постоянная, не зависящая от п.
Доказательство. Построим непрерывную функцию /„(/) так, 

чтобы отношение

А (0 
ф(г+"

равнялось нулю вне интервала ( — п — 1. п — 1). единице в интервале 
| - - п, л] и было линейной функцией в интервалах |— и — 1, //], [//,
//4-1]. Но, как следует из теоремы М. М. Джрбашяна ([5], стр. 371), 
система полиномов полна при приближении свесом |ф( ֊֊ it ) . По

этому при любом натуральном п найдется полином Q,, (0, для которого
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Следовательно, при — « < t < 4-

|Հյ„(ք)1<2|փ(՜֊-+։-ք)

кроме того
I Չ՞ <71 1

(— n^t^n}.

(л = 0, 1,...)

Иначе говоря,
Ит(?л(О = ф(-~ и\ (“ °°
л-со у 2 Հ

Теперь остается представить полиномы Q„ (/) в виде Рп ( -4- it )•
\ 2 /

чем и завершается доказательство.
Пусть Փ(տ)ՀՓձ, тогда, по лемме I, существует последователь

ность полиномов (А. (տ)), 5 = - - 4- it (/г = 0, 1,...) таких, что при

Res = —
2

| Л, (տ) | < Л1 |Ф (տ) ]. (л = 0, 1, (1.8)

11m Բո (տ) = Փ (տ). 
ո- »

Определенней. Пусть Փ (տ) " Փ*.  Обозначим через 
ф( — x —\f(x) предел в среднем

* ‘-Ito из полноты следует существование полиномов </ц (/ с указанными свой
ствами. было отмечено Поллардом [(>).

\ ах/
1. L гл. Рп(—х յ (х}
п-^ \ ах/

для любой последовательности полиномов |РЛ(5; (я = 0, 1. ... ). 
удовлетворяющих условиям (1.8) если он существует.

Лемма 2. Пусть функция /'is) такова, что Փ(տ)/-(տ)Հ-

где Փ (տ) < Фд или Ф». Тогда будем иметь-.



Փ(տ) ժք/пь полином степени ու и տ* F (տ) ; ՜4՜’ .< ՜-^[

(Л = 0. 1. ... ) — в противном случае

б) существует Ф j — л ) /(л) и является преобразованием 

Меллина от (функции ^(տ)Փ(՜տ).

*

Доказательство. Положим сначала, что Ф (տ) Ф» не сво
дится к полиному. Пусть

5*  Is
Ct; ~ SUD ------- •

»«-•.՛. ф($) I 
тогда

j |5*F(s) 1|frfs С<7*  |Ф (s) F(s) |Ms< 4- «հ (£ = 0,1,2..;). 

-г*

է ] I
Так как sfc F (տ) ■ Ls J —-----/«,— — /<» j. (k — 0, I, ...). то интегралы

•gyrj Л (s) .Հ՜՚Ժտ, X Ն 0 (£ = 0,1,2,...) 

Н*  
абсолютно сходятся.
Последовательно применяя операцию — л՜ а- к обеим частям формулы 

dx

\ F^x-'-ds 
“Г'1

получим 
* -г/*»  

/ d \ k 1 Ր
-Д’-Н /(•*)  = — F($)s*A-^,  ^ = 0,1,...). (1.9.

\ dx) 2r.i J

Если (Рл(5)) (n. = 0. 1, ..) произвольная последовательность по
линомов. удовлетворяющих условию (1.8), то из (1.9) получим фор
мулы

?+i“
ք Բ[տ]Բ„(տԱ֊'մտ. (»=0, 1....). (1.101

\ dx/ 2гл յ

Пусть
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<?.(.г) =-—Li.m. i F\s Փ(տ).հ 'ds, 
'2~i ս-+«յ

(1.11)

тогда из 1,1.10՛ и (1.11) получим:

= 1.1.т. (՜ Л(а)[Ф(«)-/>„(»)|х 'ds.

J—/«
Отсюда, из равенства Парсеваля для преобразований Меллина, имеем:

®(х)-РЛ-л ‘‘ }f:x dx = — [ \F s =|Փ(տ)-P„isi-ds =
\ ax) 2тЛ J

\֊'~

= -!-(■ ք(տ)Փ(յ)|4 (1-12)
2-i.l Փ(տյ|

Так как F(s) Փ s - L2 то для данного г>0 чис

ло R.= R г) можно выбрать таким образом, чтобы

[/''(Տ)Փ(տ)'է2Ժճ<£,

Правую часть (1.12 можно записать в

Res - ֊
2

виде:

. м3)

֊7 ք |/?(տ)Փ (Հ|3|1 Л, տ.
Փ(տ)

гл

J -iR
рг։ s ՛■
՛Ի (տ)

d s 4֊

՛ ds -

1 1

+ ֊֊1; ք ^(ՏյՓ^Փ-^ն.^
2n/.J | Փ-5)

խ-’!>/?
֊ /Г !՛/?■• + /J"’ (R).

Но полиномы P.-,(s) таковы, что

sup |=Л1<4֊оо, (л =0,1,...),
փ(տ) | >

где Л1 не зависит от п.

(1-14)
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Поэтому в силу (1.13)

|/?։(₽)|<Ме, (Л=О, 1,2,...). (1.15)

Далее, в силу второго из свойств 1.8) полиномов Рп($)

Нт/’՞’(/?) = 0. (1.15')
Г,-

Из (1.15) и (1.15') следует, что

1. ։■ ու. Р„ (-х | f(x) = Ф (Д'). 
\ dx)

Заметим теперь, что если Qn(t) = Рп | 4- <7 j (—х>< է ՀԼ-усо),

то из существования
l.i.r n.pj ֊ х-^-)/(х) = ?1х)

следует также, что

֊Լ1.1. гп. Q„ (ix d ն xf!x'\ = v (л).
У x л-« \ dx/

Действительно, легко проверить, что

— Qn(ix-d- Чл/(л) = -Д-1 Pn(s)F (s) x-'ds (л=0, 1, ...), 
ух X dx/ 2»/J

т. e. zx— ]| xf(x) = Pn ( — x -^֊ V(x) խ =0, 1, 
У x \ dx! x dx)

откуда следует наше утверждение.
Если же функция Փ(տ) есть некоторый полином степени т .> 0, 

то обозначая 

ст.к — sup 
Rcs-V» Փ(տ)

>k =0, 1. ... , •

имеем
.’-г/да ’,+/«

|տծ/-՚(տ) fds^cm.k\ ^(s)F(s)pds<4-~ (k = 0, 1. ... w)

.•-/да J-г»

и из (1.9) при k = 0, 1, ... , т легко следует формула

ф/-х-^՝)/(х) = ?(х)
X dx)

т. е. справедливость леммы.
ՅՀ Перейдем теперь к доказательству некоторых теорем, являю

щихся естественными обобщениями теоремы Ватсона-Планшереля |1|.
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Теорема I. Пусть на линии s = — -f- it ( - - ~ <Հ г < ■ •») 

функции K\s . /•/(տ). Ф։ s’. Փշ(տ) связаны, соотношением

K\s)H{\ — si Փւ (1 — si Ф2(sj = 1, (1.16)

где Ф։ (si. Փ8 (տ) ֊ Ф<։ или Փ*  и

sup |ճ'(տւՓ2(տ) < + -. (1.17)
Rte-1.'։

sup I H(s)' < + (1.18)
Rw-’/j

Тогда для любой функции f(x) из класса Փէ I —х—- |/(х) 
\ dx)

Z2(0,4-»), формула

g(x) = ^- (1.19)
dx J у է dy / 

и

определяет почти всюду на (0, —°0) функцию g(x) из класса 
^Հ-х ~-^g(x)^L.:(0, •-«>). Почти всюду на (0, =») имеет место

двойственная формула

7ս) = ճ քշճԼՋւփ/^ՃԽէյ.)^, (1.20) 
dx \ у \ dy)

Доказательство. По теореме /1 существует предел в сред 

нем на линии Res = —
2

«
1. i. гп. (Փյք — х ■— V(.v)-x,“1 dx.

a я> J \ dX/
i;e

и по лемме 2 этот предел равен Փ։(տ)^(տ). Из (1.17) следует, что

/ք(տ)Փ1(1-տ)ք(1-տ)^£Հ1-֊/% у+<~

Если обозначим

т/и
g(A-, <11 =-i-/<(տ)Փ1(1 ֊ տ) 5(1 — s)A— xds, (1.21)

\-խ

то по теореме Д существует предел в среднем
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g(x) = 1.1. m.g (а\ а), 
«■• + *

причем g (л) н L . (О, — «*՛).
Пусть

(1.21')

G (ճ) = I. 1. пт. xx~}dx, Res= — 
2

(1-22)

а
тогда из (1.21) и (1.22) следует, что

G(s) - №տ'յՓյ(1 — s)F(l —տ), Re 5 = (1.23)

Далее, из (1.23*  и (1.17) заключаем, что 

1
2

и в силу леммы 2

Из il.21 имеем:

л՛ 1+М
{*£(«,  a)dtt = ( —՜4՛ ФД1 — s) Л( I — s)A-’ ' ds
J 1— s

откуда, имея в виду 1.21') и переходя к пределу при а-^Ч-сс, по
лучим формулу

.г J-i-fx
\g{i^dti^-]- С Z-—Ф,(1 -s).:f(l- sjx1 s ds. (1.24)
J 2“Z .1 1 — s
* 

причем интеграл справа сходится в обычном смысле.
По теореме Б формулу (1.24) можно записать в виде:

(g (и) du = | ֊։_(±ԼԼ Փւ ( _ v Ճ ) f j y) dy.
.՛ J У \ dyj
о 0

т. e. утверждение (1.19) установлено.
Из (1.23) и (1.16) получим

/••(տ) = //(տ)Փ..(1 s)G(l— s). Res=y- (1.25)

Так как Ф211 — s) G (1 — s) I... j —— : » \ т0 в СИЛу 1.18)
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/•/(տ)Փ-ւ1 - s G(l-s)(£J ' ֊X*.  —■

Обозначим

\+,а
f (х, а) = ~ || /7 (տ) Ф2 (1 — s) G (1 — s) x-‘ds.

тогда

x
\f(u> a } du

6

—(ճ)- փ։ (i _ 5) a (I __ s)
1 — S

1.26)

и так как по теореме Я I. i. m./(«. a) =f(u). то из (1.26 следует

1 ք 7ճ(ձԼ 2~i J 1 — s
’ — ։»

Фх( 1 — s) G (I — .$) x’ ds (1-27)

По теореме ձ' формулу (1.27) можно записать в виде

\f(u)du = Фи(—у—')^(y)<v.

о о

т. е. утверждение (1.20) также установлено.
Очевидно, что при Ф։($) = Փ2(տ)տ 1 из доказанной теоремы сле

дует теорема Ватсона |1 теорема 129՛.
Легко видеть, что если взамен 11.17 , (1.18) выполняются условия

sup | /7 (տ) Ф, (5) |< — sup | A’ls ) I Հ — *>.
Re։՛-1 յ Res-* ’/։

то в теореме 1 утверждения (1.19) и 1.20. меняются местами.

Теорема 2. Пусть на линии s -it ( — °°< £<+ 00)

функции K{s), H(s), Ф։ (ձ՚), Փ2!Տւ связаны соотношением

տ)Փ2(տ) = 1. (1.28)

где Փյ(տ). Փշ՚տ) ՜Փ« или Փ*  и

sup К ($) Փշ (s) ; < 4- х.
Res-}

sup /7(տ)Փյ (s) I < 4- 
Rw-’

Тогда для любой функции f(x) аз Ls(0, 4՜°0) формула

(1-29)

(1.30)
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f/xj \ dy1 у

определяет почти всюду на (0. -г функцию g(x՛, также при- 
надлежающую к классу L~(0, ■ «•). Почти всюду на (0, Н-©о) имеет 
место двойственная формула

fW “ TL I ՓՀ-? Հ R (V1 dy.
dx J \ dy/ у

(1.32)

Доказательство. Пусть / х) — произвольная функция из 
Л а (0, 4- »), так что F ($) Л. (-i-----i «*,  ~ փ i « j. В силу (1.29)

ձ-(տ)Փ։(տ)ք(1-4>ՀճՀ1--/֊ -֊-+/«< )•

Пусть g(x) ее преобразование Меллина. Тогда

klM)rf« = -l-l՜ (1.33)
J 2к1 J 1 — s

յ-i»

Но по лемме 2 —(-֊-—°*  - преобразование Меллина для
1 — ճ

Փ2ք —х— Поэтому, в силу формулы Парсеваля для преобра-
\ dx/ х

зований Меллина, 1.33) эквивалентна равенству

\g{u)du= \ ^)hS±yL.f(y] dy, 

о о

откуда вытекает, что почти всюду имеет место равенство 1.31). Так- 
как

G(s)-K(s)* ։(s)F(l—s), Res=֊֊.

то и силу 11.28) следует, что

/ր(տ) = /7(տ)Փ,(տ)Օ(1-s). Res֊-֊--

Отсюда следует, что

(’/(u)rfu-— С (1.34)
J 2հ/ J 1 — տ
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Наконец, гак как ֊-------преобразование Медлина для
1 — տ

. / d \йДх]Փյ( —х—)-Ы~, то
\ dx/ х

^f(u)du 

О

!հՏ±ՃԼ.ՏԴ, dy.

о
Справедливо также следующее обобщение теорем 1 и 2, доказа

тельство которого мы опускаем ввиду того, что оно сходно с доказа
тельствами теорем 1 и 2.

Теорема 3. Пусть на .гании տ = J.. .1 ц ( _ » <Հ է < + «

функции К (տ), //($), Փր(տ ւ. 4‘յ (տ), Փ. (տ), ։1Հ(տ) связаны соотношением

K(s)H(\ —տ)Փ։(1 ֊տ)4\(1 ՀւՓ2(տյ4Հ(տ) = 1,

где Փ1(տ), Փ2(տ), 4րյ(տ), ԳՀ(տ) Фд или Փծ и

sup I K\S] փշ(տ) 4Լ(տ) |< -|- °Տ 
Rcj- 

sup /7(Տ)Փ1(Տ)|<-}-^.
RW-’

Тогда, для любой функции f(x) из класса Ч\

Т..(0, -*֊  ■»), формула

ах.1 \ dy! v \ dy/

определяет почти всюду на (0. -f- =») функцию g(x принадлежа

щую к классу 4Հ / х — \g (х) Հ £» (0, 4 ). Двойственная формула
' \ dxj

f{X) = Հ (փՀ- y-!L\bCsyLiv/yd\ 
dx J \ dy/ у \ dy/

также имеет место почти всюду на (0,
Теорема 4. (Аналог равенства Парсеваля]. Пусть удовлет

ворены условия теоремы 1. Тогда для любых функций /։ (х) и f-.(x). 
оля которых Ф։ ( —х -- )/х (х) - L., (0, — х՛). Ф-. (—х —(х) ' 

\ dx/ ‘ \ dx/
L (0. -|- ») имеет место равенство
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<= со
|/i(-40/?’v)dy = |g/։(-vy),g*(y)<v.  х>0, (1.35)

и
При условиях (1.29) и (1.30) имеет место также равенство

0 
где

V

30
/ ч d 

^(x)=ds; ^֊փՀ֊յ-ճյ/յյ,)^.. (1.36)

1 ճւ^ճԼ «իՀ-у<iy. (1-37)

Piф- (-х Ջք՝ HI Мг 3А ՜
о

я

1 I W * ֊֊)(л'у) 1 1 -л* -֊ Խս)1
,Н ՝ ах/ I I \ dx/

(1.38)

Д о к з за те л ьс т в о. Если G,: (տ) и (7/։ (տ) суть соответственно 
преобразования Медлина функций հ . (л) и g/։(x). то. как легко видеть, 
соотношения (1.36) и (1,37.1 в терминах преобразования Медлина со
ответственно эквивалентны формулам

G»(s) =/((տ) Փ, (1 — տ) А,(1 — s), Res-y. (1.39) 
••

- /У(5)фг 1-Ճ /Ղ(1-Ճ), Res=-֊-- (1.40)

Из (1.39), (1.40) и (1.16; следует равенство
F1(slFc(l—s) = fin s) Gk (1 s), Res = -J- (1.41)

«w

Умножая (1.41) нах Чх>0) и интегрируя результат по линии 

s= у 4֊ it (— ■>֊ <Հ է <Լ ■ °°) по теореме Շ получим формулу (1.35). 

Умножая обе части равенства (1.41) наФуэ՝ Փ.. ՚ I — տ и используя 

тот факт, что при условиях il.29t и (1.30) Ф։ $ (in (տ)■■Լ» —Z 4.

у-г/-') и Ф:(«)6и'$. /-..(֊֊֊/-■<. у z * ). по теореме /7 по

лучим равенство (1.38).
Следствие, а) При условиях теореме՛ если функции 

Ф։( — л՜ ~~ }/{х) в Ф«( x֊y)/(.v) из класса ճ5(0, * , то
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: « CD
( - jgA(x-)g*(x)dx,  (1.42)

I) о
где

gt '*)  ■= ֊ Ф.(֊У ֊)/(у) dy.
dx J у \ dy/

0
co

. Հ d Г Л. (xy) , / d \ ,. . 
ճհ№ = ֊ ֊—՜—^А— V — )/(y)<v. 

ax J у \ dy/ 
0

б) Если при условиях теоремы 1 дополнительно полагать, 
что

— Փ։(տ) = /<(տ) Փ,(1-տ), Res-1-. (1.43)
>w 

то
» » »
(|/(x)l*dx=  j|gA(x)|Mx = pgA(x)|adx, (1.44)

■ваК; £ (i
где

»
, . d f Հ (xy) / d \ £. . .
(*)  = / ’ ■ Փւ ֊ Ут )/(У) dy,

dx J у \ dy/ 
0

CD
. . d Ր A, (xy) , / d \-7 . ,g„ W «= 7֊ փՀ — У — (У) dy.

dx \ у \ dy/ 
о

Действительно, (1.42) следует из (1.35), если полагать, что 
յՆ>՛) ^Л(у) =/(у), У ;(0, се) и х*=1.  (1.44) следует из (1.35), 
если в последнем положить Հւ (у) =/(у),/2 (у) = /(у)? х «= I и учесть, 
что в силу условия (1.43) Gk{s) = Gh{\ — Т), т. е. (х) « gh (х)7

§ 2. Примеры и применения

■а)

б)

Теорема 5. Пусть функции k '.x и А (х) таковы, что 

sup|/<(s) [Г (տ)|՜ ՛!< + “,
Res - ’

sup I/7 (S) I < i », 
RW-’

(2-1)

(2.2)

(2.3)
о

Тогда, для любой функции, /(х) из класса

ւ (0, + »), формула
г Известия АН, серии фи:>..мат. наук. <՝да’ fV»՝*  //,

Я л 'HimSUL
W ԳՐԱԳԱՐԱՆ

ci—х — 
dx

f(x)
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(2.4)

определяет, почти всюду на (0, оо) функцию g(x) из класса
I / ժ\1՜1

Г ( — х — ) հ(.հ) - Z... (О, Почти всюду на (0. к>)
I \ dx/I
место двойственная формула

/ս)=ճ Гм^кГг/'-уАМ 'g(y)dy. 

dxj у \ с/у/ 
о

имеет

(2.5)

Доказательство. По формуле Парсеваля для преобразований 
Меллина на 1.2.3) имеем

1+<*
Ճ֊ Г = log (!.+ «). , („ >0).
2wJ 1-4 1։

J-'»

НО

_լ Г Ատ)£(1-տլ„..^= log(i^) , >0)

2«J 1—s и

поэтому

1_ f՜՛ 'j tf(4)K(1-4)_ г (4) Г (1-4) 1 H Jrfs =

2-zJ I l֊s 1—s I ■՛]
•1֊-

так K3K _ imi^L rL /1 _1 + zw\
1 —s 1—s \ 2 2 /

то по известной теореме (см. |1|, теорема 32) из (2.6) имеем

X(4)W(1—4)-Г(4)Г(1-4) =0. Йё4= -֊-• (2.7)

Далее заметим, что по формуле дополнения Г($)Г(1- տ) =։ 
[sin Т.$| поэтому

ch r.t
Отсюда получим опенку

Г
1 

"/■••= է՛ 
/2z

т. е. [Г ($)| 1 ГФ-,.
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Положив в теореме 1 Ф։ (5) = Ф2($) = |Г (տ)]՜1

(2.7) получим

— «)Ф,(1 — տ) Փ.|տ) = 1, Res = —■
2

Иначе говоря, удовлетворено условие (1.16).
Из (2.11 и 2.2 следует, что выполняются и.условия (1.17). (1.18) 

теоремы 1. из которой и следует наше утверждение.
Теорема 5'. Пусть удовлетворены условия (2.2) и (2.3) тео

ремы 5, а вместо (2.1) удовлетворяется условие:

Тогда, для любой Функции f[x} из класса -г ■■ ■, формула

(2.9)

класса.

имеет

g(x; = J A(xy)/(y)<v 
о ,

определяет почти всюду на (0, -֊ сс ) функцию հ (х) из

sin " ( — х — (х) /...(0.4-՛՜-»). Почти всюду на |0. ֊ »)
\ dx)

место двойственная формула

• ОС
1 d С h,ixv} , / d\ . . ./(X|= - 1 ■ sin^(-y֊U(y)rfy.
- dx 2 у \ dyl 

о
ide

.. . ...I մVй

(2.10)

sln-Հ—х- )g(x) = 1 1 |. m. V1----------- */ Л՜ 1 xf(x). (2. И)
\ dx' 1 х л-» (2^)|

Доказательство. Так как

= I ch ր/Հ> ՛ е , 
2

то ясно, что Տ1ԱրՏր:Փօ.
Положив в теореме I Ф։ (տ) = I - ФЛ. и Ф2(s) = --’sin ՜տ- Ф*,  в 

силу 12.7) имеем:

ձ՚՚Փ։(1 -տ1Փ,>(տ)=1, Res = ֊-

т. e. удовлетворяется условие (1.16). Из (2.21 и 2.8) следует, что вы
полняются также условия 1.17 и (1.18) теоремы 1. которая и уста
навливает наше утверждение.
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Так как

sin ՜ —р it \ = ch-t =V —— f\ 
\2 > է№՝

то в качестве последовательностей полиномов | բՀ - У it 

(п տ=»0, 1, ... ) можно взять

так как удовлетворяется условие (1.8). Тогда

sin - Հ-х4֊ )^(х) = 1. 1. m.P„(—x^-\g(x} =
\ dx/ л-о. \ ах/

= -7֊ I- I- гп. Q„ ( ix — ն/'xf(x) = 
Ух \ dx/

= ֊= 1.1- m. У --------- |/А/(х),
|/х «-» Հյ (2*)!  

*֊0 '
тг. е. (2.11) доказано.

Следствие. Интегральное преобразование Стильтьеса
го

£(*)  = I ^-dyt /(y)g£2(O, + ~) (2.12)
J х+у 
о

■обращается формулой

/(x) = -Lsln«(-x-^ Wr). (2.13)
те \ ах/

Действительно, положив в теореме 5'

*(*)  = -!-. H(s) = \,
1 ■ х

убеждаемся, что все условия теоремы 5' выполняются, если Փ։(տ)=1, 
■Ф2 (s) — z՜1 sin -s. Поэтому интегральное преобразование

т (у)
J I + ХУ 
о

г (У) С^-2(0. + (2.14)

•обращается формулой

•X
, . 1 d Ր Л1(ху) , / d \ . . ,? ■■■; == — 7՜ ֊ձ֊2֊ Sin«( - JI- g(у)dy, 

r- d*  j У \ dy/
(2-15)

о
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где

•■"-քԱՏԼւ Н
Из (2.15) следует

L?Z.L\ = J-slnn/—x-^-V(x). (2.17)
х \х / т. \ dx/

Обозначая — \ = f(x) Լ„(0, փ х), из (2.14) и (2.17) получаем
х \. х /

(2.12) и (2.13).
Эта формула обращении преобразования Стильтьеса содержится в 

книге Винера-Палеи |3|.
Заметим, что в данном случае выполняется не только условие

sup | К ($) Ф2 (տ) | <*  4֊
Rej-| 

но и условие
sup |/У ($)<!>! (ծ՝)|<4֊ 00.

Wes-’

Поэтому верно и обратное утверждение, а именно, что решение 
уравнения

I /(л-)= -L Տ|որՀ-X-j-\g(x),

где f(x) ££2(0, 4- «>), запишется в виде (2.12).
Последнее утверждение для функции f(x) из класса | xf(x)£ 

С-5(0. -<») (т. е. функция 1'х/(х) непрерывна и ограничена), при 
граничных условиях:

g(x)=0(l),

xg(x) = 0(l), х -О,

следует из теоремы Хиршмана и Уиддера (см. |7|, гл. 111, теорема 8.3).
Получим формулу обращения для обобщенного преобразования 

Стильтьеса.
Тео ре м а 6. Для любой функции f(х)■ /.2(0. 4-°*)  формула

р v’/(v)
Я(х) = Г(1+а) -- Հ - dy, (Rea>0) (2.18)

J(x4-y)։+« 
и

определяет понта всюду на (О, -Н °°) функцию g(x) из класса

Г^—л'֊^г( 1 ‘ՒՅէ + *յ՜)|  +00)-

Почти всюду на (0, 4-00) имеет место двойственная формула 
/М=Гг;/_х^-\г(1+а + х^-՝)| 'g(x). (2.19)
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Доказательство. Из формулы Стирлинга можно легко по
лучить, что функция |Г($)Т(14֊а -s)| 1 удовлетворяет неравенству

г(֊ + «)гС/։ + »֊«) ) Sw"'՛՜”0'-'1.1Л>4
т. е. |Г ($)Г (1 4-а —$)| 1 £ф^. Поэтому, полагая в теореме 1 A'(s) = 
Г (s) Г(1 Н-х-տԼ A/(s) - 1. Փէ(տ) ֊ 1, Փ2(տ) = |Г (Տ) Г (1 4-*- տ)|՜’< 
Փծ, получаем, что нее условия теоремы 1 удовлетворяются. Следова
тельно, преобразование

£(Л) = Г(1 + «И _?.։>:>—, <?(у)£/.2(0, ֊), (2.20)
J (14-ху)։+“

обращается формулой

-։
g(y)<ly՝ (2.21)

где Аа(х) определяется из (2.16). 
Из (2.21) следует, что

-ср 
X

Обозначая —1 }=/(х) А-.(0, 4֊ °0), по (2.20) и (2.21) убеж- 
х \ х /

(2.22)

даемся в справедливости нашей теоремы.
Легко видеть, что здесь также имеет место обратное утвержде

ние. что решение уравнения (2.19), где J (х) Д2(0, 4֊») задано, да
ется формулой (2.18).

Теорема 7. Для любой функции f(x) из класса
sin - ( —х (! f (х) £ L... (0, -г ) формула

g ix\=֊ i(x — у)’֊1 s\nz(—y~'\f(y)dy, Rez>0 (2.23)
-I (a) J \ dy/

о

определяет функцию g(x) из класса x 'g(x) /,2(0, 4-<*).  Почти 
всюду на. (О, 4- ») имеет место двойственная формула

V-
/(х) = Г (1+>)(*■  rfy. (2.24)

J(x + y)’+’
Ci

Доказательство. Положим К (.*»)  — Г ($) |Г (s — a)| 1, Н($) = 
= Г(б)Г’(14-а — $), Փշ(տ)=1, Փւ (.$) = --’sin-s. Так как (см. |IJ, 
стр. 251)
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1 I—(1-х)в֊։, 0<л<1, 
*(*)  = Г(-х)

10, х > 1

/?еа>0

Л(л) = Г(1 4-а)
(14֊ *) ’*’’

то по теореме 1 интегральное преобразование
1

’ (4“ та *1 ՜ Лу)’ '։1" Т ՜ ֊'dy )fW dy'

ГДС $1пк^—х~ )/(л։) Д8 0. 4֊ »), обращается формулой

(2.25)

/(X ;,ր(1-հ«)ք tfy. (2,26)
J (1+xy)’- 
и

или, обозначая xa ’?/ 1 )=g(x), приходим к утверждению теоремы.

Теорема 8. Пусть р>֊-» ֊<Հ;^<Հ------■------ • тогда имте-
ИИВр^ ՜ 2 2 Р 2

гральное преобразование 
•х 11

■ = է--Հ՜ у՛: н) (xy^-'f(y)dy. (2.27)

V

гое /(*)££.(0,  + «■); Е-. ։;?:=՝—;------
~Г(*Р֊ ’+н)

функция типа Миттаг-Лефяера, обращается формулой 

/(-V)=Iտ։ո л֊£)г(-х £) 1!т<т)|- (2.28)

Доказательство. Так как

где постоянная, не зависящая от /. то при р>—- 

sin пр($ 4- р—1) X Г (1 —ճ)£Փ>«
Положим в теореме I К (s) = | sin пр (« 4- !*  — I) Г (1 — տ)| ՜1, 

//(տ) I, Փ։ւ.$) l, Փ8(տ) sin rp s p 1)Г(1 s) и заметим, что 
((8|, стр. 151)

ձ
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И

Тогда приходим к выводу, что преобразование

» I լ
Я (л) = ՜ j (~х< У՝ ('Ч'У՜1 /(У) <v,/(y)€L2(0, оо) 

о

обращается формулой
ОО

/(*)  = Ճ [АЙШsin вр ( -у А + и _ 1 ул + у Л \1 g (у) dy. (2.29> 
dx J у \ dy / \ ay/J

0 ;
эквивалентной формулам

Следствие. Интегральное преобразование Лапласа

g (х) = e~*yf(y)  dy, /(у) СА2 (0, оо)

о

(2.30)

обращается формулой

Действительно, полагая в (2.27) р = а •-= 1, приходил! к нашему 
утверждению.

Формула обращения (2.31) была получена Поллардом [4] в не
сколько иной форме.

Получим теперь еще одну формулу обращения для преобразо
вания Лапласа.

Теорема 9. Интегральное преобразование 2.30} обращается 
формулой: 

оо
., . 2 d (‘ 1 — cos ху , - / d \ , . , /о/ix} =-------- ------------------у- sin —( - у - ) g (у) dy. (2.32)

- dx յ у 2 \ dy/
о

Доказательство. Так как
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Полагая в теореме 1, /< (տ) *=  Г (տ). /-/(տ՝ = —- Г ($)sin — s, 
Հ 2

Փ։($) = Լ Փ2(տ) — sin ֊^֊տ и проверяя справедливость всех условий, 

приходим к нашему утверждению.
Теорема 10. Для любой функции ք (х) из класса

ГI 1 А‘ ՜7՜ "1 I / (। $ Л.. {0, 4- сс) формул а 
\ dx) I

со 1

gW = [r(« I ւ)]մ 1 г(1+},4')J (1 +л'у)л+1 \ 14- xy 1 \ ay J
0

(2.33)

где Pa lx — полином Лежандра n - го порядка, определяет почти 

всюду на (0, 4՜ <») функцию g (х) из класса г(“+1+'г)Г
l-z'.O, 4՜ ос). Почти всюду на (0, |- со) имеет место двой

ственная формула
I

/(х)= J-f(i ху)" ' |r(« + l+j'4')l 'sO)“y.
Г(л)J Ik dy) I

о

(2.34)

Доказательство. Положим К (s) = Г (s)[T(/z 4՜ 1 —տ)1՜ |Г(1 — 
֊•41 Հ /У(5)=Г(5)|Г(л4֊^)]-։, Ф1(5) = [Г(1-5)1֊1; Ф2 (s) = [Г(/г 4- 
4- ։֊«)]-՛.

В силу оценки

имеем Փ։(տ), Փ2(տ)֊Փ». Так как (см. |1], стр. 251)

Л(х) = |Г(«4֊1)|2----------- г1 1 (1 4֊

и
h{x)- — (1 -xY-Հ 0<л-<1.1 (л)

о, х>1,
то утверждение теоремы следует из теоремы 1.

Можно привести многочисленные примеры применения других 
теорем §1. но в данной статье мы на этом остановливаться не будем.

Институт математики и механики
АН Армянском ССР Поступила 21 V 1959



С. А. Акопян

U. |ք». Հակոքէյսւհ

ՒՆՏեԳՐԱԼ Ջե<ԱՓՈԽՈհԹՅՈհՆՆեր. ԿԱՊ4.ԱԾ ԱՆՀեՐՋ ԿՍւՐԳհ 
ԴՒՖԵՐեՆՑՒԱԼ ՕՊեՐԱՏՈՐՆեՐՒ ՌՏ

Ա 1Г «Ի П Փ II ։• Ս'

1'նչպես հալտնի Լ [1]. |$]» ե թ ե /Հ (֊Տ) և Ւ1 (տ) ֆունկցիաները սահման

ված են մ իա fit S — — it (— CO <Վ է ՀԼ 4՜ Cq) դծի >[ք,,,Կ երկուսն Լլ սահ- 

մ անափ ակ են ե բավարարս։ մ են

A'(s)//(1 -s) = l, Res = 
—

1

ֆունկցիոնալ հավասարմանը, ապա նրանը ծնում են որոշակի ինաեդրալ ձև- 

վավւոիւո։ թ /սւններ /_л(0. 4*  х ) դասում, ալն է' եթե ——— և 1 -—— համա-

պ ա ut ա и իւ ան ա բար Kis) , H(s ե-------
1 --- Տ 1 — Տ

ֆունկցիաների Մևչլինի ձեափոիա։ թ/ան

ներն են, ապա ֊4 CC) դասի լա րարանչլո» ր ք [Х՝\ ֆունկցիա ունի եր
կու ձև ալիս ի։ ւլլթ լուննե ր , որոնք 0, 4՜ ) *Ւ 'tl"" համարյա ամենարևր որոչ֊
վա.մ են

00
, . d C kAxy) e/ . 

gkW= -—/с
dx J у 

о 

(x) = ֊ ֊ (dy 
dx J у

բանաձևերով: Ընդ որումgk(x) և ghix] ֆունկցիաներդ L^\Q, - :X-) դասից
են, և համարլա ամենուրեր I 0, — CO I ֊ի վրա իրավացի են

ք (-«) = ~ f հյ ֊ ֊ Lgk(y) dy, 
dx J у

и
х£(0, 4-°* )

00 
r . d /г.(ху) 
/(-«) = у ё» (У) ‘‘у

dx J v
о

չրջման բանաձև երբ:
եերկա հոդված ի է ֊ու մ կասուցվա մ են ուղիդ և հակադարձ ինտեդրսղ

ձևավւոիէութլուններ ալէլ դեպքում, երր l\ (.S’) և Ւ/\Տ) ֆւունկցիանևրը (1)-1' 
փէէիւար1ւն բավարարս։ ւ) են



Интегр. преобразования, связанные с дифференциальными операторами 27

К (» Н( 1 —5; Ф։ (1 —ճ։ | Ф.? (s i = 1, Res = —

Սահմանելով Փ։ g 1 X) ոպերաաո քների

ւոևսքի 'իանկց իոն ա / հավասարմանը Փյ ձ') Л Փ» (.$') ֆունկցիաների վրա դրբ
ված որոշակի սահմանսւփակու մսերի դեպքում,

-A-Aj/(x)/, փ / д-ճ 
dx/ \ dx

իմաստը, y,,L[H Հ էորվամ, որ Փ, /  X | ք (X I /-շ (0, 05) դասի ցանկա֊
\ dx)

ցած ֆունկցիա լի համար
К ք*մճճւ փ

dx J у \ dy I
о

բանաձև ր համ ար լա ամենուրեք (0» 30 ) ՜/’ "րոշամ Հ- ֊Հ (Л՞) ֆունկցիա

Փ:( -Л- •— j g (x) է Lz (0. -«I դասից։ ‘Ւրա հես։ մևկտեդ համարքս ամենու֊ 
\ dx;՝

(•եք (0. — 30) միջակա լքում ահ դի ունի շրջման բանաձևը՝
H f (*)  = ֊ \ փ /_y ճ\ g (y) Հւ,:

dx J у \ dyj
0

Ալս տեղ ասացված արդլունքներն իրհնցից նեբկալացնո, մ են Պլանշև֊ 
րհլ-՚Լատսոնի ինտեգրալ ձև ափ ո իա, իք լաննե ր ի տեււութ լան հհ ւոադա դաբդացո, ֊ 
մր։ 2֊Ոևմ բերվում են $ J-ա մ ապացուցված թեորեմների տարրեր հետե֊ 
վանրներ։

4“ասնավորապևս, Փյ (ճ 1 դեպքամ րերվամ են շլւջման րանաձեեր 
մի քանի հալտնի ինտեգրա/ ձեավւոիւավյրոնների ( Սւոիլալեււի. Լապլասի հ 
">յ(ն) համար /..,(0, ՜ք՜00) դասում, որոնք Պա լե լ֊'Լինե րի |ծ'| ե Պոլլարդի 
[-/| կսդմից ստացված Լին ալլ ճանասլարհովէ

ք'։,,ցի է-թ^նից, iff 1֊ի արէլլ„ւհքների հիման վրա քերվում են, ինտևդրալ 
ձևափոխաթլունների մի քանի նււր հատուկ դասերի համար, շրջման բանա
ձևեր,
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