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ФИЗИКА

С. М. Хзарджян

К теории нелинейных колебаний плазмы

В известных работах |lj последовательно развита теория колеба­
нии плазмы в рамках линейного приближения. Без учета распределе­
ния скоростей в работах |2| рассматриваются некоторые результаты 
нелинейной теории. Эти работы не учитывают температурного разбро­
са скоростей и поэтому не могут выявить температурное влияние как 
и:։ линейные, так и нелинейные эффекты. К вопросам нелинейной тео­
рии плазмы нужно отнести перенос массы и заряда продольными (а 
гак же поперечными волнами, вопросы взаимодействия продольных 
волн друг с другом, поперечных волн друг с другом и продольных И 
поперечных—между собой. Является важным так же вопрос влияния 
магнитного поля на нелинейные колебания плазмы.

В настоящей работе мы ставим себе цель прежде всего разрабо­
тать последовательный аппарат теории возмущений, на основании ко­
торого можно было бы выяснить все эффекты так называемой малой 
нелинейности. Это։ аппарат соответствует разложению но малому па­
раметру-отношению изменения плотности при наличии волн к сред­
нему значению плотности.

В этой работе мы приводим этот аппарат только для случая про­
дольных волн в плазме, оставляя распространение аппарата на попе­
речные волны для последующих работ. В качестве основного нели­
нейного эффекта рассматривается „акустический ветер*, выступающий 
как эффект второго приближения.

Явление „акустического ведра* состоит в том, что при ирохож- 
ении звуковой волны в жилкой или газообразной среде, в последней 

возникают стационарные потоки жидкости или газа. Первые теорети­
ческие исследования этого явления принадлежат Релею |3|, позднее 
появилась серия работ |4|, краткий анализ и критика которых даны в 
работе |5|.

В работе 'i6j рассматриваются поверхностные волны, где впервые 
устанавливается непосредственная связь между волной и переносом 
вещества. Перенос вещества в этой теории является следствием учета 
конечности амплитуд поверхностных волн.
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В работе 5 . исходя из уравнения Харти, исследуется перенос 
вещества волнами в системе частиц с произвольным взаимодействием. 
Вычислена плотность тока переносимого волнами, и выявлена е£ за­
висимость от амплитуды колебании. Недостатком этого решения яв­
ляется го. что не выявлена зависимость ьтотности тока от темпера­
туры. Преимущество нашего подхода включается в применении 
уравнения Власова А. А. |1|. позволяющего учест։ температуру и 
особо характерные „дальние" взаимодействия в плазме.

Как известно, при решении уравнения Власова А. А методом 
стационарных волн возникает известная грудность, связанная с появ­
лением сингулярных интегралов. С этой трудностью впервые столк­
нулся Власов Л. Л. [1|. Власов А. А. считал, что сингулярные инте­
гралы. понимаемые в смысле главного значения, соответствуют ста­
ционарным. незатухающим волнам, в которых начальный момент вре 
мени никак не выделен.

Л. Д. Ландау |7|։ считая неправильным метод стационарных волн 
и применяя к уравнению Власова А.'А. преобразование Лапласа, из­
бавился от этих сингулярных интегралов, в результате пришел к вы 
коду, что в плазме возможны лишь нестационарные затухающие 
волны.

Van Катреп ]1| решая уравнение Власова А. А., как и Власов 
А. А., методом стационарных волн, получил общее решение и пока­
зал, что если понимать получающиеся сингулярные интегралы в смыс­
ле главного значения, то тем самым отбрасываются нестационарные 
процессы и приходим к истолкованию Власова А. \. Случай же Лан­
дау Л. Д. получается из общего решения введением начальных усло­
вий. В данной статье рассматривается перенос вещества стационар­
ными волнами.

§ 1. Основное уравнение

Исходным уравнением является уравнение Власова А. А |9|

4 V՛ V/ f — V-՜, F \>r I Ф г г' ) dr' 1 /1 г. v'. t ,i dv՛ — 0. (IУ
dt т J J 

где ^=A+/՜ функция распределения частиц.
Հօ՜ функция распределения частиц равновесного состоя­

ния,
Ф,' |г — r'\ ) — потенциальная энергия взаимодействия частиц. 

т ֊ масса частиц.
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е / Գ \* г.iv /■ малый параметр, причем л ֊ [ • а
\ Р '

Ъ = V Яг.|(г՛)? ■
I — с

Условие действительности © есть Ae.i (гч -- Ar,-t (^).
Задача заключается в определении коэффциента Acj(v].

■3

§ 2 Рекуррентные формулы для коэффициентов 
разложения

Подставляя (2) в (1) и приравнивая члены с. одинаковыми степенями 
малости имеем 

д^( — 1 - Ր ■
• Ч- иу, ©f — V<. А?г ф(|г r')vfdr'dv ֊

ժր րո J

1 c՜* - Ր
= —Vvv<?7 1փ(|ր ր |)©;_ dr'd-v՛. (4)

րո ,)
/“•

Подставляя (3) в (4) и приравнивая члены с одинаковыми
1 m<«f ftrj)

exp получаем

I(kv ^)At.,t(v) Jlk =
m

կ v՝ \ я -
= У >Vv (/ — ///'). (5)

w j I tn՛

где зц. = ф (| r — r* I)dr .

<ic.t = AtA!.4)dn.

Обозначая

.Ն,յ«,ւ®Հ/Հ- = I I .4r,( v j dvд. dvy , (53

и умножая уравнение (5) на ------ • найдем
kv — >n

4,|lg|֊^-^ arl I- 
m Ւմ ч»

/г . Պ I
, , V? (՛է՛) <Հ՚՛ : tn (J — ffl ) .

ՈԼ к V — <՚յ
J-l tn‘

(6)
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Направляя k по оси z, можно без труда проинтегрировать урав­
нение (6) по vA и г»у. Совершая эти квадратуры и употребляя обоз­
начение (5J, получим,

-ib du
•'V/ ' ")----- ՛'' А* 7 (lr.է

т к" — <”

ք.՚ւ՛ ՜Մ i>։")k 1 ‘ -

Теперь можно произвести интегрирование по и (понимаем инте 
грая в смысле главного значения)

ճձձւ7‘ 
du՜

kll <Ո
du acj I -=

Ր dAKm. u)
/z'v'x.-, I du

— - \ \ I - "с /. I m 3(/ m k \J M )•
m ““ — I ՛(" ՝"

/-> m՝ J
Если ввести обозначения

(8)

Հ/օ {») 
du 

ku
du, ?c.I —

I d" .j
I ------------ an.
I ku «>

191

уравнение примет вид

1 — ku ae.t I —
m

— ,'J.rrt "c Հ w').i d Ui),
m

(10)

§ 3. Приближенное определение коэффициентов разложения 
Решим уравнение (10) п различных приближениях.
1-Ос приближение с — I = 1.

Тогда из 110) «։.։ = 0.

Предполагая uj.r * 0, получим

/га = 1 
т НО

Так как а —

р df0 и)
du , ----------du

kll — «1

Ղ =

1 ՞ ֊ Խ
т
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(значение |ճյ.ւ | должно определяться интенсивностью, звуком поля , 
то соотношение (11) перепишется следующим образом

f
df9(u]
֊^-du^l. (11Կ
ku —

Рассмотрим предельный случай длинных волн (А —0) Разложим 
подинтегральное выражение по степеням А*.

(՜ճձ1ճԼ—!—rfu = _.±C2Voj7fL|1+<^ + /^\’. ...L„ .и»)
J (hi ku. — I» w J du J w ՝ <i» /

Легко видеть, что (I Г) можно интегрировать вдоль действительной оси, 
как это делается п работе |1|, н здесь получаются ге же соотноше­
ния. Этот случай и будем исследовать

2֊ос приближение.
Случай 1. с 2. / 1.

т J т
Из (111 получим

А
— р։,об։,։ ’ - 0. значит Н.л, <= 0, или. что то же самое, 
т

!մս = 0.
du ku w

(12

(13)

Если 4j.o отличается от О. то значит существует акустический ветер, 
причем плотность тока

Л»=}Л։.о u)udu, (14)
который будет выступать как эффект 1-го порядка.

При k — 0. как уже было показано, можно интегрировать вдоль 
действительной оси. При этом нетрудно видеть, что

dAi.o(u) _ , .------------ — = 0, значит Дյ.օ (и । = Շ.
du

Чтобы формула (14֊ имела смысл, нужно брать С 0, значит Д։,о- О. 
Этот результат показывает, что в первом приближении .акустическо­
го ветра* нет.
2-ое приближение. Случай II с - / — 2. Тогда из 110)

А
2Дал = —3».։ <*։.։• 

т

Отсюда подставляя значения и Д,. из (9. ЯО)

р ‘I 1 \
А’ ., 1 I du ' du ku — w /

л:. --------------  I ------------------------՛—
2mf ՚ j sa I ku — ю 

m

du .
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Обозначая
Րճ/ճճ_ 1 . \ 

, I du \ du ku - ա> / . 
/= I —----------------- du

ku — w 
tJ

получим
= —1----- /. (16)

2 Ո1՜ , So*.1-------
'к

Перейдем к следующему приближению.
3-ее приближение г = 3. / —1. Из (10 получим

I — ka I 6/3,1 = — |3շ4օ(?յ.ւ од.-{-3j,2<7j |5 h ( — 1) 4՜^։. J ^2.2 e2i 2] • (17) 
m J m

Принимая во внимание И) получим

ջ . M 8)
Ли о*

Именно этим членом 32,tl мы и будем заниматься для расчета исследуе­
мого эффекта

§ 4. Вычисление „акустического ветра4*

Из i9i и (18) имеем

յ՚^'Ն,օ 11 -----------du =
, du ku - <•>

1
«։.ւ Պ.-

dAz.?. I, II)
ռ

i ° -k—-------- ՚ — lih.i 92k
kU — <՛•

dA\, -1 (//) 
du 

ku—m
du. (19)

Из (19) легко заключить, что при к ֊* О

<М2.о(н) 
du

1 I 
------- flj. -1®-*! 
<0.1 Ъ |

dAy::(u) dAi, ։(«)
------: “ 2<Հ՚յ յ24 —----------  
du du

(20)

Откуда

Л 2.0 (#) = —— խր. I з-fc Д2.2 (и) 2а?.> Յշ* Л I, _ւ («)) 4- C. (21)
«1.1 =fc

Для того, чтобы формула /շ.օ=) .4Հօ (и) udu имела смысл С дол­
жно равняться кулю.

Из (7) имеем
<%(«) <Уо(«)

, / . 3* , du , . . 5_fc , du•41.1 (и) — — k - ----------  Այ. g .41,-i (//) =----k---------- «1 _j.
m ku <•> ni ku — w
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Л>,ч(и) —

dfoW
շ՚շձ f{3 du °fc Պ.ւ J
2m3 ktt.֊- w ] _ Оц

dfo (u) ՜

После подстановки (22) в (21) получим 

d / dfb(ii) 1___ \
k֊ du\ du ku-ы) i2k4^~k

•A 2.0 (и) = ֊ ~ ’л о _ k------------ --------------------- ---------  -—
՝2m- ku — о) 2/л

ձԼ_

’ft

1 -du
ku to |a։.i i=.

Откуда

Ом =- J 4շ.օ (и) du, 7$.о = j /1 շ,օ (и) и du, (24)

где ճշ,օ — уплотнение, вызываемое волнами.
Л,о — плотность потока.
Таким образом, вычисление «շ.ո и .-V.՛. сводится к вычислению 

интегралов

ku — w du \ du ku — oi /

/.= —1 Adu,

1 Известия АН. серия фкя.-мат. наук. .4; 6

J ku — Ot du \ du ku — u> /

/, = I' Ճ4<“L մս, f _JL_ du
J du ku — W J ku —10 du

Предполагая j0(u) и fQ(u) равными нулю при и— со, получим 

/ = ЗА" -
J (ku u>)4

-AL^du, 
(ku — wY k

du, — 
k և

причем, когда

a) /о(н) = <w)« гле rl средняя плотность частиц.

, . (о , k , k w/=—֊, /. = — и, /2——и, /, = — п
оУ։ k и)4 ՜ ։rts ։»“ k

____ та1
б) /о(«) = «1/ ^-.е м 

Р՜ 2хх/
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с точностью до второго приближения включительно получим

(25)

Подставляя (23) в (24) получим

, &
1пг

х| ւ но— (—У «“։i a,.,i4-- (2б>
I т \ и» / or k

Выражение (26) определяет зависимость плотное։и тока от тем­
пературы. Из (26) легко видеть, что когда плотность тока уве­
личивается с температурой, а в случае Л.о уменьшается с увс- 
личемнем температуры•

При
, п Л3

J _ «Г т

■/■=------------Զ.—г—
Յշ* I /г 6* №- ------------fl-------------- -
w 1 — 3?ծ/3& ՚°2 ™

плотность тока Обращается в нуль
В заключение выряжаю глубокую благодарность моему научному 

руководителю проф. Власову А. А. за предложенную тему и за цен­
ные советы при выполнении работы.
■MbCKORCKHii Госуларстиениый Уннперснтет

нм. Ломоносова Поступила 2 111 1959

II. IT. luquiry Սսհ

ՊԼԱՋՕՅՒ ՈՋ֊ԳԾԱՅՒՆ ՏԱՏԱՆՈՏՄՆեՐհ ՏեՍՈհՌՅԱՆ ԲՈՒՐՋԸ

Ա 1Г Փ Ո Փ П Ի Մ

Պ ]iiti[d/и )ի ղծաւքէն տա ittuAiiit >lii /»/'// տhunt թլունր и {пип եմ uint իկա րսւ ր /լար֊ 
ր"!ք/Կ ՛■ 1'1 /d է'1 է ննեււսւ մ: | 21 սւշխաաու Է!I" Հհներւււ մ, աասնց հւսշ-
՛//՛ !"* [dրււննհւփ ցաշխա.մր, ստացվևէ Լն ս^-դծէսլ(/ն uthuut թրսն
<քի թււէնի սւրդււէէն^Հհեր:

4վ1ք ա շխէս titti ւ fd ւրւ/նն/iii ր շեն Ifiuitiirj արտացոլել շեր։! ut и m ft է\սւն ft աւլդե- 
[d լո/նր >4/սսրք tu ittt մ ււչ֊ւ} Л ւս(1էն էֆե՚րոների վրսւէ D ՝՝ t/ծ иг / ին ա ես rt t թ րսն ր
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պեար Լ՜ վե րադրե / մաււււաէի ե jfttjpft ՛էի ր։ [и ան tju ւ.մր ինչպես երկայնւււկան, 
այնպես էլ րււլնական ա քիրնե ե րկա լհական ալիրների փոխ ա դդ ե grit թ լու -
նր միմ լանդ հետ, fit' քնական աքիրների фп ի։ ա դդե ցս ։.թ ju ։ն ր մ իմ լան ց հետ։ 
Նարեոր է նաե մադնիսական դաշտի սւդդեցուիք քունր ոչ-դծսւ լին էֆեկտների 
,/ր.Աէ

Ներկա հււդված ու մ մ It’ll ր նպատակ ենր /յ|?/օրւ/' նտքս և սէււտջ դսւ րդ ա դն ե յ 
ււիււաեմ ատիկ դրդոումների nt ե ittt < ի/ jrt ւնր, ttftj* միջոցով հնարավոր քինի պայւ֊ 
դեք րո/որ էֆեկտները. ար է պես կո *фиЛ . վարը it \~դծա/նա թ յան, որը համ ա- 
պտտա ոիւանոէ մ է վերլու Attt.[J (»/նր fttttn ւիսրր պարամետրի քոա m թ՛յան ւքւոքս- 
ադդ եдиլ քմ jui'lt հարարերtu [Jյանը ւպիրնե րի ւաէկա յա քմլան դեպրու֊մ, իէտութ լան 
միջին արմերին։

հերկա հոդվածում վերսհիշրոչ ուպարաար կիրաէւվւււմ /, պլազմայի մի­
այն երկայնական ա լիրներ ի դեպրի համար! 11րպ'.ս и}-դծալին հիմնական է֊ 
ֆեկտ դ իա ա րկվ nt tf Լ « Аш քնային լ>ւս մ ք։ն 11. որը հանդես /_ դւսլիււ որպես երկ­
րորդ մոտաէքորէէլիյ լան էֆեկտ: Ч,(и մոտեցման ա uuttf ե/ու թ յո ւն ft | •/1 ե |~>| 
տշխաէոոէթ քէէէնների նկատմամբ հիւքնված է //.. Ա. ՛Լյաս սվ // հավասարման 
վրա, որը հանդ իււանոէ մ է պ յա զմ tn յում ջերմ աստիճանի ե հատուկ բնորոշ 
<Հհեиավոր էիէւիէէսդդեցէււ fdրէէն միամամանակրււ հտշվումր։
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