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Кручение полого прямоугольного стержня с 
тонким усиливающим покрытием

В статье рассматривается задача о кручении призматического 
стержня прямоугольного поперечного сечения с прямоугольным сим­
метричным вырезом. Боковая и внутренняя поверхности стержня пред­
полагаются покрытыми усиливающим слоем постоянной толщины.

На основании малости толщины покрытия по сравнению с по­
перечными размерами стержня, в постановке рассматриваемой задачи 
влияние усиливающего покрытия с определенным приближением вы­
ражено контурным условием задачи определения функции напряже­
ний при кручении |1|. Для определения функции напряжений ис­
пользована ортонормированная система функций, исследованная в 
работе |2|.

Рассматриваемая задача сведена к решению совокупности двух 
вполне регулярных бесконечных систем линейных уравнений. При 
двух отношениях размеров квадратного сечения с оценкой погреш­
ности приближения решена совокупность бесконечных систем. Опре­
делены напряжения в характерных точках сечения и жесткость на 
кручение стержня.

1. Координатная система и размеры поперечного сечения скру­
чиваемого стержня показаны на фиг. I. Области соответствующие 
усиливающему покрытию, заштрихованы

Функция напряжений при кручении Ւ \ х, у. в области попереч­
ного сечения, соответствующей основному материалу стержня, удов­
летворяет уравнению Пуассона

ձ/-=
(ՐՒ 

дх2

ՕԴ'
-20 (1.1)

и приближенному |2| контурному условию

I- ֊է֊ I*  — = (1.2)

Здесь р. ձ֊։ .
G

где о —толщина покрытия, (J и (!г — модули сдвига

основного материала и .материала покрытия стержня, п — направле­
ние внешней нормали к контуру L, ( —постоянная величина, значе­
ние которой на внешнем контуре можно приравнять нулю [2|

Жесткость стержня на кручение определяется формулой
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Ւ (х, у) dxdy -f- 2с020, (1-3J

где с0 — значение с на внутреннем контуре, а площадь, ограни­
ченная контуром с(1.

Касательные напряжения в области /Э։> определяются обычными 
формулами

В области /Հ, соответствующей покрытию, касательное напряжение 
направлено но касательно։"։ А, и определяется формулой

-„ = »ևճւճ.. (1.5)
5

где 3 -степень кручения, а /^ — значение функции /՛' на
По соображениям симметрии достаточно определить 

1 (х, у) только в областях 1, II и 111.
Функцию F будем искать в виде:

функцию

Л(*.  V) + 5lx) в области 1,

/•'(А-. У) = Л(х, у) н области 11. 1.1.6)

Fj .х, у) -|-S у) в области 111.

где

S(x) = — 
2н + я

-(>f + p), S(y) = ’>՛+11’-
2|х 4- а

(1.7)

На основании (1.1), (1.2) и (1.6) хля определения Ւ 
получаем следующие условия:

к 7'2 и /“Л

АЛ = —2G, (/=1 2. 3) 1.8)

Л 1'0. у)—р— 
дх

= 0. у) + н~
х-0 вх

=-о.
V—.»

(1.9)

Հ։(°. У) — Н . ■ 
дх

ah'
0. F2(x, 0) 

х-0 <v
- о.

У-0
(1.10;

ГД*.  0)- Ж

<>У

0. F,(x,<f) + 1֊^։ 

у 0
= 0. 

y-rf
(1.11)

F..(x. d)^F\(x. d} + S(x), 
ժ\- >-</ ду

•
у-.-/

(1.12)

ՒՀ а, у) == /•; [а. у) S(y). Ջ 
dx

= дЬ 
х-п дх

•
1д--«

(1-13)
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/?(л', d) — [՝\ X.d с) - S'X),

Л(<7, у) - Л3 а 4- Ь, у) փ 5(у). • (1.15)
Л—04-ծ

of.
ժ\’ у - d dy

f)x dx

’ (1.14)

Условия 1.14) и (1.15) выражают симметричность функции
F{x, у) относительно осей симметрии области прямоугольного 
пия стержня.

Функции F։. Л, и /-д представим в виде рядов:
со

sln «{..у 4- pa*  cos о*х

А.--П

где
a-

сече-

11.16)

ЭС
7շ= У<Му) 

k-0

У ՛!»*  lx)
Л-0

Л*«р+у11-| РЧ) ,

и 
нений

sin Ofc.V 4- ааЛ. cos fyX
(1.17)

Sinfcy H^COSfcy

.v* (1.18)

(1.19)

(k = 0, 1. 2, ..) являются корнями трансцендентных у pan­

I v-՜հ 4- 2uafectg««x. == 0.

1 — 4- 2j*3 fc cig d'ik 0.

Последовательности |a*.|  и |3tj. при А’ стремящемся к

el.20)

бесконеч­

ности. стремятся к последовательностям
a

и
հ֊

d
Системы функций

sin g-i-x ■ ua^cosg-.x и sin %у փ ս-խ. cos

м .V*
(1.21

в интервалах 0 х<« и 0<y<rf являются ортонормированиыми
Разложим функции 5(х) я S(y) в ряды по функциям 11.21) в 

интервалах 0<х<а и ()<Հ>’<մ:

.S-vv.^r-.
sin zkx 4- рз-. cos a*x

Mi

с,-.. - V (“И*  sinM bHi%cos^y
Л (У. - Գ “ г?----------------

л о **

1.22)
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2. Внося (1.16)—(1.18) в (1.8) я используя условия 11.10 . (1.14), 
(1.15), находим

(VI ֊ Ек sha* (у ֊մ) ֊---------- — chary d)
I рд*  th a*a

26 1-1—1)* 11_ Ch g*  (y — d.

Հ M*  Ch a?// J arshrW

. cc tsin 0 a* T Р-a*  COS a j. л. у 1

“ ?/- *4P=0

26 • ( 1 Հ(26 - Shi ?>У Դ 1Հ'/> cos 3f.y 

A'/>
(2.3)

Здесь Bk, 1Ն- и — постоянные интегрирования, которые должны 
быть определены из условий 1.12; и (1.13 л Условия (1.9) и 1.11 
удовлетворяются при помощи уравнений 1.20).

На основании (1.17) и 2.3) получаем

со

^2>л*.  У) = sh аг (у — d)
,tha„tZ հթ» . . ...
------ -------- cha„ »v d)
1 - p.a., th

2(7 l-M-D*
A.f

Ch i y — d} 
c • y-pd pa„ sh ap(/

I sinaz,x u-O;,cosa.;.v

ՅՀ

sh ^A- a3pch ^A- x
(1 ■ |x23;’)shrt3p.2^cha₽p
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к, sin Spy Ji^cos ?„у 
Л>

Здесь использована сумма ряда [7|
со
у (sin а*  а 4- ya*  cos a*  а I (s[na*  յլ uaA. cosa*.  x)

I 4 (- D* 
ch aA-6f - ааЛ sh akd

['■Կ; t

sh f!p A- |1ch 2p A- 
։ Q ՜ ՜

(I |Г$;) sh ?/,a J- 2p3P ch % a

Справедливость ,2.5) проверяется разложением правой части в 
ряд по функциям (1.21).

Используя условия (1.12) и 2.13) и принимая во внимание (2.1). 
|2.3) и (2 I). получаем совокупность двух бесконечных систем ли­
нейных уравнений:

«•

где

|t н th

а*. Yk - У bkP Xp
Д-0

,2.6)

Cl hp — ----

p24)th H d 2a H j

1 է!ա*ժ  th сн - px*(th.a*rf  thV՜)
(2.7)

v -<՝

о

(1 — ’* ?*  1 h --k- Ա 1 n23;) th arik 2u p*.

-•  ------------------- — — ------------------------------- -----------,s—(2.8)
h 1 tiwzMh^ u^(th«3fc thv) ՝<p^Mp

ak =
I ( I—чаЛ. j I |л-’ал, th H d 2 uafr 

1 էհ^.մէհ^- • uaj tha^/֊ th‘՜^

I-1JP 2G ■ (֊ 1)P(2G ; c^)

1'14- ! th н d ■ 2j*a*  | • th
4- Հ---------------------------------------------------՝֊ -

а՞ 1 tha^rfth1^- |iaA.pha*rf
<vh24x

(2-9)
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2С (1 ֊ 11Ш fl» -+ 2р&1

bk — ---------- ■----------------------—------------------------------- -------
I thaft. էհ ֊*  I֊ jift (thaft th -֊)

ՁՕ 
xv 1 . ■ 1 '•________

— t a՜ (a; Ն ftl.VI; | ch a,,մ

՛ ( 1-^էհՋւխ + |&էհ<»?*)

— yr---------------------- - ——-------------------------- -— <'o
?i 1 ■ llid.3ttli^։ մփհճՅյ էհ-^-)Լ

ՀՀ._ Lj.HJT
/*•  cha ft j*ft  տհ a ft

(2-Ю)

~ 1 \֊ ' jz
/VI i- / , , bak \ ba/

( —l)*a A 1 ֊I (iaAthaav
-------------------------—77՜------------------A II ■

Mk (1 «’«ftHhaa*  2<n.!;
Коэффициент через и I)!; определяется соотношением

' l;;vn '-РД

ЛО (—_£ой
2.12)

Для определения ւ\, пользуемся теоремой о циркуляции каса­
тельного напряжения при кручении [6]

(ք:— ժտ-֊շք/՚Հ. 2.13>

/, dn
где /.0— внутренний контур сечения, а 20 площадь, ограничен­
ная этим контуром.

Подставив в (2.13) значение

^-'?քէճ5- (9.14)
дп by da дх ds

и произведя некоторые преобразования, соотношение 2.13) приведем 
к виду
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Используя условия (1.6), (1.7). (1.16), (1.18). (2.1), (2.2) и (2.15)

(2.15

получим выражение, определяющее значение <0 через искомые ко­
эффициенты:

Со-— зУ(—1)4
* е |

Докажем, что совокупность бесконечных систем (2.6: вполне ре­
гулярна. Действительно, используя сумму

(2.16)

<Z1

и

?р _ J Ui Ч d -I- |1ДХ. 
(*р4~а*)Лр  Н (14 that*  d 4֊ 2|исЛ

получаемую нз 2.5). находим

сс

Р-0

I 1 - (thifa*  : ря4)

'՜7'Հ' 1 4֊ th d Яд. th - |xaA. j tluZa*.  th

th C^
<--------- 2— = 1-0,

1 4- th
2

Здесь использованы неравенства

6=------- --------->0.
14 lh^ 

2

1֊ p^th Հ ՜շ

1 4֊ на*  th <■/**<•«*  th d т.к.

12.17)

(2.18՛

(2.19)

Неравенство (2.19) доказывается при помощи неравенства pa.. >1. 
н Դ

которое следует из уравнений (1.20) при условии հ > —- •
В случае, когда

ի-^էհՋձ J<i
имеем

Ь^К———v 

р-0 |ia*(  14-th—)
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1 . C&kцаА. I-th — ֊ — 1

ая*  1 -4֊ էհ )
(2.20)

Согласно 12.8) точно такие же оценки получим для суммы абсолют­
ных значений коэффициентов второй системы (2.6). Таким образом, 
на основании (2.17) и 2.20). совокупность бесконечных систем (2:6) 
вполне регулярна |5]. Ограниченность свободных членов • 2.91 и (2.10) 
вместе с вполне регулярностью бесконечных систем (2.6) позволяют 
определять искомые коэффициенты с любой степенью точности и дать 
оценку погрешности приближенного решения.

3. Рассмотрим случай квадратного сечения d а, с — Ь. Коэф­
фициенты и свободные члены совокупности систем уравнений (2.6) на 
основании (2.7) (2.10) будут

Лкр— btl!, - շ- — ——-
(7-/> ал) jll/» 

„ ~ (_1к 2G -(- 1)P(2G ■ ԳՀ)
ր*2յ J , 2 ,—2-----------------,7՜Мл

th ,г. ______2_______ | 2G 1-!(-!)*  1

' а* . .. 1 ° Ճ chflet*  aa*shoa fc I
1 — аак th —

9
сю 

ь„ 26r։.y;
p-0

1 • (-1)"
Հ («I - Հ) Mp cha'j-;, aapsh (n[t

(3.1)

13.2)

Гк 1 - aa»tha*fe
аь (1 4՜ ճ ՚ :г}. -՛■ 2;гя.Л.

'2G____ 1 -(֊ 1)"____ I
aj ch ^«*տհ  '

13.3)

где

J ) 1(1 thaa*  4֊ 2a**|

4 1 4- thaa*-th  ֊ 4- thaaft 4֊ th^՜)
(3.4)

Из симметричности задачи относительно диагонали квадратного 
сечения следует, чго

(3.5)

Для толщины усиливающего покрытия и механических характе­
ристик материалов примем

о - 0,1 - а: а - 8՛ 104 кг/см-; Gt = Я -10*  кг<см֊.

Тогда р = а.
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Решая трансцендентное уравнение (1.20) методом касательных, 
для его корней с точностью до 10 будем иметь:

а\у =» 1,312; аа, = 3.670; «а2 — 6,579; ахя = 9,627:

ла4= 12,72; ач = /г֊: I Аг = 5, 6, 7,...).

Обозначим значения неизвестных .¥А и }Ղ с избытком через Л՛/՛ .

Y* , а с недостатком через Л'А , }\. . Пользуясь теорией вполне ре­
гулярных систем |5|, для Л'- и получим следующие оценки:

7 Iboccnis ЛН, серим ф»м.-мдь мнух, Л> б

при — = 2 
а

~=0,6047 С“
Ga*  Ga-

+ 0,3056 —°՜ -Հ 0.6055 — փ O..3O43 = — •
Ga' Ga՛2 Ga'

!Ж=0,1076֊^

Ga*  ’ Ga"
-0,09231 < -*  0,1110 --- 0,09773= Л’,.

Ga' Ga- Ga'՝

— = 0,03838 —
Ga*  Ga-

- 11,05021 —3 0,04469 - Կ. 0.06082 ■= —- •
Ga' Ga- Ga'

= 0,01826 —
Ga*  Ga-

0.02930 <2-0.02704 — — 0.04 150 = —.
Ga' Ga- Ga'

0 0°48-’ Օ('1110.Ղ-=- } °- ।» Օ-’՜.SO 111 ՌՈ1.4Օ9-
Ga' ՛ Ga- ՜՜ ՀԽ< ’ " ‘ Ga- ’ ~ Ga*

- = 0,03429
Ga? Ga-

֊ 0,09198 1 ՛- ■. 0,03770 — — 0,09741 = --
Ga' Ga- Ga'

— «= 0 01579 — — 0,05017 ' A 0.02209 ՛ ՛՝ 0,06078 = ֊— ■
Ga' Ga- Ga'Ga*  Ga2

— = 0.008011 — 0.02927*1  ’3 >0,01682--0.0+448= •
Ga*  Ga- Ga1 Ga9 Ga*

при — = 4

= 0.6281 + 0,2944cs; <: 0,6286 — 4- 0,2936 = — •
Ga- Ga2 Ga- Ga*

A =-0,1060 ——6,09166 < A| <0,1096 f0 - 0,09709 = <
Ga' Ga- Ga' Ga- Ga'

= 0,03753 Д - 0,04978 < ֊ * 0,04367 — - 0,06033 .
Ga*  Ga- Ga' Ga- Ga*  7
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ձձ =0.01776 --
Ga1 Ga"

- 0.02905 . A‘. 0,02631 T'i 0,04 414 
6’a4 Ga3

II 
i

•»

Ga1
= 0,04719 -^- 

Ga֊
0.02318 2Ճ0,04770 f0 0,02393 

Ga'1 Ga-
= 2± 

Ga* '

21 _
GM

0,03264 — - 
Gtr

0,09131 < } 1 0,03624 — 0,09673
Ga*  Ga2

У, 
Ga* '

Ճճ- 
GM ՜= 0,01488 — 

Ga~

- 0,04975 :-}i ^0,02103 — - 0,06029 

GM Ga-

У:
Ga*'

)T_
0,007499 —

Ga-

Y M0 00Q04 < 7 J ОО1ЙО4. . •• 0 01419
Ga4 Ga*  Gd Ga*

• or; 1 + I՜՛ 0* singly ач cos ч у 
4 ՜ Mi ՜

где t'o значение с0 с избытком, а с<7 — значение с недостатком.
4. Для квадратного сечения согласно (1.6), (1.7Հ (1.18). (2.2), 

|2;4) и i2.ll) функция напряжений имеет вид:

ГX, У) = X ( ֊ О*»*  У*

*֊о*

2G + (- 1) *( 2О-г с.41 I
3 I

я* J
х

_____ sh аЛх ач ch а*  х __ sin ч у փ ач cos д^у 
11 — а-Հ) sh ач + 2ла*сЪ  ач____________Mi

- У [(֊ I " «„Л, | 2օ1 Ц-’ % (1 -------- !--------
4> x chaa,, -֊ aapshrtaw.

_ sh чу 4- g->.n ch чу__ sin v-px 4 "«pcos ч»л
(I 4- d‘-/.p) sh uaA-{- 2rta,, ch aip Mj,

2(.-V V 1 ՜1 (՜ O'" 1 ՜1 ' sin a&y - cos ?fcy x
Ч Ч -J ■ Հ. M;,

X
Sina,, A' aaz, cos 7.;, д

b ■
«>

3« k 1)

4
1)лк

ch —
2

ch «л л*

1 — ач
th^



39______ _______ Кручение полого прямоугольного стержни

Используя найденные значения функции напряшенвй Р{.\, у в 
формулах (1.3) —(1.5). найдем напряжения в двух характерных точ­
ках и жесткость при кручении

С •= 2be0 (2а ft) 16 V ' К njt •+!$*  + 
а*М* I «5

J 1 j

2 chaxfr aa^sh ay.t./

՛ v( Հ-Г— Տհ ֊֊--------- &— t
3rt [ch^

2 2

(4.41

2»» th —

---------------LT՜՜
1 -<za4th —

1 паА. էհ «չ.հ. — sch oaA.

{1 4- ll-у.: III

(4.3)
8р/ 
Հ \

CO COy_i_H-i.E_ =2 v . 1
(aA"r aJ) *'W/,  *7*2.  ։ 7/1 I 7/1

a Հ.- обозначает напряжение в усиливающем покрытии. iw для 
ратного сечения принимает следующий вид;

th^

с„ = 1,5 Gab 2,966 Ga? ֊ |֊ -- V Ջւ,----------- '* 2 .. ր։,.
ь Mk , ..by-kк и 1—a7jfeth—Ճ

2

квад-

(4.8)



КХ) К. С. Чоблнян. И. О. Галфаян
W — ֊* — -- ' * ■ ■ ~ - -W1 М - - - ■ - ■ ■ -х—       Ml 5^ ֊=“

Подставляя в (4.8) значения У*  с избытком [и с недостатком и
разрешая это уравнение относительно cfl, получим

1.
Ճ՜ = 4.747 Ga2 < <?0 < 4.774 Ga2 = с„ при — -2. 

а

с,Г — 7,918 Ga- <՛> сп ճՏ 7.936 Gd: = <՚օ при — — 4. 
а

Подставляя найденные значения коэффициентов Хк, У*  . Го и

Хк, У/Г, t’o в (4.3), получим верхнюю и нижнюю границы жесткости.
Таблица I

հ

а
2 4

4 106.303 431.273

Գ՜ 106.005 430.540
Л 0.0028 0.0017

В таблице I приведены по формуле (4.3) значения величин 

Си - C*IGa*.  Со՜ - С'/Со4 

и максимальной относительной погрешности
Л = ■ С՜*  - С~)/С

в процентах для двух отношений Ь/а.
Сопоставляя полученные результаты с известными J3J. замечаем, 

что благодаря усиливающему покрытию жесткость квадратного стерж­
ня увеличивается более, чем в три раза.

Используя в (4.4), (4.5) значения коэффициентов У^иаГ.

У,С. определяем с избытком и недостатком значения напряже­
ния -,г.- в двух характерных точках при двух отношениях размеров 
поперечного сечения, которые приведены в таблице 2 с указанием 
относи тельной погре шиости.

Таблица 2

2.294 3.511
2.277 3.503

0.8929 1.780
0.8924 1.776

Согласно 4.7). напряжения в усиливающем покрытии будут в 
10 раз больше, чем напряжения в соответствующих точках контак­
та основного материала.

Институт математики и механики
АН Армянской ССР Поступила 14 V 1959.



Кручение полого прямоугольного стержня Ю1

Կ. Ս*  SupiuGiutli. Պ. Լ. ԴաիֆսւյսւՕ

ՈՒԺե1ԱՑՆՈ1 ԲԱՐԱԿ ԾԱԾԿՈհՅԹՈՎ. ՍՆԱԱեՋ 
ՈՒՂՂԱՆԿՅՈՒՆ ՋՈՂՒ ՈԼՈՐՄԱՆ ՒՆԴՒՐԸ

Ա 1Г Փ П Փ 0 Ի Մ

‘•աղվածում դիտարկվում /, ոիմհ արիկ ուղդանկլուն անցքով ուղղան֊ 
կր>ւ.ն /‘Ո լնակս/ն հատված ք ունեցող պրիդմա րոձե ձողքէ ոլո րման իէէնղիրր : 
'մոդիէ արտա լ՛ին ե ներքին մ՛ակնրև ո։ ;իմն!,րր ծածկված են nt մ հղացնող բա­
րակ շերտով՛

քննելով ձողի հատվածքի։ չափոււքների նկա unf ամր nt մ հղացնող շերտի 
հաոսւո։ իք րոն էիոքրո ւ իմրւ ւ նից . դի։ւոարկվո դ իոնդ րտ մ ծ ած կա յիմ ի աո կա լո է իմ ր։ ւն ր 
որոշակի մոտավորո։ իմ րոմ ր ա րտո՚հա քովում Լ լարումների։ էիունկց իա լի (1.2) 
եդրա ]ին պա լմ տնով՛

Լարումների ՛ի ունկցիան ներկայացված Լ |2| աշիս։ս։ոո։ իքլան մեջ ու- 
։։։։։ մն՚ասիրված օրքմոէքոնալ ՛ի ունկ՚յիոոներ ի։ ոի՚ոոեմ ով: քօնդրի։ չո ։ ծո։ մր րեր֊ 
վ։ւ։։1 է դծալքէն հավա ո ա ր ու <1եե ր ի ևրկա անվերշ ո իոոէ ե՚մե ե ր ի։ / ք՛ի՛վ ոևղոԼլրոր 
հ ա մա ի и tfր ի լուծ մա նր :

Զոդի՛ ոլորման քլոշաո՛ իմլա՚հ ե /արոt Աեևրիւ վերջնական հաշվումր կա­
տարված է քա՚ւակուսի կարվածրի՛ համար!
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