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МАТЕМАТИКА

А. Б. Нерсесян

Разложение по собственным функциям краевой 
задачи для одного интегро-дифференциального 

уравнения с запаздывающим аргументом

Введен и е

В предлагаемой работе исследуется краевая задача типа Штур­
ма-.՛ I л у вняля для дифференциального уравнения с запаздывающим 

г, аргументом второго порядка.
Такая задача в несколько менее обще)! постановке рассматрива­

лась Норкиным 11 ], однако им получены лишь асимптотические фор­
мулы для собственных функций, вопрос же о разложении по собст­
венным функциям оставался открытым.

В § 1 ставятся взаимно-сопряженные краевые задачи для инте­
гро-дифференциального оператора с запаздывающим аргументом и 
изучается асимптотика собственных функций и собственных значений.

В § 2 строи гея функция Грина рассматриваемого интегро-диф- 
ференцйальногЪ оператора.

В § 3 строится биортогональная система собственных и присое­
динённых функций взаимно-сопряженных краевых задач и уточняются 
асимптотические формулы.

При определенных ограничениях в § 1 доказываются теоремы 
о разложении по собственным п присоединенным функциям, равносхо­
димость с обычными рядами Фурье и сходимость в среднем.

Автор считает своим приятным долгом выразить искреннюю бла­
годарность своему учителю академику АН АрмССР М. М. Джр- 
бЗШйиу за ценные советы и внимание при выполнении настоя щей ра- 

। боты.

§ I. Взаимно-сопряженные краевые задачи. 
Асимптотические формул ы

1 . Рассмотрим на конечном отрезке [О, /( шггегро-дифферен- 
пиальный оператор с запаздывающим яргуметом

т л
М'֊֊ Հ ֊֊!</. .'-'ул-֊ !;(*))+ [д-(л-, t ydjdt. 1.1

f-1
II
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где ձ, ix) 0, !/(/)</, Лдх, 0<Հ 1 (i = J. 2........ m).
(fi (x) действительные функции, причем (х)=0прих — 

— ձ. i.v)<0 (О < x < Z), а при х — Лу(л') О «/.Ixi непрерывны. 
(Z — 1,2............ т].

Ядро К X. է) О ! х Г\ действительно и удовлетворяет ус­
ловию

I I
Ц|АГ(Л. OWK + 11.2

I՛ Г
Условия, налагаемые на функции </i(x) означают, что в точке х — О 
нет запаздывания.

Обозначим
®/ix)=x ձ/Ա), э-։(х) = ty(x) = х + ձ-'xi 1.3) 

(։ — 1.2. ու).

Функции ։(х) существуют в силу условий, налагаемых на функции 

Л4 д'), a Azi,r) О (Z—1,2........от).
Пусть у(х) и z(x)- -дважды непрерывно дифференцируемые на 

[О, /| функции. Тогда 
I I

Cz (х) /.у (х) dx =•■ - Cz (х) у" (х) dx 4֊

՝о о
от /

4֊ Ճ J հէ- (*)  г (4 У (*֊ ձ, (Л-)) 4x4֊

I л
4֊ z (х) | Д'(х, /) у (t)dtdx =

I
= |у (л՛) г' (х) - у' (х) г (х)Ц - С у 1х) г" (х) <Zx+

О 
от

+ V հ, (ф/. XI) у (х) Z (՚ձ. (X)) փւ IX dx ч-

Г-l 0
I ։

+ x) j A'(Z, x) z 1Ո dtdx. (14

jo ir
Обозначим

I 0 При փ/ Z)<X<Z 

(Vi('>/(x))'՝/;(x. 11]’ИО<Х ’b,(/)

(Z = 1. 2, ...,oti.

11.5)

Назовем оператор
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’ ՜ ” ֊ ~-------- ------------- Ռ ՚

П1
I^z = - z” (x) +ճ <?■ (*)  - (Л- 4- Հ f.v))4-

/-1

4-(/<(/,x)z(O<ft, 0<Х</ (1.1*)

сопряженным к L на |0, /].
Так как ич (1.4) следует, что для любых дважды непрерывно 

дифференцируемых функций yi'x’i и z{x}
i 1
|г (х) L у (х) dx = J у (х) /.’г (ж) dx 4- [у (х) г' (х) -у' (х) г х |,' (I V)

7 о
то операторы А и А*  естественно назвать взанмно-сопряженнымн. За­
метим. что оператор А*  есть интегро-дифференциальный оператор с 
опережающим аргументом.

Рассмотрим следующие взаимно - сопряженные краевые задачи

| Ау = лу (1.6)

у (0. cosx 4- у' (0) sini = 0 (1.7)

у (/} cos3 4- у' (/) sin® = 0 (1.8)

A*z = Xz П.6*)
'•՜՝ ) г (0) cosa 4֊ г'(0) sina = 0 । 1.7*»

г ( /) cos3 4-2/(/) sinp—0 (1.8*)
где а и ^.-действительные параметры.

Пусть у(хД) и z(x,Xl суть соответственно решения задач Коши 

Ау=’лу; у (0. >.) = slna, у' (0, л)= — cosa (1.9)

А*г  = Xz; z (/. հ) = sln3, z' /, л •=— cos£. 11.9*)  
ՕՀյր-;/

Как известно |2J, задачи (1.9) в (1.9 имеют на 0./| е линспйшные 
решения. Методом вариации произвольных посгоянных легко убедить­
ся, что задача Коши 1.9) эквивалентна интегр::.: .ном) уравнению

. ... . < sinl? /.л
v lx. л) = Sina cos 1 cos a —

I X

՚ 77, Ճ ^slnj 7ia--/)<?/ f( у (r — Հ it,’.] dt
F '/-Կ7

|T ‘ <
Տլ փ ^slnl a(x-/) tx)y(էՀՀէ.)dtxdt (1.10) 
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или, после соответствующей замены переменных, следующему уравне­
нию Вольтерра 2-ю рода

. . . n - sin |!к х
У (А,/.' «=■ SUTZCOSl AX-cos а

, т ր
1 V sin | է.{.Հ- ձ;,/

I Նէ

/Jx- ղ) К {tv է ՚ dt^y It, ).ւ di. (I.11)

Аналогично задача (1.9*)  эквивалентна интегральному уравнению

z(х. а) — sinpcos I А (/ х 4֊cos3
sin]/X(7 х) 

՜ր>՜

т ք»
լ | sin 14.18/(0 А*)  (ի (t z է, X) dt -

I է
- ֊֊'^p'slnl л(Л-л-)/С.7, МЛ,г(/,Х)Л. (1.11*)

.Г ,г

Легко видеть, что решения интегральных уравнений (1.111 и 
(1.11 ) являются целыми функциями от а типа не выше /. С другой 
стороны, очевидно, что задачи ՛ 1.6 (1.7) и (1.6*)  (1.8 ՛ с точностью 
до постоянного множителя при неизвестной функции соответственно 
эквивалентны задачам (1.9) и (1.9’1. а следовательно в уравнениям 

(1.11) и (1.11*).
1 . Из условия 1.8) следует, что собственные значения задачи 

(.4) суть нули целон функции

... (а) = у IՀ A) cos з -г Ул (Z. X) sin ?. (1.12)

Аналогично собственные значения задачи (.4 ) совпадают с пулями 
целой функции

д) z (0, /.) cos 7. (0, л) sin а.

Справедлива
Л ё м .м а 1.1

<н (а) = ю*  (л) (1.13)

гп. е собственные значения задач (А) и (А*}  совпадают. Кроме 
того, справедливо соотношение
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К. р (X, Х,2 х, |1) ilx - -1>|Л| —“'<!*.!  (1.14)

I +/« + ^о(/՜'՜"'-՝) (I.»-,

\ p A A /

w (X) = — sin a sin у V sin ]•' a ! sin |՝a — 31 cos |՛ a /. —

— cos a cos 3 —.|_ /Տ|Ո а Տ]Ո 3 փ 
J/л \

t Sln(»֊?) , COS Д COS? (] ]7;

причем оценка порядков остаточных членов в формулах (1.16) и 
(1.16՝) равномерна относительно х (0. /).

1.1
(X =F !*)•

В частности 
?

' j у (x, a) z I,x, X) d't. ֊ и/ (л I. ■ 1.14'

о

Доказательство. Из формулы ՛ 1. Г) имеем

а Гу (х, a) z (х, и. dx — г 1 х. р) Л у ' х, a' dx = 

v о
I

= VI (X) - w*  (и) 4- J у IX. а) / *z  (х, *}dx  = 

о

= о» (X) — w*  (|л) 4- [л j у (х, a) z lx, р) dx. (1-15)

I՛
Из формулы (1.151 при X = и следует формула (1.13). что, в свою 
очередь, влечет справедливость формул (1.14) и (1.14Հ).

Установим асимптотические формулы для собственных функций 
и собственных значений задач (А) и (А*).

Лемма 1.2. При О х- / и |>.|->

.. sin 1 а х
у , х, а — sin ’J- cos V л х - cos а--------- = к

V '•

, / Sin а , cos а \ . * !г .+(ж+т՜)01 (1.16)

z (х, Xi = sin 3 cosV X 11 x) -г cos 3----------- -------- - ----- j-
V >•
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До к азательство. 11усть ] > - з /-

у (л-, л) = е

Тогда из (1.11) имеем

Г{хЛ) = е
, , sin] t.x

sin a cos] а х — cos а------- :—

-I- Կ А՜ Հ,/) մ/, с a) dr 4֊

Пусть

Из

Отсюда

и ։

•п ն,Հ|

(1.191 имеем

|1(л) = ։пах|/(л. л)|.
0<-г ■ f

•л (X) |sin-x| —

С։. Ի

Կ)

cos У-

(1.191

U.18.

при достаточно большом 1>֊| получим 

р. (а) /И b sin 1 4֊

Или, согласно . 1.18Է

C0S3 }• (1.21)
1 А

40

fit, ).)dt.

■l.?0)

и

у х, /■ | հ .Wj е | Sin у I 4-

Подставляя оценку (1.22) снова я формулу (1.11). получим формулу 
11.16). Формула ,1.16’1 доказывается аналогично.

Продифференцировав формулу i'1.11'՛ по х и учитывая оценку 
(1.16), получим, что при |л| —со

-^ճԼճւձԼ- sinal^Xsln] ax —cos «cos ] t.x 
dx

sin a -1-
cosa\ л /'ԿՀ՝, (1.23)

Наконец, из формул 11.16), (1.23) и (1.12) следует оценка (1.17) 
Лемма доказана.
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Следующая лемма у.-шг։:-. 1чвает ."•шествование бесконечного 
множества собственных значении задач (.1 п -Д*՛  и указывает их 
асимптотику.

Лемма 1.3. Вне достаточно большого круга |/. R все соб­
ственнее значения задач (Д) и (Д:<4 являются простыми корнями 
функции ш(Х). положительны и имеют вид

а) при sin а «А О, Տ1ո/¥Օ  или sin а = sin 3—0*

|-V=v+of—Y ' "о) П.24)
/ \ Ո /

б) при sin а = 0, sin =Ւ 0 ила sin а О, sin 3 — О

(п ֊: п^. (1.25)

Доказательство. Формулы (1.24) и (1.25) получаются, как 
обычно, из леммы 1.2 1см., например, |3|. гл. 1, § 1).

Применяя тот же метод, что и при доказательстве леммы 1.2. 
получим, что. например, при sin а 0. s!n*¥=0

/ . ֊ / I Ря: I ՛ 1
-SJnasln3c0S| /./ О (-֊=€’
2 \ V л

Согласно 1.241, при достаточно больших по модулю |>.я будем иметь

՜ ° G у"') - - isln ’sin ՝■ (1+0 (v) J ■

Отсюда следует, что при достаточно большом |ХЯ| «•»' >.п -- 0. т. е. 
первое утверждение леммы.

Далее, пусть >■..,= и„ — ivn есть собственное значение задач (Л) 
и (Д'.. Так как функции </((.v), (Z — 1.2,..., /к), К[х. Z) и пара­

метры a, 3 вещественны, то — и!( — ivtl также будет собственным 
значением задач (Д и (Д’). Допустим, что vn 0. Пусть уя(х) есть 
собственная функция задачи i.4-. соответствующая собственному зна­
чению а гя(л)— собственная функция задачи |Д® , соответствую­
щая собственному значению Хя. Согласно формуле (1.14 имеем

I
у., (A-)zT(Aj (lx ֊0, ) п > zz0) 1.26

Учитывая асимптотические формулы 1.16), 1.16*)  и (1.24 , (1.25), по­
лучим, что из (1.26) следует (для простоты положим sina=A0, sln?=/= 
¥=0)



что невозможно для достаточно большого //ծ>0. Лемма доказана.

§ 2. Функция Грина оператора с запаздывающим аргументом

В этом параграфе мы построим функцию Грина оператора 7 .
1 . Пусть функция g[x, է (0 է х ^1 при каждом фиксирован­

ном է есть решение следующей <адачи Коши для интегро-дифферен­
циального оператора с за паз. ывакяцим аргументом

- У^"՛1 + р'' S է,. է) dt. ֊֊ 

է
tn

V <?/ uv. О g {х - Ду U'), i) = о,

/г- I

. ,, л Հհ *'•*.  7) 1g(.v, է Дх-ր-Օ. —ձ-ճ. = Լ 
OA*  ր-ք

(2.1)

где

<7. (л֊, է) =
О при /<?.-<ձք(/)

<7r<.V) при х<1
(2 2)i = 1.2,.... m\.

Легко видеть, что. согласно [2j, задача Коши (2.1) имеет единствен­
ное решение и эквивалентна интегральному уравнению

g (X. /) = (л- ֊ Z) -4-

X X

j‘ r^x-t^dt.

т
Ч-^լ X — tjg ■ t\ dtv (2.3)

В свою очередь, легко проверить, что уравнение (2.3) эквивалентно 
следующему интегральному уравнению Вольтерра второго рода:
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<(*.  0 = (X -1) + ( (л (/,, Z, x—ftft&g /)<//, + 

-
+ S ?;<й)(х֊՛?, (շ.4յ

Обозначив ядро интегрального уравнения (2.4i через Q(л\ է՝, 
получим 

.г

Q(,r. /)=

т
-V <?,'(*< П(Л- 

i ։
(2.4'

где функции qt (х. г определяются из формул (2.2*)  (см. ниже)

.V

5;л-,/.=.|л-- 0 4- (2.5)

Хотя ядро Q л*,  t>, вообще говоря, разрывное, уравнение 1.2.5) имеет 
единственное решение, получаемое мето дом Вольтерра (см., например. 
|6|. § 556).

Лемма 2.1. Если функция g (л. Հ; есть решение задачи Коши 
(2.1) при фиксированном է (0 f-^л--^/). то при фиксированном
д' (0 >./ х / (функция g (л*, /) является решением следующей 
задачи Коши для интегро-дифференциального уравнения с опере­
жающим аргумент ом

է հ -Г !՝/<(<„/1gл,+
dt- J

«։
+ у,/;(л._ /)gi'x^ + i;(/;) = o 

/-1
0 < է л- /

g(x,0.
ОС г,.х

:ие

/) =.
0 ^«?<(х)<^х (/=1 շ >т)

<}*  11 при 0 < է -Հ "Ji (х)

(2.1՛)

12.2’)
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Доказательство. Пусть Rix, է — резольвента уравнения 

(2.5). Тогда
-V

Հ (л*,  Г) (х /) 4- j# (а՛, и) •« t) du. (2.6)

Следовательно
ՃՃԼՏճև = R(x.t). ՝ (2.7

ti V"

Известно, что резольвента R(x, Г) удовлетворяет следующему 
уравнению (см., например, |6|. § 559)

Л՜
/?(х, /) = Q(x, ?ւ փ ^R(x,tx).Q(fltt)dt. (2.8)

г
Из 2.2*) ։ (2.4) и (2.8) имеем

X
ЯМ֊ \R(tx,t) x-tjdt, -

/-։

՚

i dt\ ' \/<(և. է) (/։-Гй)^а4 
է

ntУ <?;л. t կ -■>.(/>, л, 
hl

(2.9)

O-< t'

Из (2.6) непосредственно следует, что 

g(.f,0|^ = 0 и —ckili 
dt

= — 1. (2.10)

Имеем

=յ՚Հ (է,, է) dt, j R (X, I,; (Հ — I,}dtt =
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о I g(*,  գ) - <*  - м ^.; (2.11

н при .v>՛>/(/) и = 1.2,... ,/zi)

,) (քՀ 7; (քյ֊֊՚ՀքՈ)^

Հ(<) f (/.-■?, (H) rf/, ֊ 

J Ofi 
^.17)

= Հ(/) ('.֊*!(')) ££1ճճ«ճ

= Հ(Օ{ W) ֊*4-£(. ր, &,(/;)} 
(/= 1,2......... /«)•

(2.1Ո՝

Ясно также, что при х<Լձէ Հ՝, (i = \.2...., т) интеграл в левой части 
формулы (2.11) равен нулю. По условие *<Հ •}, (/) означает, что է > 
>®/(х). Таким образом, учитывая обозначения (2.2*),  имеем

J dt'l
tf(V)i4֊'M0J ^х =

= <<■*./! f + ձւՄ u -над (2-12)

( О < I Ճ՜ A- < f; i «*  1, 2........m

Подставив формулы (2.11) и (2.12) в выражение 2.9) и учитывая со­
отношения (2.7) и (2.10), получим утверждение леммы 2.1

2 . Приступим к построению функции Грина задачи (Л). Пусть 
> =0 не является собственным значением задач (Л) и (Л*)  (этого 
всегда можно добиться, принимая, если нужно, функцию </։ (х) 
֊const и ձյ(^)^Օ). Пусть, далее, функция /\х} имеет ограниченную 
вторую производную на 0. /) и удовлетворяет краевым условиям за­
дач (Л) и (Л )

f <0) cosa Ч- f' (0,i sin? = О

/(/) cos? 4- f {/) sln3 = 0.

Обозначим
Z7(x) = A(a-)

/.7(x)-/ri: (X).

(2.13

(2.14)

(2.14*)
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Введем функцию

|<0yix.Olz ЛО при >
:. • 1 .V. ” г (Г.1*) Հ՛ При / х է : (I №

где g(x,/) ֊ решение задачи Коши (2.1 и

Գ *-(0) 2.161

так как л—О нс собственное значение, то »»»(0) О).
I ер рс м а 2.1. Функцич G \x,f , определяемая формулой (2.15), 

шляется Функцией Грини мктчи (Л՛, т. е. из ՛'2.13)—(2.141 еле- 
</уе/н, что

fix = \ (j x.i\h{f)dt. (2.17)

/.’ < вою очередь, Функция ()*  x.t (i f.x яял lemt ч функцией Грина 
нк-ачи (Д*  , щ, с. и.։ 2. i ) ֊ւ2.14' . tcOyem, что

fix) f= I O(t.x >։* \t\dt. (2.17’)

Доказательство. Составим функцию

Г ix = \ G (2.181

и покажем, что он. зиряет соотношениям 2.13 - 2Д4) Тог­
да из того, что л О ip :.<1яется собсгаенным значением задачи .4), 
будет следовать, что /*  х =./(х) (0 д* /.

Действительно, имеем

]■ л =<•«.։• (*.01  յ-՚Հ’’ Л ОЛ-|'я x.t h,r dt (2.19)

Откуда, учитывая свойства функции i- x,f).

<Г) (.ri
dx*

գ.Հ. (г (f.oi/i(f)</r ■

+ Л(х + - '֊^֊*(0^=7.  л- +
J ffxl

m
V։/j.v)VI ^(д-,,0 Iam.z у f,O)dt

I I
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ЬфМ л *•
Мао(* g(?/(-v)./‘i А ւ<)ժ/4- J/<(.v. tl)gitlJ)dtlh(f)dt =

о о /

= Л . х) ч֊ V q л-1 /*  (л- — ձ, (л-) 4- j К (х, է) /■ 1) dt 

i ■ I о

т. е.
А/*(х)^Л(х)  

О л֊ /.
Далее,

/*  (0) cos а 4֊ ֊■—— sin а = с0!у (0, 0) cos ւ 4֊
dx .c~n

/
4- yx (0,0) sin a) J h (hzit,O)dt =0. 

(I

/*  I /) cos 3 4- ^ -■֊ Sin 3 = Gj Iу I /, 0) cos •։ 4֊
dx x-i

I I
I I +у;(Л0)8Н1Й)^(/,0)Л(/)^4- [[a'(/./)cos?4֊ 

6 и
В" 4_^ճւ ^\k{f)dt.

Ox .V ! J

Но из (2.1), (2.1*)  и (2.3) еле,чует, что функция

ф (ք) g (I. է) COS 3 + (>տ (ձՀ Ր 
dx

sin > 
т г

озлотворяет задаче Коши
L *ф  (/)= О

О < է < /.

Փ(/)=տ1ոՅ, Ф' (/ cos,3.
Значит

0) 
о < է < /.

(2.20)

2.21)

(2.22)

(2.23)

1.2.24;

2.25)

12.26)

Из (2.23), i 2.26.1 и 2.16) следует, что

/*-7  cos? I’ Л *)Ա,տ 1ոՅ=0.

Следовательно, /'(х)=/(х), т. е. функция G'lx, /) есть функция 
Грина задачи (А).
•« Нзеестя ЛИ, серия фш.-мпт. паук. № Ճ
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Пользуясь леммой 2.1, совершенно аналогичными выкладками 
можно показать, что функция Сг (л, Z) — G (է, х) (0^ Հ х^1) явля­
ется функцией Грина задачи /1*).  Теорема доказана.

Из теоремы 2.1 следует, что задачи (.4) и (/1х1 соответственно 
эквивалентны следующим союзным интегральным уравнениям Фред*  
гольма:

/
у (а*)  в '• G (л՜, /) у (/) dt, (2.27}

<J
I

րԱ) = a|O(C.vz(Z)<//, (2.27Ղ՛
II

где G (л՞, է — функция Грина задачи (Л|.

§ 3. Построение бнортогональной системы и 
предварительное разложение. Уточнение 

асимптотических формул

1 . Согласно лемме 1.1 справедлива формула

,ц (X) — u> (pj (3.1)

о
Таким образом, мы находимся в условиях теоремы I работы (4J.

Пусть /.я есть ря-кратный нуль функции <«(>.•). Поставим в соот­
ветствие каждому г.п две последовательности функций

7 = 0, 1, (3.2)1

И Ря ~У*՜  1 /.<я)
V 7 = 0,1........

lc\j\ дк„Л-0 յ п
где

(3.2*)

k\ d>*

I (>■ - յ֊ոք՞\
I <0..Ш Р-вХл ^ = 0, 1..........рл-1).

Из леммы 1.3 следует, что при достаточно большом |ХЯ| имеем 
две функции

у(х,Ха) 
и (3:3) I

(А՜. )

Пусть, далее, {у*(л ’)) ” .^ = 0,1,...) соответственно мно­
жества всех функций вида (3.2) и (3.2 ), соответствующих всем ну­
лям функции ш(л) и пронумерованных в порядке возрастания модуля 
/.я. Согласно теореме 1 работы |4|, справедлива.
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Лемма 3,1. Система. |у*(х),  zk (v)) (/г = 0. 1,2,...) биорто- 
гона льна на [0, /|, т. е.

С 0, кФ р\yk(x)zp\x}dx = (3.4)
J 1. к = р.
а

Кроме того, если контур Гц содержит, первые п нулей функции 
«■՛/.) (включая их кратность), пю

I Г у(-*Д  ֊- ՛. d._ 
շ™ J u>i I

1 n 
л 

= V Յն. (xisHf)

«ր- ւ։ 0<Х. է <1.
(3.5)

Пусть fix'} ( £յ (0,/) и Cn — пробегаемая и положительном на­

правлении окружность радиуса R„ «= ՜1 - (« >л0). Согласно

лемме 1.3, при достаточно большом //0 на окружностях СП нет нулей 
функции «>().).

Теорема 3.1. Гели /(х) имеет ограниченную вариацию на 
некотором интервале ձ£ խ, />j ;0</z< հ<Հ1) и /(х) Z.։(0,/), то

I £ Ր
— f(x. 4֊ 0) = Vу* (х) /(f)z* (fl dt (3.6)

*'•0 x 
и

со Д’
\f(x о;= vZt,x.i7(/)yM/)rf/ (3.6-j

*-0 U Х-րձ.

Д о к а з а т е л ь с г и о. Для определенности положим 

sina^O, sin 3 7=0.

Учитывая равномерность оценок в формулах (1.16) и (1.16") леммы 
1.2, получим при р.| —оо, Z Сп

”>('•) J

1 Г- Z 1 И«т'**и  11
|sin a COS ] A X -1- ОI | I՜ շ 11

z- I UwrTV
— sin х sin Հ Г )■ sin I' rd 4- О I e
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j7T|e

I

I
X ^/(0 I sin? cos I A (/ /) —О

cos| /a4/(/)cos| X(Z —Oaf/

4֊0 ֊

Va sin I /. I

Ր ’Umi • ,c. ft

Пусть Л*</ — о

Կո v\ K.v-/)

I e I

—e 1-0

т

|/(0l^ ֊

-V--4

ptJ ՝mdl

(3.7)

(3.8)= 0

произвольность ճ>0, из леммы 3.1 и формул (3.7) и (3.8) .

ւ
llni S J'*(x)p-(Ozt-(O^= I

= llm -L f С/(Г) z (է.!.) dt d. = 
n-*2 “ij 10 (л) J

Cn x

r- Լ
- lim — f֊°Տ~ ՜ (cos I Ц/-/)/(()Йй. (3.9)1
л-2-/ ] i.sln/Wj ՝ "

IПользуясь известным методом, восходящим к Коши (см., напри- I 

мер. |5|). из (3.9) получим формулу (3.6). В случае, когда sina О 
или sin 8—0. метод доказательства тог же.

Аналогично доказывается формула (3.6*).
2Հ Введем обозначение функции типа Митта г-Лефлера

» zk
Կ (*•  f) = У ՛ (P > Ղ - CO < P < 4֊ շօ).

է-Ս

Учитывая 
получим
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Как известно [7], при р<3 справедлива оценка

|Հ(-J (1փ «) 2 , ^.>0 (3.10)

где Л >0 постоянная, нс зависящая от и.
Лемма 3.2. Пусть функция /(х, а) непрерывна на отрезке 

и х / при >. R > 0. Кроме того, пусть

|/(х,/.)\ ЛГр 0 х < I, ь R

где .И։ не зависит от х и л.
Тогда при 1 <Հ р. <3

р(«,>.)(*-  С"-Мл- IWdt 

Ո
I -я

< X , 0 - х JI, л : R

(3.11)

где .И2— постоянная, не зависящая от х и к. 
Д о к а з а т е л ь с т в о. При 1 < «• < 3 имеем

’-и »-ւ»
2 2

(!֊֊«) -и

я-| ։-я
(3.12)

Значит, оценку (3.10) .можно переписать в виде

1 -и
— tt.ji) <-Аи ' ,и 0. (3.13)

Отсюда
1-я

■>
|(х />->/:,(-л (Д--О2, а) 1֊< Ла ՜ , ()^ л-< Հ '■ >R

ИЛИ

л

•> )(.< - (֊ >. (х ֊ օ». j.) dt

о

■АХ Г|/Д,Х)|Й 

б

։-> t-я
г՜ ֊ 

.-l.HJX =.'W.J.

0 < л /.

Так как 41. от лис зависит, то оценка (3.11) справедлива при л .՝• R и 
О л* /. Лемма 3.2 доказана.

При некоторых юполинтсльных предположениях уточним полу­
ченные выше асимптотические формулы.

./[ е м м а 3.3. Пусть функции q. (х) i i 1.2,..., т) имеют почти 
всюду на J0, /| ограниченные первые, производные и
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К (х. 1\ = ^ճձ’ճ), О< 3<1, 5 
(X-/)’

(3.14)

причем

или
•» I

— /<։' х. 11 ՛ dx < Л( <Հ co, 0 < է <- I
дх 1

<»
(3.14’1

или С> /<։(х, 0 dt Л1< ֊-со, 0 х / 
dt

где М не зависит от х и է.

Тогда при X — оо {JniV'i. — 0) справедлив и уточненные асимп­
тота ческие формулы

, sin]'/.x
у иг, л) = sin ® cos у к х — cos ղ-----------

» X

Sin_a 
2]/x

տ1ո1Դ(*-ձ, (*))<?,(/)<«  I of Л| * ) +
cos/X (x — ձք (0) ГД (/) di 4- o'. | X|

Z I X, X) Sin 3 COS]/՜X (/ x) — cos ? !՜ճՀ4 —I
ух

COS 3
2Х՜

Х| ) ,(3.15*1

и>(Х) = — j/Xsin asinbsin Г X/ 4-sin (а—2)cos| X/ —

osinJ^X/ . sin a sin 3
— cos a cos? —----- ------------------

1/ X 2
Vcosl (/)<// ;

sin (g ~ P) 
2 У X

sin J X (l — ճՀէ)} dt 4-
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cos a COS 3
2л

| v cos | Л 17— 1/(0) qt(t] dtA֊

оценка остаточных членов е, формулах i3.ll) 
равномерна при х |0, /}.

Доказательство. Из леммы 1.2 имеем при 
(Jm/Xx=0)

(sinl л (х t) q.(t) v(է 1. О) (if 
г. J

и

55

3.16)

и (3.11*)

sin։ cosI М/ 1.(0 1 1 О

о

cos a
sinJ Mr-1, (0) 4-0 di (3.17

(i = 1.2......... m).
Далее.

( sinl >■ (x — t qt (0 cosj k(i —l((7j di =

Կ

ЛI «vfSin| >(Л‘ A<'O)V/f0^4- -pn| >7(л-֊2/-А։7 ).Z.^ df =

= у sin J ЛА- i cos 11 л 1/(01 V/(Z | dt 

o’

x
-֊֊C05l slnll '՚ձ'(0Իձ^)^4-օ(ո  ̂ (3.18)

0
(/ = 1.2, ... m).

Аналогично

•V
1 Sinl 'X (A — Osin) Z(/ —1,(/))7.(/)ժ/ =

о
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X

=-----yCOS] АЛ COS [| л ձ( (М] հէ(է j dt

(I

Հ
------Lsln) лл-j’sln ||/7ձԱ/)|?յՕ^ + Օկ ֊J (3.19)

Теперь покажем, что

V V 1
jtosl XTpInl л dt,rit = o(^\f.\ 2 j. (3.20)

Действительно.

V X
Isnil MX-/,)/<(7v/h//j= isinl л(А'-ft)

J J vi ~~ էI
r '1

Л- Կ
= A'l л,/)с6,^ Sin| л(А- —rs) ,T2 —0 1 dl2 = 

r I

— /<։ (X. / ) j Sin I Л (A' — t2) (t2 — t)-'dt2

I

Հ Ո
-f i’sinl MA--/..)(/a-/- ’մձ. — K՝tvt}(itv 13.2Ո 

J J ‘
t !

Имеем

.V
- i Sin — 

/

У = Я

t. /-^ + 3֊=)

= (x— ր,ւ՚՜4 Л ft (— л|л-— t}‘; .3— -). (3.22)

Так же и
J

j • G — f! ՜1 sin I л (a՛ — t.,} dt2 =
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n
= sln| Х(х—/։)^ (/„ — /)-cos | k{i1 — t2\dtz I- 

7

'։
cos I >■ x - /)~*sln I X(/j — t2)dt.2 =

t

= П I ֊sin |J/7.(x-/։)| (ղ֊ /)•֊’£, {->.(Z։ -0s; 2 Հ +

փ/’d-;)!'/ cos II /.(X-/,1)1/, n--”/:,i-A g-ք)ո-, 3 —sj.(3.23:

Из формул (3.21), (3.22) и (3.23) с учетом условия (3.14') и из лем­
мы 3.1 следует утверждение (3.20).

Подставив формулу (116) в выражение (1.11). получим при

а * г -Հ5 (Jm 1 л = 0)

у (х, /.| = slnacosl ах cos а 
sin | ах

л
I sin II а(х-Г1)|Л'(/։./)г/г1 

г

sin з cos| а / —

Sin I f l . i sin а , cos a v . i cosa- ’----- ֊֊=--f • 0(1)\dt.
I >. \ J/ л a / I

(3.24;

Учитывая формулы 3.17), 13.18). 3.19). а также формулу 3.201 по­
лучим утверждение (3.151 леммы.

Формула (3.15*)  доказывается аналогично. Для доказательства 
формулы (3.16 заметим, что из 1.11) следует при /■-> Jfn\ /—О:

Uy (х. /J 

dx
=^֊ — | л sin a sin | а х — cos а cos] А х -֊-

и
cos П А X- Հ(/).] Հքր)

/֊1

-г cos 11 а (х — /։)| 1\ (^, Л| ժ/յ . у (Л a) dt. (3.25)

Пользуясь асимптотической формулой (3.15), из (3.25; и (1.12) 
получим формулу (3.16) леммы.
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§ 4. Теорема о разложении

I'. этом параграфе ограничимся, 1ля определенности, случаем 
sinx = 0, sin^^O. Остальные случаи получаются аналогично.

Ր. Опираясь на результаты 2 § 3, получим некоторые формулы 
для собственных функции и собственных значений.

Л е м м а 4.1. Если функции К ՛ х, г I и <д > х (/=1,2, ..., т) удов­

летвори ют условиям леммы 3.3, то все собственные значения и. 
собственные функции, наминая с некоторого номера, имеют вид

. , . ал (X) .
v(x. >.„։ = sin a cos — х 4-----------sin— х

/ п I

Հ (/)) <?<(/) <// ■՛ О

(0<x է, n : n^

(x, Ы 2 т.п . a'jx) , т.п 
— - ■■ ■ =-----------COS ------ X ' sin
«/(Vl /sin a / n I

14.2*)

где (0 x Հ I, n>-n0\.

Cn
sin (a 6) 1 v Г I v.n .

Y cos — Հ
^slnxsin?/ 2- ““J I /

1 ’Հ (0)

dt. 4.3.

ая (x) = —7■ V || q։ (/) dt — C„x sin a — cos a. (4.4) 

/-։ (Y

r IT. Հ
= <(/)rf/-C.(Z֊x)sln3-cosY (4.4* ’.

“ /-‘.V

причем порядок остаточных членов в формулах (4.2) и (4.2*)  рав­
номерен при х |0, /].

Доказательство. Согласно лемме 1.3. имеем

где

(4.5)
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Из (3.16 имеем

i |sin(a-pj 
t;: I. Sin я sin 3

(4.6)
/-։ о

Или. согласно (4.5՝.

tg 1 ՚Կ f = — 
т.п

sin (а — 3)

sin a Sin 3

+ о («=֊■-՛■) =1 ■ 
т.п

sin (а — 8 ) 
—------- к” •Siri а sin р

от >
X | cos {у-ձյ(/) խւՀւմ/

'• 1 о

֊I О(/Г •). (4.7)

Из (4.5) и 1.71 непосредственно следует формула (4.1).
Формулы (4.2) и (4.2*)  получаются подстановкой оценки (4 1) 

соответственно я формулы (3.15), (3.15* ’; и (3.16). Лемма доказана.
Из леммы 4.1 и (3.15) получаем

ду (х, >.„) т.п ։ тп. . , . тп
—=------- sin a sin — л՜ т а« ՛,.v) cos — х +

дх I I I

m .։

о/ Ճ \cos!т1 х ձ/՝Z))! dt ° <"’՜լ: • (4.8)

не оценка остаточного члена равномерна при х [0,/|.
5 Пусть

п
п (X. է) Ջ У у*  (X) 2t. (f)

է-О
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1 2 Л T.k -k
-----------У COS — .V cos — է.
I I / /

(4.9)

Справедлива
Л е м м а 4.2. При sin а =£ 0. sin £ О

|ся(л, է) [ < /VI < | се, 

Д о к аззтельс т в о. Из

(0 <.х, է I, n^O, 1.2..........

формул (4.2) и (4.2*)  имеем

(4.10)

y{x, /.է)?(Հ Հ.) 
w'(Aft)

2 r.k
— ----COS-----Д' cos — է

I / /

cos —
Ik /

T.k 
cos --

~~2k

A’ 
/Asina

sin
~A rJt

- д' cos - t 4֊
/ /

a*  (.V; Sina rJz , "A .
—-------------cos — x sin ֊- t-

k i /

V/ Ul

(4.11)

где порядок остаточного члена равномерен при д', / [0, /'.
Но ввиду формулы

r.k rk 11 ~k ~k
sin — и cos — v = — sin — (« 4- v) sin — и — u)

и равномерной ограниченности на отрезке (0. ~| сумм вида

п , 
у sin А .г
—J
Л-1

(п= 1, 2........д' -10. “|! (4.12)

см., например. [3|. стр. 36), из формул (4.11). 4.3), (4.4.. (4.4*),  учи­
тывая (3.3), получим лемму.

2. В этом пункте мы будем полагать, что функции Hix, /) и 
|Д') {I = 1,2...., wi удовлетворяют условиям леммы 3.3.

Докажем теорему о разложении по бйортогональнон системе 
(уА.(д'), z*(x)}  (А ֊ 0, 1.2,...), построенной в Г § 3.

Теорема 4.1. Для кажОой функции f(x , имеющей интегри­
руемую вторую производную на. |0. /| и удовлетворяющей краевым 
условиям задачи (/1), справедливы разложения

m

m

/
Sin|'^(X— A; 7))р,ЮЛ +



Краевая задача для интегро-дифференциального уравнения 61

՛.
/(*)-  Vv,(x) \f (t) Zb (t) lit. (4.13)

Л -0 о

ОС -i
Л*)-  $>»(-*)  \f(t)yk(t)dt. (4.13*)

Л-0 у

причем ряды справа сходятся равномерна ни отрезке х |0. /|
■Доказательство. Пусть

Lf[x) = /i\x). (4.14)

Тогда, согласно теореме 2.1

t
V /(X) = \G(x.tHi(t}dl, (4.15)

О

где G(x, է — функция Грина задачи (.4);
* Ряд

ос Г
/*(х)  = 17(/)г4(/)Л. (4.16)

/.•֊о <’/

сходится равномерно при 0 -- х հ I, так как яз (3.3) и (4.7) имеем 

|УНА-)!<Л'1. (4.17)

(О^л-տՋ/, А*  = О, 1,2,...),

а из (3.3) и 14.15) следует, что при А — а 
/ t
Г/(Z) z,! М dt = -1— С/(«֊) г 11, ; dt - 
J ՝» ('*)  J
о о

I
֊! ֊ - [л(/)М0Л=бРЛ И.18) 

ллн> (A),-) J \А /
о

Известно, что ряд

V sln.**cosM,  0<л _ (4 20)
— А’
Л-1

равномерно сходится при 0<г f ■: z— е (՜օ<Հտ<՜֊Տ любое 

(см., например, [3], стр. 36 л |8|, § 1.23), а из (4.12) следует, что 
. его частные суммы разномерно ограничены при / 10, -j.

Про дифференцировав почленно ряд (4.16) и учитывая свойства 
ряда (4.20), из (4.8) и (3.3) получим, что ряд
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է

dt

о
У Ճ w 

л-о

равномерно сходится на каждом отрезке вида 0<Հտ х /ей его 
частные суммы равномерно ограничены при х |0, /|. Следовательно 
функция /' (х) имеет на (О, /] непрерывную ограниченную производ­
ную.

Из теоремы 3.1 имеем

со Հ
Ր (А-) = 4֊ 2 5Ղ U) f/(0 (О dt. (4.21)

fc~o <Y

С другой стороны, из равномерной сходимости ряда (4.16) и биорто­
гональности систем (y*(x),  zb (х)| {к -= О, I, 2,...) имеем

со I
Ր (•*)  = У Л (-<•) 7*  (О Zt (t) dt =

*-о Հ

=—՚ ճ у*  (*>  (7*  ** и։dt- с’-22)
*• о %

Обозначим
и (х) -/*(х)  — /(х). (4.23)

Тогда из (4.21) и (4.22) получим

ՁՕ
֊֊ = ֊ У>'»М 1‘«(/)г4(/)Л. (4.24)

Jt-0 .7

Так как функция п(х) имеет на |0, /| непрерывную ограничен­
ную производную, ю ряд (4.24), согласно формуле (4.11). сходится 
равномерно на каждом отрезке вида 0<s<x ./—s.

В частном случае, когда Л (х, /) =0, q։ (х) — 0(/ = 1, 2.........т)

и sina— 1. sin3 ֊ 1. из теоремы 3.1 получим

yi =₽ ֊֊֊ и (t) dt -у-У cos-у х (t) cos՜^ tdt, (4.25) 

о *->

где ряд справа также сходится равномерно на каждом отрезке вида 
0< £ Հ. х -с / — £.

Из (4.24) и (4.25) имеем

// (х) = - J zt, (x, /) и (t) dt I- s„ (x), 

0
(0 Հ x < 1.2,...)

(4.26) .
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где-
s«(x) >0 при X [sf /— г] (г > 0—любое) 

л-»~
и

|ей(х) < А' при л- |0,/|, д=1,2, ...

Уравнение (4.26) есть интегральное уравнение Вольтерра второго ро­

ла относительно «(х), следовательно

и (х) = J /ձ, (х, է) sn (t) dl + £я (х), (4.27 >

о
(О < х /, №=1.2....)

где R. (х, /) резольвента уравнения (4.26).
Iio нз леммы (4.2) следует (см., например. (5|), что 

IR,(x. t)\ Me™.

(0<х, / /, л-1.2,...)

медовательно при 0<Դ< и ()<г- х I -г

«(х)| = J R» (х, է1 гг։ (է) dt 

и

Ч-Ен(х) A'.W4 Ие»‘
»-։
f , (Г) I ill \

(4.28)

(4.29)

Устремив в формуле (4.29) /г — .... в учитывая произвольность s, по 
лучим, что

следовательно
и (х) 0, 0 Հ х /

/’(л-)֊/(х), О х Հ I.

Таким образом, формула (4.13) доказана. Формула (4.13') доказыва­
ется совершенно аналогично. Теорема доказана.

3 . Теорема 4.1 легко уточняется с использованием леммы 4.2 
(см., например, |4|, гл. 1. § 4).

Т е о р е м а 4.2. Если sin а 0, sin =#= С, то для любой абсо­
лютно интегрируемой на (0, /) по Лебегу функции f (х)

п 

lim
*-о

cos

а
t

-k I՛

(I

*-■1 у
равномерно во всем интервале (0, /).

Ո

/ —
0 (4.30)
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Такая же теорема справедлива и при разложении по системе 
,z. (л*),. (7-0. 1.2,...). В случае, когда slna = 0 или sin3 - 0, разло­
жение по биортогональной системе сравнивается с разложение^ 
вряд Фурье по функциям sin fix (п 1,2,...) или по функциям

sin f/H------'
\ 2 >

|л (п = 0, 1,2,... ).

Из теоремы о равносходимости следуют следующие теоремы: 
Теорема 4.3. Если /(л) /... (0./), то

Hni j f(x) v yk (Д-) I у dt </д--0, (4.31)

u *-0  о

Ր I n pllm l /(Л-)- Vz»(i£) dx=0. .4.31*)
II - « ' ՜՜"

и *-0  0

Теорем а 4.4. Пусть f (л՜), g (л i /,.. (О, /). Тогда справедливо 
обобщенное равенство ПарсеваЛя

где

Հ °° 30
/' (Л-) g {x j dx= v ak /Հ. = V Д*  i)k t 4.32)

0 k~0

! 

0
/ 

0
(4.33) 

I
Պ= ^/(0>Դ(/)^. 

fl
l

tlk= I

■'S'
(A = 0. 1, 2,...).

Справедлива также
Т е о р е м а 4.5. Для каждой функции /(х)< А2(0, / справед- 

ливы, обобщенные неравенства Бесселя

ос I
£|«,..|։<Л7 (|/(x)|=dx, (4.34)

*-о է)
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со Հ
V |Հ|՜ < м i \J(x}]-dx,
*-о .у

(4.34*)

где

{ I
Mb a, = J/(/)z,(«)rfZ <Հ = (.1.35)

II (I

(Л = 0, 1.2....).

а постоянная de <: M < — v не зависит от f x) ( где dn =----- - — )•
\ /siira /

Доказательство. По теореме 4.3

)
/(Հ)= V ao,։ (X). (4.36)

A--II

Обозначим

f I/ (x) = V (x). (4.37)

Имеем

Л ո
if (Xj x_ I. i.Щ I d0 v ak y?lx) I У ak zk (x • - dn y*  ixj) [ —

* А-И A-.0 '

Հ_____" _____ _____
d0 fix] 4-1-i-m I /(/) У zb (/i {zt (xi ֊- (xj) dt. (4.38) 

՞՜’" J

Используя свойства ряда (4.20). из (3.3), (4.1) и (4.2) так же, 
как и при доказательстве леммы 4.1. получаем, что ряд

со
zk (О1^уГ(х) - Zk (х)} (4.39)

*-о 0 < х, է < I

равномерно сходится в каждом квадрате вида (0<Հտ</ Հ/ — տ, 
0^х</; и его частные суммы равномерно ограничены при 
О < х, է < Z.

Поэтому, обозначив

5 Изагпия АН, серия Фил.-мзт. наук. № б.
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оо _____
Q Л-, է) = у Zt(t) (х) - ժ0№ (x)) (4.40)

Л-й 
из (4.38) имеем 

г
Lf(x) dJTx) 4֊ [/(Ш 'МЛ (4.41)

о 
где

|Q(a-, /)|4 /<< -сс (О^л՛, /</).

Отсюда следует, что
Z/(X) ( Л2(0,/). (4.42)

С другой стороны, из (4.36), (4.37) и (4.41) имеем

ОО <
Ճ ^/(A-)Z/(x)ax =

*-о б

/ ։ I
= Հ jl/(x) 1= ‘lx - ( f(x) С TtTTQ (X, t) dt dx 

0 ՍԱ
г 

d„\ f(x)\-dx+К 

0

I

(4.43) 
(I

Обозначив (1Շ \ IK — M, получим формулу (4.34), Формула (4.34*)  
доказывается аналогично.

*vbrubuiiuG

ՈհՂԱՑՈՂ ԱՐԳՈ^ՄեՆՏՈՎ. IJb հՆՏեԳՐՈ-ԴՒՖեքԱՑՒԱԼ ZlhLllUUPm 
ՍեՓԱԿԱՆ ՖՈհՆԿՑՒԱՆեՐՈՎ. ՀհՐԱԾՍԱՆ ՄԱՍՒՆ

Ա Մ Փ П «Ի П հ 1Г

ւ՚խսսւրկւյու ւ) կն հետևյալ երկէէէ- փո[иադարձ-հսււ/utլա.ծ ևւլլւալ[էն խնււքւր~-

В заключение заметим, что асе результаты пункта 3 § 4 легко 
можно перенести на случай, когда функции А*  (х, О и 7/(х) (/ -= 
— 1.2,..., т) и постоянные а и 3 комплекснозначны.

Институт математики и механики Поступила 12 VI 1959
АН Армянской ССР
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И)
-/+J 

о
М*))  = Ху

у (0) COS а у*  (0) sin а =0 
у (/) COS / 4՜ у' (/) sin р = О,

«քաձ7 Д( (х) > 0. ձ, (х) =С 0 < 1 և qt (д) = 0, երր х — Д/ (х) < О 

(/=1,2.

I
z" \-^<(f.x)z(t)dt I-

(.V)
Հ.7

•• V ։/;(х)2(д- 1 д;(х)) =х? 

i- 1

z(0)cosa z’(0)sina = 0

z(/)cos3 z'(/) sin ,3 ~ 0,

4րտեղ x Д,(д՛) -•= ,Հ,1 ՚ (.’-•) (?.(Д‘) = X Д, (х)) ( ! — 1,2, ... , /п}:

երոշւվո/.l) են (.4) հ /4*)  խնդիրների սեփական ֆունկցիաների Ш ււիմպ֊ 
պտասակս/ն հա/ոկութ րււննե րր և կա ո ո t ցւիւ ւմ I; ,Д) Ւ^՚՚Ա՚Ւ ^'րինի ֆ"մեկ~ 
ցիան, որի միջոցով | .4 ) ե (,4 ՚՜ | խ'1/цիքՈւհրր >ամասլաւ/ւill пխи/lm/րսւր 
ւք/սմ It'll հհսւևլալ երկու համասեռ ինահ/լրալ հա/(ա//ս/րո/.մհւերին՝

I

У (А')

V

G (X, /) у (Ո dt

/
(х) — X j Ci (t.jc)z(t) dt-. 

о

1/1) ե (.4 ՜ ) խրհէքիրներ[է i/եփտկան ֆէէւնկցխսների միշււ/յսվ կաոոt-ipjոt մ 

է !ул(Д՜). ՀՀ՛ (x) I (А —0, 1, 2, ... ) րխւրթոգոնալ սիաոեմ հ (] լ (х) ք1_ յт) 
և К (X, է) ֆունկւյխււներ{ւ վրա որոշ սա՝.մ ունափակո t մնե ր էլնե[ու լլ հետո utnuif]՝- 
վում կ /վերածում ր//ա արլ սիււսւեմխ

/•//րեն.ր թեորեմներից մեկր/
РЪпр1лГ. եթե ^(Х) С /-։ (0, /) (/ = I, 2.........../Л) ե

(X-/)’
որաեււ

0^3< 1
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//••«» ֊- Л'։(х, /) 7^(0, /) (f — const),
дх

կամ ~ Кх (х, է) ձյ (0, /) (л*  = const), 
dt

ւսպա ամեն մի / (x) Լ . (0, /) Համար

I • է • ու I
Ո •- V

/(.։) —У .Мл) [/('>*<  «)<" 

К-О (Г

dx^O.
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