
ՀԱՅԿԱԿԱՆ 11Ս1Ւ ԳԽՏՈԽՕՅՈ ԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК ар м я нс КО И С С Р 

1|щ||1|1։֊|Г111|-иш։п. q|»mntpjn-GGLr XII, № 6, 1959 ФиЗНКО-МатеМЗТИЧССКНе HdVKH

МАТЕМАТИКА

Г. В. Бадалян

Обобщение хаусдорфовского метода 
суммирования рядов

Настоящая работа в основном посвящена обобщениям хаусдор- 
фовской теории моментов и хаусдорфовского или Н — метода сумми
рования рядов (см. |1], [2], [3| п др.).

Работа состоит из трех параграфов.
Первый из них имеет подготовительный характер, где рассмат

риваются вопросы, связанные с известным обобщением многочленов 
С. Н. Бернштейна, во втором излагается обобщение хаусдорфовской 
теории моментов нецелых степеней аргумента, а в последнем приво
дится обобщение /7— метода суммирования последовательностей (ря
дов).

§ I. Некоторые свойства функции /.«.«(л)

Рассмотрим последовательность чисел

0=Ն<Ն <7շ <•••-* со. V (I-D

и функции
т •
П ն Ր

>•«.» (Л) = I - х՜'^ ■ (1.2)
2п/ | д

J ПК + Ն)
с V - Ո

где л = 0, I........т, х |0, 1], а простой контур С, здесь и впредь в
аналогичных случаях, охватывает окрестности нулей знаменателя.

Теорема 1. Для всякого х Հ (0, 1 ] справедливо

а) >т.п (х) > 0, п = О, 1,2...... т,
6) '•«.« (0) - 0, л =1,2...... т, >.ст0(0)=1, >•,«.« (1) = 0,

п =0. 1, 2,..., tn — 1, /.„.„(I)»!, (1.3)
т

в) V >.w.n(x) = 1.

п— 0
Для доказательства а) заметим, что для

0 = % <а։ < а., • - • и х С |0, 11,
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2«7 Л
;.'П (՝ + “֊)

см. |4|, стр. 8.
С другой стороны,

(х) - Л-1"

ГДС Я»— Հ// ■. *ք/յ.
Справедливость утверждения б) следует из интегрального пред

ставления
Для доказательства в) имеем

т

п:
гак как —= 0.

*-о ’ тг I»
Теорема 2. .7./я всякого х (0. 1|

!1тл,я.я(л-) = О, // = 0.1,2......... (1.4)
ГП- -

Действительно, имеем
* т

1՝т,п (X) < Спх~1 П —“—’ (1 ՝5)
»-д+1 Ն՜1՜՜Հ

где х>0- - произвольное число, a Сп зависит только от и.
Справедлива также следующая модификация теоремы 2. Обоз

начим

= —֊ П 
l«*~r»֊l Y -I-

‘ о

и гя1 = inaxsm./r, когда п =0, 1,2.........т.
Заметим, что при т — , s.« — 0.
Теорема 2Հ Д./я всяких х (0,1) и //=0,1,2, 

вео.тво неравенство

F7TT-X)

(1.6)

т спри-

(1.7)
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Ддя доказательства георемы заметим, что
m

' П 7- 
x՝ d՛.

П<;
--Л

»“ Л-г I>֊«..»,W = (-
2~/

где*;,  j,+y.

• ПI 4R (R 7Jcoss?-h; 

y -f- /I r

В качестве контура С возьмем окружность

где

где

Լ == 2R cos ye1 9 2 л։

Отметим на окружности С точку C0 = 2Rcos?0<? ,
17 1

?о 2R^
тогда

I л։

/ •m п{х)
v Hl-

(1.8)

т

п
4. „(х) =

Ն
Rd*

III 4K(«
՝ — Ո

Jcos2?H 7

m

П 7’
.v)=—

ո>՜,! '՛ 2zi

I ехр( 2R cos- т- In jRdz

или

Имеем
т

П Ն

v п

2հ ’ 9

I I

7 Л 4~--т
(1.9)

Оцепим теперь Jm.n(x).
За мет им, что

mln [4/? R — Հ J cos՜ -f- ֊| = 4R (R — Հ) COS2 % -г Г,2-
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а

2R

cos ®0 = sin

Эго значит, что

կ,Հ 2

2R ' - 2R

р*Л
-R '

т
R П ն ?в

Jт. «(л) --_.__________________ I exр ( 2RI n — cos2 ? V<p <

2* Ո|/(/?֊հ)հ;; + т? օյ х
V- Я

,, 2
< 9 ГЁТ՜՜’ i СХР( ՜ R 1Ո ~ ¥‘ ) մ'- < 

2-յ \ « * /

< ____ շ՝'» R gty
yXp Հ 

но гак как

In--•= ln(l (1— л-))>1 л', 
x 

« տճ
TO Jm. n(X) <Հ ——7==-— •

•Ip 1 — X
Из 1.8), в силу оценок (1.9) и (1.10), получаем

1 -’Л т ч
'■»..w< - ~ п Та4- —~s=,֊..

2ա V х .Mi՜!, 2gW(l-JC> 
или

(LIO)

хот. я (Л-) = -7=^.—• 
/х (1 — х)

Определение 1. Обозначим через Ф оператор, если он вся 
кому квазимногочлену

Я1
R/а(Л')= у4 (1пЛ

д.П 
сопоставляет число

Ф[Р,л(х)|=х V^|4. (1.11)

а—О 
Обозначим 

т т
П 7, V __±i--------- , л=0,1,2........ т. (1.12)

’՜Ո+ւ {֊", Ո(7.֊Ն)
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Замечание 1. Имеет место равенство

Ф l^ci, >։ (Х)] = \tn.n •

Определение 2. Последовательность {щ} удовлетворяет ус
ловию (А), если выполняются неравенства 

т
У|и.«|<Л, т=0, 1.2........ (1.13)

л — О

где L — постоянная, не зависящая от т.
А. О. Гельфонд в работе [5| рассматривает обобщение класси

ческих многочленов С. И. Бернштейна , которые в наших терминах 
определяются так:

Определение 3. Пусть функция /(х) определена на |0, 1| 
Квазнмногочленом Бернштейна для этой функции назовем функцию

т
= „(X). (1.14)

rt-U 

где

-.-я-И
Там же доказано:
Если /(х) С([0, 1|), то при т — оо, /?«(/, х) стремится к j (X) 

равномерно на всем |0, 1].
Для удобства дальнейшего изложения мы внесем в определение 

функций В"т (f, х) небольшое изменение, которое, хотя не меняет 
существа положения, но, как нам кажется, облегчает выкладки, свя
занные с ними.

Определение 3'. Квазимногочленом С. II. Бернштейна функ
ции /(х). определенной на |0, 1|, назовем функцию 

т
й„(/,х) = У/(-„,„)Х„.„(х). (1.14')

Я-II 

где

”ձХСЮ, 1|. П -Лт-
.. л+1 Т>+ 1

Покажем, что теорема А. О. Гельфонда остается и силе н для 
(/§))«.

* Смотри также (б|.
" Отметим, что А. О. Гельфонлом доказана теорема более сильная, чем при- 

«елейная выше, но н она остается в силе для Bm[f, -<Т, более того, теорему при 
этом можно доказать сравнительно проще, не выходя при этом из схемы доказатель
ства классической теоремы С. Н. Бернштейна.
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Для этого в силу теоремы А. О. Гельфонда нам достаточно по
казать, что при / л| С(|0, 1|)

llm |ЯИ /. л-) - \ ք. х)| О
Л» — «ж

равномерно дли всех х |0, 1J.
Последнее утверждение в свою очередь будет доказано, если 

убедимся н том, что
пч յ-» 
тг- —

равномерно для п «= 0, 1, 2........  т
Обозначим

к заметим, что при п 1,2........т 1 справедливо тождество

։

зТ»-М

Повторяя ход соответствующих рассуждений работы |5| (см. 
стр. 115), заключаем, что

птах |6ЖЯ 
: ։<а-1

где ՇՀ> 0 абсолютная постоянная; знаем также, что

а

равномерно для всех п — О, 1, 2.........т.
Теорема 3. Если последовательность насел ц„) уoott.iство

ряет условию А), тогда

ря®= llm Ф |/Նո (л՛'')|, л = О, 1, 2,... (1.15)
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Лем мя. Для всякого х справедливо равенство 
т

П 1т- т- 
> '՜՛՜՜՛՜և -------------- =֊■ ЛЛ".

. k-n П 7»

Для доказательства рассмотрим сумму Ь J 
т ԼՆ -iiv 

П (п — 7^) 
$ । -1 _ . 1_____ ।_______ 7>« 7д_______ ւ_... д. ՜'-"՜՛՜1__________

’4*7«  ('՝ ; 7«) (ч-ЬТт-l) Д /г . . X
П’’т7«)
•-" ք t-Լ

Для краткости обозначим у, — Լ = с, тогда

(1.16.

так как я„ — 0.
Таким образом

значит

f !H. է; (Д').

Этим лемма доказана.
Для доказательства теоремы применим оператор Ф к равенству 

1.16՝..
Будем иметь

«л» __
!*„  = Ф|Л'»|=У п ±—Ջ-V». (1.17)

С другой стороны,

Д 7 .՞' ,п / 7 \
вт (л-1л) » у Հ r< xm. k (Л-) = у П (֊—Т “ W- 

л 1-+1 1
(1.18
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Применяя теперь оператор Ф к (1.18), будем, иметь 

փ|Ջտւ/")|-V/ h—(1.Г
».Д т.4-1 I

Из (1.17) и (1.19) получаем

t-m.k

(1.2Ո)

Заметим, что для всякого п при достаточно большом т

(1.21)

может быть сделано меньше любого заранее заданного числа £>0.
Взяв т достаточно большим, в силу условия (Д) будем иметь 

также

В силу ՛ 1.21) и (1.22) из (1.20) следует, что

Нт Ф|Вя(х‘*)]=р я. л =0. 1.2.......

В частности, при п =0 имеем

11.22)

(I 15'1

(1.15").л = Ф|5(1)| = ^ля

§ 2. К теории моментов

□пределе н и е 4. Последовательность чисел |I называется 
моментной последовательностью, если существует функция с ограни
ченной вариацией а(И. такая, что

1*л  = t (fa (է}, //=0.1,2,.... (2.1 >

Q
։ де здесь и впредь последовательность (тч) удовлетворяет условию 
(1.1).

Теорема 4. Для того, чтобы последовательность чисел 
(ия) была моментной последовательностью, необходимо и доста
точно, чтобы она удовлетворяла условию .41.
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Н еи б х одимость, в силу теоремы 1, очевидна.
Достаточность, здесь и впредь в аналогичных случаях, до

казывается приспособлением известного метода к нашему случаю, 
:огда вместо обычных моментов рассматриваются обобщенные мо
лен ты (2.1 , см. [7|.

Обозначим

агп О Г ) — Affj, u, 1 0) — О,

՜րո. k ՜ւ՜ 1 ՜ I ՝րո A- : — l-m. к , և' — 1,2,..., /Л 1, 

"»-« (2.2)
Л'П ( 1--- , %т. к ,

к-0

т
'■f-rn ' I = Хда, к — !4ւ 

Л-0

и рассмотрим ступенчатую функцию г,п{( с вышеуказанными скач
ками.

Нетрудно заметить, что 

т

J fc-0

Շ другой стороны, имеем 

гп 
ф |Й,„ (х՞)! = X 

АГ- <>

значит 
л

Ф[Йя(/")| = քէԽ։»!/.. 

О

Используя известный принцип выбора Хелли, из \7.„; t J можем 
подобрать сходящуюся подпоследовательность >Wy(0) с предельной 

Функцией յա , имеющей Ограниченную вариацию.
Таким образом.

I 
11m Ф|й„(а-'',)| - ['/'"rfal/ .

(I 
но

Пт Ф |Вт (аЛ,)| = թ„. 
т •«

Этим теорема доказана.
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Обозначим оператор 

/ ՛ — ,'т՝ 
■Ьгл./'Г, — । * (2 3)

Л/п,(гл/) (a) dx 

X

где է |0, 1|. т = 1. 2........ [zn^J — целая часть числа mt.
В частности, при |л/г/| /г имеем

т

П
W- ''֊* -------= м.».’-=Ч---------  (2-3')

Ш Հ»
\\„։k\x\dx П I՝

J »-*+։
<1

Теорема 5. Если последовательность J;i„ удовлетворяет 
условию (Д), тогда существует

р, = lim 
т •

И 
1

!», J,x= lim (7‘Ղ,„.,(?) dt. (2.4)
m —«• J

О

Действительно, заметим, что существует
I
рТя£„.,||1)Л (2.4-),

О 
и представим его в виде интегральной суммы Римана.

С этой целью разобьем (0, 1| на т сегментов А.л о, А„,_ ։. .. , 
■^ш.гл-i с точками разбиения

Л-ф = 0 հՀ А յ Л շ • ■ • <^՜ А-’и— । ■-֊. л л — I 
так. чтобы имели 

> III

Г л ն
сЛ/(^т.д) = I Կո, к (A՜ I (IX = — •

11(7.4-1) 
(Г

Нетрудно заметить, что такое разбиение возможно, так как 
гл-1 т—I ,]

a) (д,м ձ.) = V Ь.от, (x)rfx=  1, 

л-о  о у

*

*
(2.5) 

1 т т»
б) дл (Ащ.р ) = ——- Т1 — ->-0, когда т — со 

յԼ,Ն֊ 1֊1*
равномерно для всех k.
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Заметим также, что 
//-։ л-1 ’

, Д/И. А- ) - I /«W. <; ‘ А՛ | </л = 

* 0 fc^-Oo

П. ,, / ГЩ+'м
' 1; ; ‘ ՛ •■■ + •'-

“П(“- ։ ’"<+1\ 71 7։7= ГЬ /
• * v I

Это значит, что хк = -w. .
Возвращаясь к (2.4' , будем иметь 

' от~1 t
է/'Ղ„,.Հթ)մ/ V z^kL„. n ։(|*)Л»(Д„) + «„... (2.6)

О * - О

ГАС ՜րո. к հու. к "чп к~\ • -гл, п 0, КОГДа Г?1 • СО.
Подставляя значение Jh} из (2.3) в 1'2.6), будем иметь

> т~1
1Л.».гЫЛ= У £’*>•».  * + •«.«■ (2.6')

о *-0

Заметим теперь, что

> in Հ>հ _•» ,*л
к ՜ -т. k -til. ii гI -лт. £ —

Это значит, что, каким бы не было целое число //>0, при т — оо

•/ 7
С. а — ~т.и -*0.  равномерно для всех k = 0. 1, 2, , т — 1. i,2.7)

Представляя 2.6') в виде

J т -1 т - 1
'l-m.i i',A ! (ff — "-Հ՝. k չ ու i + >: ~m k ) '-т. к ՜-т.п

У А- О А —О

и учитывая !2.7). в силу условия (Я будем иметь

J т— 1

f. . it
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где lim s' =0. п 0, 1. т.п ’

С другой стороны., согласно теореме 3 имеем

т
= |im Ф |/?гл (х'п )| = lim У -'v ьт.,{ ֊ 

т •*  т • ~ ““ т<է О

= 11Ш Ууп.т -г У ՜ ". Kr,.k 
in-*».  яь’

է-0 յ

Непосредственное вычисление показывает, что 

։
'^т.т = Х՝т di (л*)  = |Яя„

О

(2.8)

Путем интегрирования по частям получаем

1

О
Разбивая

I
ք -)-«(/)) dt 

о

на два интеграла по |0. 1 — г| и |1 — д. 1|, проводя соответствующие 
оценки, будем иметь

МО Н-«(I — )| < max а(1 — ) — а (z)| (1 - z)',r‘

1
Н > max )а(1—)—а(0 ( t'm ' dt, 

'ер *.i|  J
l — i

или 
llm |jxm a(l) a(l — ) =0. 

m - •"

Это значит, что существует и

— а(1) - а(1 —). (2.9)

Учитывая (2.9), из (2.6՜) и (2.7) получаем

I
•сЧ— Н- = Hm i է՛" Lm., (|1) dt. 

m - •• J
U

Этим теорема доказана.
Введем теперь обозначение
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[Լ П т»& 

- н»-/- (21°)
յ~Ա П (fn+’ 7»+/)

Э.-.-О
•т7 

Замётим, что
Д Ня = Ф [**+«. и (х)1 =Хд.+Я1„, (2.11)

а при 7v= /, •*  — О, I. 2,*  • •,

Л^л=(Л^А)л‘а„. (2.12)

Определение 5. Последовательность (|хя) называется абсо
лютно монотонной, если

Д*Нл  >0, М«0, I, 2,---. (2.13)

Теорема G. Для. абсолютной, монотонности последователь
ности необходимо и достаточно, чтобы существовала неубы
вающая и ограниченная на [0, 1| функция удовлетворяющая 
условиям 

1
l* n=p;"rfa^), я = 0, 1, Հ---. (2.14)

Достаточность. Пусть функция а (Г удоилетворяет условиям 
теоремы, тогда

k
J tt II 7л-н

0 < i >•»+«. Ո (t) di (է) = У -jj------— ’ --------------- (l„+y = ձ*  |1я.

о •/*°  ГI (Тл4”» 1/։+/)
/-0V.J

Необходимость. Пусть > 0, и, Л = 0, 1, 2, • • •), тогда

т
У՝т. пи լ^,„ւՈՀ. I., (2.15;

/։-й

где /. >0—число, не зависящее от т. 
Действительно,

следовательно,
Ая’"Ч = Ф(>‘«.л(л-)) =>^.«

1Л I»
V л те —« V1 1, Рл — ■ ■ ^-т, л •
п О л-0
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С другой стороны, известно, что 

ги 
V лг„.я(л-) = I,

значит 
гл т ,
V „ = ф( у „ (х)) = Ф (1 j = (2.16)

л-0 л—<»

Этим (2.15) доказана.
Повторяя конструкцию, приведенную в теореме 4, докажем су

ществование возрастающей и ограниченной на (О, I] функции a (ft, 
удовлетвориюшей условиям

!
|էք,= ^էՆմշ(ք), ո = (Հ I. 

о

Этим теорема доказана.
Из теорем 4 и 6 следует:
Теорема 4'. Для того, чтобы последовательность удов

летворяла условию (Д), необходимо и достаточно, чтобы ее можно 
было представить в виде разности двух абсолютно монотонных 
последовательностей.

Ниже мы приводим обобщение теоремы Л. Ф. Соловьева па слу
чай нецелых моментов (см. |8], стр. 167).

Как известно, /•» Lm на |а, Z>|, если 

ծ
( .47 (/•{/)) л? О,

где .47 (//),(— .с<Հս վ оо) непрерывная выпуклая вниз четная функ
ция, удовлетворяющая условиям:

...... .. Л7(«).И (0) = 0, —------------оо при и -*  оо.

Известно, ч го для всякой функции ЛИн), удовлетворяющей выше
приведенным условиям, справедливо неравенство Йенсена

/ [ р (/) и (0 dt \ \р (/) Л7 [и (/՝)) dt

'И 'Ц----------- < ---------------- •
\ \p\t}dt ) \pWdt

и п

Определение 6. Последовательность {;ья} при (у,| удовлет
воряет условию (В), если существует постоянная !. такая, что



Обобщение хаусдорфовского метода суммирования рядов 17

(2.17)

Теорема 7. Условие \В) необходимо и достаточно, чтобы

I 

и„=

О

м=0. 1, 2,. «, (2.18)

гое ®(/) Лл на [О, 11.
Н е о б х о д и м о с т ь. Пусть ? {t) = LM. тогда

['•«.*(*)/И (<?(*)) dx

Г * (х I dx 
б

Это значит, что

или
I

А/ (-р (х))г/х< ОО.

о

Достаточность. Пусть

а-

2 IbsfCTim Ай, серий фнз.-мат. наук. № 5

(Ն, к lx} dx 
,5
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Но формуле Юнга имеем

2.19!.

где \ {и) функция, дополнительная к функции М(а). 
Из (2.19) Следует, что

է ( д'

- .М / , ------ А (’ » (х> dx.
(‘2.19')

Просуммируй '2.19') по А*  = О, 1. 2.---, т, получаем

V ,И /------ \ Гхт֊։ (Д-; dx,

\^nA(x)dx ) <>

։>

т. e.

լ ит.и<л’(1)-г/.. (2.20,
/ք-П

Отсюда, согласно теореме 4, следует существование функции ©(/)> 
имеющей на |0. 1| ограниченную вариацию, такой, что

Покажем, что ծ х, на |0,1| удовлетворяет условию 

х
? (л*  =с-\- [ 0 х<1.

где g (0 •֊ Հս на |0, 1|.
Как известно (см. |9].ւ, для этого необходимо и достаточно по

казать, что при всяком разбиении сегмента [0, 1] точками

(2.2-1)

выполняется неравенство
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А.
I о ՝

где I. постоянная, не зависящая от способа разбиения сегмента 
[0. 11 и п.

С этой целью рассмотрим на |0, 1|, как и теореме 4, ступенчатую 
функцию ?w х)

(0). = 0, О/п (0 Т ) — ՝Կո, 0 .

հ՛ա (~п։. i 4՜ ) (հ->Ո. к ՜՜ ) ~ f՝m, t; , А? ■= 1 , 2, - - •, Ո1 1,

т—\ m
'?in ( 1 ) — У к • ՛հա (1 ) = У ք-ու. к •

к- 0 «•-։>

Как известно, из последовательности (?Л'х)} можно выделить 
подпоследовательность, сходящуюся в каждой точке |0, 1|; не нару
шая общности, будем считать, что последовательность ?^«(x)} сама 
сходится к о (х).

Пусть теперь в сегменте |0. 1| произведено произвольное раз
биение (2.21) и пусть

"ст, р Հ X/ ֊Հ; Тяг, рМ .

‘-гл, <յ <Լ Xi; 1 ՜Գ ։]_ I , 
или 

.1 
7 Г
\ ւ I-т,!; I л*  i <Za Дх/<^

л р-+го h

гдё, при заданных х и л՜,՛.!, р я q зави 
Переходя к пределу, когда :п •

7 (' 
Ах,- = lini У I >м.а (л- 

nt - ' — ։ I 
t-p-ր» Ճ

Если заметить еще, что

A'i IX,) = hill |®п» Л',-4 j J Z’m (X/ ; | = 
гл -

</+։ р

-;j-l о

Сят от f» и г.
, получаем

) </х. (2.22)

•?
Ит У ХОТ.Л, (2.23)
гл-«

то будем иметь
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С другой стороны, применение неравенства Йенсена лает

или

/ Տ V*  \ „ д
Д( I _Л=£±|-------- ;------- j v j k (л) dx

\ V J»-P+10

*->+1 U

(2.25)

Из (2.25) следует, что

—J - I _' ft
r---------------- 7 ( Xm.*(x)  rfx<

Ջ (x)rfx / 0
к-p i 1 0

< V V Л1 / I——--------j к (X) dx.

/J

о

■ 2.2.У)

Переходя к пределу, когда т ֊> со, в силу (2.22), (2.23) и не
прерывности .VI {и) получаем

пг
Дх, Пт V М

'Л— <;-Q ]■ Ат и (Л-) dx
‘о

XffJ, I; (х) dx < L.
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Значит

Vai— I Ал-/ / ft 4

Таким образам доказано, что

? х) = с4- ^g\i)dx, 

о

где Я(л) О следовательно.

J 1
Нл « ( х‘" մ«յ> (л-) = ( х,,! g (л1 dx, и = О, 1, 2. • • •. 

о о

Этим теорема доказана.

В случае, когда = *,  v — 0, 1, 2,--, георема 7 совпадает с 
теоремой Л. Ф. Соловьева ։см. |8j).

Если считать, что Af = р > 1, то. как следствие теоре
мы 7. получается следующее обобщение теоремы Хаусдорфа.

Т е о р е м а 7'. Для того, чтобы 

1
,1Я= j Гп ^(t)dt, п = 0, 1, 2,.--,

где ciT) Ս' ([0, 1]), р>1, необходимо и достаточно, чтобы

т 1 ։-р
£ Г'-.*!'’ [ <i,

где L ^>0—постоянная, не зависящая от т.
Определение 7. Последовательность (ря; удовлетворяет усло

вию (С), если существует число ձ>0 такое, что

։ ֊I
(ь.л( <1- <2 26>

’ и

Теорема 8. Условие (Շ) необходимо и достаточно для того, 
чтобы

։ 
i:n?(l)dt, /i = 0, 1. 2,---, 

6

где (է}—ограниченная на сегменте [0, 1| функция
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Необходимо ст ь условия следует из равенства 
։ 

l-m, !< — '^т, X (՛ ) ? (X .1 &•'>" •

О
Д о с т а т о ч нос г ь.
В силу [2.26)

Из последовательности /{р} можно выделить подпоследова
тельность и указать такую ограниченную функцию с (Л,

чтобы для всякой функции •? (/: /. (|0, 1| имели
। ։

Jin; -НО dt =

С другой стороны, при փ (£) = է.' 
I 

h-i֊. =- 
(> 

но из 
t
J 

0 
следует, что lim ՚ւ„, = px. - О, значит 

т 
1

р„ = С /'"«(£) Ժ/. « = 0. 1, 

у 
Теорема доказана.

§ 3. Обобщенные хаусдорфовские средние

Определение 8. Назовем преобразование вида

Г.-1
= (3.1'

п «О

обобщенным хаусдОрфовским преобразованием, короче // преобра
зованием.

Преобразование, согласно обозначению 2.10). можно записать 
так

П1

л О
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•. ;.ветствую1шп1 метол суммирования последовательностей бу֊ 
se.M называть обобщенным хаусдорфонским методом суммирования и 
будем обозначать через // или /7 (р, •<).

Теорема 9. Для регулярности метода необходимо
•I достаточно, чтобы существовала функция а (0 с ограниченной 
вариацией на [0. 1]“. удовлетворяющая условиям

I
С ч Г' da(t) =U/I։ /2 = 0. 1, 2,•• •,

(I
(3.2| 

а(0 т ) «(О) «0. а (11 = I.

Для доказательства заметим, что из общей теории линейных 
преобразований следует, что для регулярности метода /7(и, ;•) необ
ходимо и достаточно, чтобы:

т
а) У /•»»,!» <Л, где L — абсолютная постоянная,

п и

б) lim л„։,п =0, л=0, I, 2, • • •, (3.3)
л։ -х

т
В) 11тУлт.я=1.

т *•
с-0

Для выполнения условия а), согласно теореме 4, необходимо и 
достаточно, чтобы существовала функция а(/) с ограниченной вариа
цией на [0,11. такая, что

\էՆ'(ե(է) =.ля, /1=0, 1,2,....

Для выполнения условия б), при // = 0 имеем 

։
Um I лда.о (х) (h (х} = 0, 

.1

но. с другой стороны

Jim I (х) di (х) = а (0 )

о

(3.1)

(3-4')

в чем легко убедиться интегрированием но частям и разбиением сег
мента |0,1| на две части [ОЗ], [о, 1|.

Не нарушая общности можем предполагать, что *(0 п
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Из (3.4) и (3.4') следует, что

a(0-f֊)=O.

Далее заметим, что

т 

лт.г> =■ Hoi 
л-0

значит для выполнения условия в) нужно, чтобы р„ — 1. т. е.

I
Ио = j ~ I. 

о

Последнее равенство, при условии а (0) = 0, равносильно тому, что 
«(1 )=!•

Таким образом

a(0) = a(0-| ) = 0, а(1)= I.

Нетрудно, наконец, заметить, что

Нп1аот.л = 0։ л = 0,1,2,.... 
л»—sc

Действительно, согласно теореме 2 имеем
5 J

>•«. Л I Հ j А/л. Л (X) На (х)| ֊ք֊ ().т, п (х) ՚ մ։ (х) 

о՝' г
6 ։

-< i (Խ (х)| -г max кт,п (х) 11 rfa (х) |

J »l J
О Ծ

(3.5)

Fornax ja(/) + CnB* ]"] ———»
■^ол| Чш,л+1 ь+«

При фиксированном п и достаточно большом т будем иметь 

|Ьт.л|<фл), где s(w)-*0,  когда лг —о?.

Определение 9. Моментную последовательность [р.,} назовем 
регулярной моментной последовательностью при заданной последо֊ 
вательности если выполняются условия (3.3).

В силу определения 9. теорема 9 сформулируется еще так:
Теорема 9'. Для регулярности метода /7(р, 7) необходимо и 

достато*1но,  чтобы последовательность {ря) (при заданной после
довательности была регулярной моментной последователь
ностью.
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Обозначим через //ւ.շձ' - !!..Ւ1^Տ результат последовательного 
применения к последовательности ..ՏՀ; двух регулярных преобразо
ваний п Ւ/.j, где

#т = Н (սք ;) и Нп_ = 1Հ(р'։ 7).

Т е о р е м а 10. Преобразование Н\. շ Տ = /Л /У։ Տ также является 
обобщенным хаусдорфовским преобразованием и

Н\. ։ = // (р-р', 7).

Для доказательства теоремы составим

А Հր6> = Կ. kSjt = V S* Хя,* (х) di (х), 

л-о *-• о у

т т ■
{,п = \ Лот, г, ~ f՝ni. п (a) di- (//).

Ո֊Օ ռ~Ս (•/

где 

m a՜
)• = П - У_______ _________

m■n 11 • ՚ «յ m
՝ >■” Ո(Ն֊Ն)

V-И

и рассмотрим

Из (3.9) после изменения порядка суммирования получаем

т т -» •»
Հ,2= 5] Տ*  V I Л,։.* (Л-) dt (х) i 't.m. п (х) d'i (и).

*-<> i!

(3.6)

(3.7)

(3.8)

(3.9)

(3.9')

Упростим теперь сумму

zrtt. к
п։ ,»
У ixfl.*(x)eZa(x) (3.10)j >.да.«(«)^ (и). 

о

Имеем

п т
„ П 7՝ П ъ

J.. ------------—

”-‘П(С+ъ) П (*+-.) v-Л v-M
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*->'/4-։ ,,_հ
п т
F1G֊ 7.1 П(-+7.)

т п -I
П Y. Ո(24՜Ն>

v-t-M у 

П(г+7.)"՜*  П(: Ն)
V-A »֊է

(3.11)

Заметим теперь, что

т
/■ ч. ձ՛ ( X- I Կ>է. п

П’Ь

С. 2) dz-

значит в силу (3.11)

Используя свободу выбора контура С (С охватывает окрест
ности точек — р ..., — 7ОТ), возьмем его таким, чтобы z С\

оказался во внешней к контуру С области, тогда

_Լք.ՀԼ^_ = օ.
2-z J C-.z

Это значит, что
HI

У их)>.„.„(«) = -Հ1, - ( «■ dz 1.1 —*2^ ---------- (3.12)
— 9—/ 1 О—լ J ՛՛•
՞ ‘ г, V (’—г) Г1С-+7.)
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Из (3.9) и (3.12) следует, что

Если обозначить

(3.14)

.-/г 
՝ У 

тогда (3.9') перепишется так

!П

՝ т = । \։л. հ •
Л-0

(3.9")

Этим теорема доказана.
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Из теоремы 10 следу*֊  г
Теорема 10'. Повторное применение преобразований /7։ = 

- //(Ji, 7), И{։Հ,-{} есть Н преобразование и справедливо ра
венство

Hx,:S = H2.xS. (3.15)

Обозначим теперь
«I п и-’

Ч*=  П Ն Ճ-Н՜--------  <3-16)
■ *+1 ‘ 1 П (и-7>)

■-J 
а преобразование

п
i., y>7„,*s*

А- О 

через Н.
Теорема II. Последовательное, применение преобразований

НН -НИ есть тождественное преобразование, т. е.

т т «
fт Ам. н tn == । Х»я. п лл. Л <>1: *“ Йт • ( ՛>• 1 ")■мм мм. »мм

и fl л- о к-О

Для доказательства теоремы, согласно (3.9"), имеем 

т 

k 0 

где

Нам остается заметить, что

О, когда 0 < k т — 1, 
11. когда k — m.

Действительно, нетрудно заметить, что
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По последний интеграл равен нулю и։н псех к— 0, 1, 2, •••, т — I, а

'С

Это значит, что
т

՜է ,п ֊yi..,$,=S» (3.17)

*-0

Доказанная теорема показывает, что//=//“՛. следовательно, 
ее можно сформулировать еще так

Теорема 11՜. Справедливо равенство

/fH֊lS = H~}/iS = S.

Последняя теорема в силу георемы 9 показывает, что известная тео
рема о сравнении мощностей двух хаусдорфовских методов суммиро
вания (см. |10|, стр. 324) переносится и на случай обобщенных 
методов суммирования, а именно:

'Ге о рема 12. Пусть И = /7 (р. 7). //' = //(«< 7) два регуляр
ных обобщенных хаусдорфовских метода, для которых и„ =А 0. 
|Հ Vs 0, /1 = 0. 1, 2.---, тогда:

а) для того чтобы П^П, необходимо и достаточно, чтобы.

— была регулярной моментной последовательностью;
I Ру» I

б) для равносильности методов հ и Нх необходимо и доста

точно, чтобы 1 1 '՛' ] и были регулярными моментными после-
I J I !<!

довательноетями.
В частности, для того чтобы метод Н был равносилен тожде

ственному. необходимо и достаточно, чтобы (рл| и •)—-[ были регу- 

лярными моментными последовательностями.
Доказательство следует из

Н.£=НХНН ՝S = HxH~lHS=HxH-\HS). (3.18)

Если обозначить
1 1

/7, (г) - р- Л (/). Н,(г) = j է- <7? (7). (3.19)

й о

где я (է) и $(/) удовлетворяют условиям теоремы 9. то последняя тео
рема может быть сформулирована так:

Теорема 12՜. Пусть //։ = //(и,-|) и /Л(и՜, 7) определены по 
(3.19). тогда:
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а) для того чтобы HpHt, необходимо и достаточно, чтобы 
существовала функции //։(z). Л/.jz), A?6'(z)>0, 5(0. где Hr\ {n} р„, 

/’4(7») ՏՀ,  a 40 Ha 1Գ i| имеет, ограниченную вариацию, 5(0) — 

֊ о(О+) = օ. Ml) ֊ 1, V’i 3(1) = I, и

*

-^Ճ^Ճ^Ռ֊^քէ); (3.20)
(*)  .) 

0

б) для равносильности методов Ну и Н.. необходимо и доста
точно, чтобы кроме вышеуказанных функций существовала еще 
функция Տ։(/)> обладающая всеми свойствами функции 5(/), такая, 
что

^r=p--rf5(0. (3.20')

О
I

(3.21) 
'Л (О J

о

Последняя теорема остается в силе (в соответствующей форму
лировке) и тогда, когда конечное или даже бесконечное множество 
(йенарутающее единственность функции 40) элементов последова
тельности |ая) равно нулю.

Это утверждение следует из теоремы Фукса (см. (3|. стр. 64 76). 
если там обычные моменты заменить моментами (3.2) и заметить, что 
нигде в теореме по существу не использована целочисленность сте
пеней моментов, а также справедливость утверждения:

если Hc.fi' и рд=О, то и «Հ =» 0.

Ниже мы приводим доказательство последнего утверждения. 
Имеем

•!л՛՛
i .m = 1 У '՝т-  СО? 

о л- О

*

Допустим теперь, что

П т—п 4-1, и 4-2,-• •

տ.= -»+՛
0, 0 < k < и

(3.22)

(3.23)

и рассмотрим
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tn

? П «
J».G)= у,.. -- -------&, П Ն=1.

“riG-h Ն ֊7«)
> A:

ИЛИ

В силу (3.23) получаем

Л,(С) = 1 ; <4֊7/r-i—7*
7«-> —‘in ('?«+։ 7п)(Тп4-с — 7«)

П G+7*-  т«)
у-л_____________

т
П (7՝ 7л)

Ml'Л-Т-1

(3.24)



Таким образом окончательно получаем

R
П (3.25)

, ո֊ւ ТГ՜ »«

Известно, что

lim / и „ « О,

следовательно.

11m /- — р-, llm (I — -
«-ж • т, а | 7» “о

и равняется бесконечности, если
Если теперь положить - 0. з ця О, хотя //'=> /7. то для на

шего примера соответственно получим

/а-*0.  (/7)

քԼ —><Հ Ит Ո ——---- = ос. {Н ).
я. 1 !• 7»

Полученное противоречие доказывает наше утверждение.
Покажем теперь, что полученное в |4| обобщение чезаровского 

метода суммирования н\ ант в рассматриваемый в настоящей работе 
метод суммирования как частный случай.

Гео рема 14. Обобщенный .аровекий метод суммирования 
является //(н, շ) методом при з-.=7 — 7Р « I,'֊,-..,

а(х)

Действительно.
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т
п с

_ »-»< । I
11 2֊/ | «

. Г!

т
п«.

** л-1
гл

I 1 (П + М
» - и

V ет М
-֊։--П -------- ,J- = Cr.,.n. (3.26)

t«v-Ui ՝;•
С другой стороны.

П<Р֊п)

II (7*  ~т») • п
Գ„. = -.-։’-^4------------- п+,“’ <328)

1л »֊«փ1 Р
П "՝՝

Из (3.26) и (3.28) следует, что

С .и, ti = • ու, л г= . п
ч 

1Ո
(3.29)

л 1

Отметим также, чго можно получить аналог известного неравен-

<п 14
стяа, связывающего ч X ' ^см՜ 1^1' СГР*  339-340). 

п - О к I՝
В заключение заметим, чго можно освободиться от ограничения

— 7օ<Հ ‘и ’֊- '|2<С < < • • • .
3 Н:шосп1П ЛИ. сгрий фю.-тп. iny.v .։с 6 
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допуская равенства некоторых из соседних 7*,  в этом случае очевид՝ 
но, что >.Л.Я определится не по (1.12), а так:

пусть

■ * ՛ ՜Վ 7л ~ 7л+: = • • • = 7й։— ՛. <., 7fej **֊•••>  

обозначим

и»я (х) = х՛*  (In л-)л~*, п = k, k փ 1,.... A'i - 1,

тогда прямое вычисление покажет, что

т 
ե/ո. Ո (А*  I = լ <Х/п. Ո W , (Л ), 

п-6
а

т
у» 

f՝in./i — / । (հո, п рп .
п-0

где
1

af. = »«„ (л։) da (л՛), // = 0, 1, 2........

и

Циститу г математики и механики 
.ЛИ Армянской ССР Поступила 1Ճ III 1955*

Լ. Վ. ftuiqiuytuG

ՇԱՐՔեՐհ ՃԱՆՐԱԳՈհՄԱՐՄԱՆ 1ԱՈհՍԴՈՐՖՅԱՆ ՄեՌՈԴՒ 
ԸՆԴՃԱՆՐԱՑՈհՄԸ

Ս. 1Г Փ Ո Փ II I*  մ'

Ալս աշխաաու թլան մեջ հիմնականա if շարադրված է շար։ււեր[ւ (հաջււր- 
ղւո11ւսնու քմ քուն՚ներ(՚) հսւնրււպոււ1'արւքան Հարէւսդոլւֆլան մեթոդի հետևյալ րնդ- 
հ/սնրաա ու մի։

ք1'իքյՈէո արված են թվ1ք[Փ I;1,՛ . i'pi ■&»] ^էւէջորդտւրւՀհւէւթլւււննեւդ։, 
որա եղ

* J
Օ = 7օ<7ւ<7շ< *ос,  V—= ֊•:

—Tv
1

մ է հաջո րդ ականութ րււմււև լւի հետե լալ ծեաւիոիւութլունքէ 
( հանրադււււ) արման »/ եթ ՈԴԸ )'

ГГ.

II — 0

(H*)
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որ nth t(
nt т

= П bS-------- --- -------- s

’ ։-“П Ն-7/)
м-и
• -/

И տոնավոր /у А պ րա if, ե րր — /, ч -=z (), 1.2. ... /У’’: ) ձե ափո իտւ թ ր/ւնր 
■<unj ընկնում I; Հաուսղո րֆ լան կամ կարս (М) ձև ափոի/ութլան հետ։

11.չիէաւաւ» թրոն մեջ Цп,1И արված • որ \ Ւ/՚ . ձևափ ոի։ու fJլու֊նո պահ
պանում Լ (/՜ք) ձևտփո խութ լան րոլոր հիմնական հատկու իքլուններր։ ե չենք 
նաև, որ նա իր մեջ. որպես մասնավոր դեպո ընդ ղրկում /; Ջեղարոլան մի
ջին դումարն երի մեր կողմից ալլ հարցի կապակցու թ լամր ստացված րնդհան- 
րացոէ մր նա լհպե ո :

1Լշիււաոա թրււնր բաղկացած /, երե ր պարադրաֆներից։ //.ււաջին պա
րագրաֆն ունի րնդհանա ր րնալթ, որտեղ դիտարկվում են Ս. I/. ք'երնջա ել
նի բազմանդամների րնդհանրացման հետ կապված հարցեր։

^Vh(,n("l պարադրաֆր նվիրված է մոմենտների Հա it ւ ողորմի լան տեսու- 
թ լան րնդհանրացմանր, երբ դիաարկվում են ՛քո ւնկցիանե րքւ ոչ ամբողջ տս- 
էոիւաւն մոմենաներր։

Երրորդ, պարաղրաֆո։ մ շարադրված Լ 'հաջորդտկանուվմլոլնների հանրա- 
ղսւմարելիոէ [J րոն Հասլող սրֆլան մե թողի ընդհանրացա մր։
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