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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

Г. П. Геонджян

К теории стесненного кручения сплошных 
призматических стержней

В работе дается метод решения задачи кручения сплошного 
призматического стержня, ня одном или на двух торцах которого 
имеются диафрагмы, устраняющие депланацию и искажения торцовых 
сечений в своих плоскостях. Крутящие моменты приложены к гор
цам стержня.

Предполагается, что закон распределения нормальных напряже
ний ։ поперчном сечении стержня аналогичен закону депланаиии при 

Iсвободном кручении того же стержня |1|.
Кроме того предполагается, что известно решение задачи круче

ния рассматриваемого стержня по Сен-Венану. Рассматриваются лишь 
такие стержни, поперечные сечения которых имеют две осн симме
трии.

Стесненному кручению сплошных призматических стержней по
священ ряд работ |’2 7].

§ I. Построение решения задачи

Рассмотрим ։адач\ кручения сплошного призматического стержня 
(фиг. 11. когда на основании z = 0 имеется диафрагма.

Фиг. 1.
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Напряженное состояние представим в виде

'х = а у — О,

°- 2/,(֊’)оХ-

'1П

Яф—1
^у = /"'(г)Ф(х. у|.

Здесь f(z) и Ф(л՜, v) пока неизвестные функции, а -Լ. и ՜ '. каса
тельные напряжения свободного кручения.

Система напряжений (1.1) удовлетворяет условиям равновесия 
при любых f(z) и Ф(х, у).

Так как боковая поверхность стержня свободна от внешних по
верхностных сил. го на боковой поверхности будем иметь следующие 
условия

— О,
-Л5Д=*о,  (L2)/

“xsl + tvz//z О, 

где / cos (ri, х), a m = cos(/z, у) п внешняя нормаль к боковой 
поверхности).

Из (1.2) следует, что на контуре поперечного сечения стержня Г

ՓԱ. у)=0, (1.31

ԺՓ / ч . ОФ \ А — cos (//. л) փ - cos n, у) U. 
оу дх

что эквивалентно следующим условиям

Ф(л,у) = О и — =0. (1.4)
дп

Докажем, что система напряжений (1.1) в каждом поперечном сече
нии стержня статически эквивалентна паре сил. лежащей в плоское г» 
данного поперечного сечения, то есть крутящему моменту.

Для этого достаточно доказать следующие соотношения
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(1.5)

| = 0.

[ ֊ ут„) dQ = Ո[*/>„֊&,)  d<2 = М.

а

Подставляя значение а. из (1.1) в первое соотношение (1.5) м 
йсиользуя формулу Грина, получим

ԺՓгак как — на контуре поперечного сечения стержня равняется нулю. 
Պ'

Аналогичным образом можно доказать и справедливость осталь
ных соотношений (1.5)

§ 2. Определение функции Ф(х. у)

Исходя из основного предположения, нормальное напряжение 
представим в виде

У) (2-Ն

где - (х. у) функция кручения Сен-Венана при свободном кручении 
того же стержня.

Из формул (1.1 и (2.1 յ следует

Соотношение (2.2 математически утверждает тот факт, что среди 
класса функций |Ф(х. у)| существует некоторая функция Ф/(х, у), 
•мешанная производная которой, с точностью до постоянного мно
жителя, совпадает с функцией депланации.

Таким образом, для определения Ф(х, у) будем иметь диффе
ренциальное уравнение (2.2) и на контуре поперечного сечения стерж
ня следующие граничные условия

Ф (А-, у) = О и = 0. (2.3)
ди
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§ 3. Определение /1 г

Для нахождения функции /(z применим вариационное уравне
ние Кастил ья но

oil — 1 (иоЛ rfo>’, Ч-K’oZ. ds. (3.1)

В нашем случае поверхностный интеграл исчезает, так как в сечении 
стержня z — 0, ввиду стесненного кручения, упругие перемещения 
и, V, да равны нулю, а на остальной части поверхности сгержня заданы 
лишь силы.

Таким образом, будем иметь

Ш=0. (3.2;

Для потенциальной энергии деформации, как известно, имеем:

п ՝՜ f f 1' &4 й("1> ՛՛ +7՜՚յ ’] d~tiz՛ ՚33)

и а

Подставляя значения напряжений из (1.1 в 3.3). получим
1

п = .>М'Гт7ТТ՜^ !-VU-) V(֊’ ՀՀ ?) ■ r]dz, «3.41
20J [21 1-1-u

0 
где

J, i’f?= x. y)dl>. (3.5,

Հ = ( ^Ф=(х. y)rf2.

.3.61

(3.7)

\d.v /</y

= 4Օ0 11^^</օ = -|(70ք^Ջժօ. 
J J dx dy J .) dy (jx

T Uw.-

(3.8)

3.9

Здесь интегралы берутся но сечению стержня.
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Подставляя (3.4) в (3.2), получим

5По,г—Г‘<г ■ + +Հք (4+ r]rfz = o.и ւա+F) 4) ■
Для вариационнои задачи (3.10) уравнение Эйлера будет 

следующий вид:
/vi{z)_2rycV(2|4..,T (z) = 0. 

где

Общий интеграл уравнения i3.ll можно представить в виде 

/(г) - г։ v, (г) + ед, (г) 4- еда(г) ед (z) - c.z -j- <«.

Из (3.5 - (3.7) н <3.1Ջ) легко видеть, что г = 0 п Հ֊^Օ.
Рассмотрим следующие случаи:
1) s>r

Функции :',(z) будут иметь следующие значения:
•г/, (г) = shazcosSz,

•гс. (z) = ch az cos խ. 

v:i • z = ch az sin խ, 
sb az shi Яг, 

где
7=| ճ+ճ; >=| ^֊Z.

I 2 I 2

Или в силу (3.12)

2) s<r
тогда

Լ՚է:» = sh ед 
i’.,(zj = ctiX,z.

<’□ <>) — sll
г, (г) = chkjZ.

где

Կ ~ l г՜ т I r* ՛

A.J = ]՜ Г- — I r՝ — s*  •

47=—^7

3.10)

иметь 

(3.111

3.12,

(3.13)

(3.14)

3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.181
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Или в силу (3.12)

•, 1/ — 4 1 Հ
4 » 2У, 2 (14-IX) ֊/3

(3.19),Հ л 1
1 4Л 2(1 -bp) ֊Կ

3) s — r, тогда
Л (4 = sh rz.

ch rzy

^з(г) = Z el l rz, (3.20)

где
^4(Z) - zsh rz,

r-v 2J7
13.21)

Перейдем к выяснению граничных условий функции f{z). Из
вестно, что

*.-=֊• (3.221

Подставляя значение -z из (2.1 в (3.22) и учитывая, что 6. =— 
az

можно написать 
ժ«՚/'(■?) ?(х. у) 
Oz ” Е

Интегрируя получим
да = /(*)?(•*•_£>.  + а (х> у) (з .23)

где У(X. у) — произвольная функция, которая определяется из ус
ловия:

да(х. у, 0)=0. (3.24)

В силу (3.24) из (3.23) для У(х, у) получим

S(*,  у) = _ /(О-Ы^УГ. (3.25)

Подставляя значение Զ (х, у) из (3.25) в (3.23), для «• получим:

№ = |/(г)֊/(0)). (3.26)

Напомним, что здесь © (х, у) — функция кручения Сен-Венана при 
свободном кручении.
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Будем предполагать, что при неограниченном увеличении длины 
стержня

Пп1/(/) = 0. (3.27)

Кроме того, естественно предположить, что при I -> оо депланаимя 
свободного торца стержня стремится к депланации того же стержня 
при свободном кручении, т. е.

= w = 0?(х, у). (3.28)

Используя уравнение (3.26] и имея в виду (3.27) и (3.28), получим

/Ю) = -а. (3.29)

Подставляя (3.29) в (3.26 Լ для -к» будем иметь

= !/(?) +£0|. (3.30)
*•

Основание стержня z - 0 не искажается, т. е.

Խ i.-o = ° «лн v4-o = O-

Тогда из (1.1) вытекает

/"’(2) = 0. (3.31)

Нормальные напряжения Պ- на свободном торце стержня равны 
нулю, а касательные напряжения, как было указано выше, распре
делены по тому же закону, что и при свободном кручении. Поэтому 
из (1.1) следует

f(/)=0, (3.32)

f(W (3.33)

Таким образом, окончательно для flz) получим следующие гранич
ные условия:

/(0) = -ՃՕ,
Հ’’(0) = 0, 

ք (/) = 0. (3.34)

/•(/)= 0

и следующее условие на бесконечности

Ит/(/)-֊0. (3.35)
I— -

Чолагая <гв = 0, из условий (3.34) и (3.35) определим постоянные ин
тегрирования.

В первом случае, когда .$ г, будем иметь:

с = ? (У - Заа) (ft Տհ 2а/ - 2 Sin 23/) _____ ,
4 2|յր(8“,-3շ2>տ1րշ/-շճ(շ2 -3^sin2^-4-2a3=|’

I Kweilin АН. серия фнх-иат. наук, № 3
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Решение дифференциального уравнения 4.2}, удовлетворяющее гра
ничным условиям (2.3). можно представить следующим образом

(4,3)
Л'у)к(л» 

где
,?(Л '= " I «-•-՜л-Հ л(у) = ֊ 1 b~f . 

а b

Произведя интегрирование, получим

Ф (х. у) _ а՜^՜1а՜ ~ ь*\  ( х‘ У2 1 
16(й?Ч-Л3) Ա5 ь- (4.4)

Здесь одновременно приведем точения геометрических характеристик
иитического сечения.

Из (3.5) (3.7), 14.1I и (4.4) получим
-Са*~Ь-}-аЧ) Л

24 (Ճ2 • ծ2 J3 
r.(g-—/;3)-^

381 (o” /?֊')’’ 

r.(a- b-'Ya^r'
1280 +

2. Прямоугольное сечение. Пусть уравнение контура 
угольника дано в следующем виде

Функция кручения Сен-Венана

ь-} = о

имеет вид

4.5)

(4.6)

(4.7)

примо-

?(*.  У) = 32b~
x>՛+ —

ОО
n-\> . Ա՜Հ 

n - ։ sin ֊ sh ֊ 
— 2b 2b

. , n rul 
n' ch —

2b

(4.8)

Подставляя (4.8) в (2.2). будем иметь

1-------  == --- д-у
Oxtjy 2

16tr
■M - 1 

Չ

' .-1. 5,

։ ПГ.у НТ.Х
sin - ' sli 
____ 2b 2b

. . n~a tr ch — 
2b

(4.9

Հ

Решение '4.9;, удовлетворяющее граничным условиям (2.3 . можно 
представить следующим образом

Д' V
Ф (.V. у) == ( i ? (;, т։) d-drt. • 4.10)

- a It
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Подставляя (4.8 в 4.10) л интегрируя, получим

Ф (X, у) = (az - х2) (6» у5) — 
о

(4111

Аналогичным образом приведем геометрические .характеристики Հ, 
./3. J3 для прямоугольника

1б//‘
1

п'
_±_ т-----------------
и Ш П~<1п 2b ch’ —

2b

(4.12)П։2 

ծ

2aW(a' + bs\
45

п-1, л.»

4.13)

յ -
э = 225 5th -~ 

2b

ո-ց
o. ..пъа2b ch- -

2b 

(4.14)

§ 5. Определение нормального напряжения a..

Имея функции Ф(х, у) и / г) по (1.1) легко можно определить 
составляющие напряжения. Здесь мы булей заниматься лишь опреде
лением нормального напряжения вдоль оси стержня, которое пред
ставляет наибольший интерес при решении задачи стесненного кру
чения.

Из (2.1) для з,- в сечении с=0 получим

= {5Л>

Максимальное значение :■ получится ՛« тех точках поперечного сече
ния стержни, где функция Сен-Венина ?(х. у) достигает своего мак
симума, следовательно для сечении с ■-> О можем нависать

|а. lt№4L« !/*(())  ?«=»(*.  у)|. (&2)

Приведем окончательные выражения .тля з,|т„ и грех, ранее рас
смотренных, случаях
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֊Թ

I sxln»x — 
Հ. (a- 4- (/ s!i 2а/ a sin 2-5/1

2/ a oa- , , .2ն~ niax(-?(x,y)| •
St2 (a8 shr?/— 4aV

(5.3)

Iа7|Ш«Х —

ՀՀ (Xi ճշ) (Հտհ X./ch XJ X,ch X./shX../) f , ,
. . ——՜— 1------ - ------֊• —7?----- ՝—--------max «(x. v) •

2/֊< (•■' •••• eh.֊,/Ch/.../ .֊,/., ■ • /.•;)sliXl/shM
(5.4)

Bl s — r

!max — РЛ
r{s\\2rl 2rl} .
ll ?ou։(A՜’ У} ■1 4- r~l~ 4- 3ch*r/

* По Рейснеру.

(5.51

■fW֊3a’j տհշ«/

В таблицах 1 и ՝2 приведены некоторые численные значения для

|а. |гаах И K-lmax при |Л = — В — >3.
3 а

Эллиптическое сечение Прямоугольное сечение
Таблица J Таблица 2

<1/ծ г 10 OQ й/b 2 10 cc

К-|шах
0.616 1.179 1.225 1 «г lour 0.750 1,704 1.910

Ebb Ebb

1.342 1.493 1,500
!в--1гам*

1.387 1,872 2.121Ebb Ebb
। Imnx 0.600 0.743 0.750 In:,ix 0.697 0.750 0.7.50

Ebb E(ib
՚ '՝ Imax 1.025 1.587 1.635 1 Imax 1.074 2.272 2.586
I ՜< 1ших ' •- itnax

2.236 2.010 2.000 l’<W
1,990 2.495 2.828

I ՜- ’max ' max

§ 6. Стесненное кручение стержней с двумя
жесткими диафрагмами

Приведем решение задачи о стесненном кручении сплошного 
призматического стержня, на торцах которого имеются диафрагмы, 
устраняющие деплана цню и искажения горцевых сечений в своих 
плоскостях. Крутяш.ие моменты приложены на диафрагмах.

Расположим координатные оси так. как показано на фиг. 2. 
Напряжения примем в виде (1.1 . Как и ранее. Ф(х, yl определяется 
из 2.2) и (2.3), а функция /(г) из (3.11) и имеет следующий вид
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ф ед(г)ч-ед(2)4-^’. ՝) 4֊Գ- + <-«• (&*)

Перейдем к выявлению граничных условий для рассматриваемого 
случая.

По 1,3.23) имеем

^^/(4+а ($>՛). (6.2j

Кроме того, примем, что

Но так как диафрагмы устраняют депланацню сечений, можем напп֊ 
сать

(л, у. z)|x ./ = 0 (6.3) 
полагаем, что в сечении 
z = О

Um հձ . .о = &ф (х, у). (6.4)

Это вытекает из того факта, 
что, при неограниченном 
возрастании длины стержня, 
депланация среднего сече
ния будет стремиться к де- 
плапации того же стержня 
при свободном кручении.

lim/(0) = 0. 
է - -

(6.5)

Тогда, используя (6.2) и 6.4:, можем написать

Urn w j-»o — Um
I г- I -• —

՜ 7^/(0)-| 2(х. У! -= °? (а՛, у),

откуда, имея в виду (6.5), получим

Զ |д-։ у) =8«(х, v).

Подставляя значение 2(х, у) в 6.2 . получим

.к,= 1И1У! (/(z) + a]. (ад)

Из граничного условия (6.3) имеем

®.-,ձ,_ճԼԼ-ճ> |/(±/) + /л| = о,
откуда

/(±/) = ֊0£. (6.7)

Из (6.7) вытекает, что функция /iz) четная и, следовательно, в силу 
(6.1) можем написать

/(г) = ед (z) -Н ед (z) 4֊ Գ. (6.8)
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Но так как торцовые сечения стержня в своих плоскостях не иска
жаются, то
| byL-^=° ||л" ն,|:.±։ = 0- (G-9)

В силу (1.1) условие (6.9) примет вид

J"'(± /)=0. <6Л0)

Используя граничные условия (6.7), (6.10) и (6.51, можем опре
делить постоянные интегрирования. Подставляя эти постоянные в 
(6.8), будем иметь

fiF
f[z) = *■»(* ’ -Հ" (/i v2(z)]. (6.11)

где
D = и, (/) Հ" (/) - vA (/) vi՝ (/). (6.12)

Вейлу (2.1) и (6.11 для нормального напряжения з- будем 
иметь

<- = ֊յ IՀ' (о Հ (֊) ֊ < ■ (0 Հ ( *) 1 ? (-V, у •.

где D определяется из 6.12), а ? (л՞, у) -функция кручения Сен-Ве- 
нана при свободном кручении того же стержня. Функции -сЪ.(г) и 
<»4(z) при տ>ր, տՀր и ծ՝ — г соответственно имеют вид (3.14 . (3.17ւ 
и (3.20).

§ 7. Определение жесткости при стесненном кручении

Под жесткостью С*  при стесненном кручении стержня будем под
разумевать отношение крутящего момента .1/ к среднему относи
тельному углу закручивания стержня 0*,  т. е.

С*=М:
G*.

(7.1)

Угол кручения 0 можно определить из уравнения работы крутящего 
момента

֊ «= П, (7.2)

где П — потенциальная энергия деформации всего стержня. С другой 
стороны ио определению

О*  •= ±. 
7 (7.3)

Из (7.2) и (7.3) получим

-L/wo*=  п.9 17.4)
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При свободном кручении того же стержня будем иметь

С, = у- 17.5)

Используя (7.1). (7.4) и (7.5) легко получить формулу для жесткости 
С*  при стесненном кручении

С*  = ^. (7.6)
2П

Приведем двухстороннюю оценку для жесткости при стесненном 
кручении. По принципу Кастнльяно из всех напряженных состоянии, 
удовлетворяющих уравнениям равновесия н условиям на поверхности, 
на той части тела, где даны поверхностные силы, наименьшую по
тенциальную энергию деформации сообщают телу действительно су
ществующие напряжения.

Таким образом, из (7.6) следует, что

С*  < С, (7.7)

где С истинная жесткость.
С другой стороны, при применения принципа возможных пере

мещений Лагранжа, когда предварительно даются упругие переме
щения. в том или ином частном виде (например, как это сделано у 
II. В. Зволинского |4]) налагаются связи на вариации перемещена, 
что делает систему более жесткой. Следовательно, при приближен
ном решении задачи о стесненном кручении с применением вариа
ционного принципа Лагранжа, жесткость стержня-при кручении по
лучится больше истинной, т. е.

€♦*  > С. (7.8)

где С**  приближенное значение жесткости при кручении, полученное 
при применении принципа Лагранжа.

Таким образом, используя (7.7) и (7.8), можем дать двухсторон
нюю оценку жесткости при стесненном кручении

С*<С<С**. (7.9)

Приведем один численный пример для стержня с эллиптическим 
поперечным сечением.

Пусть — = 10, — = 3, = ~
b а 3

Вычисляя жесткость по формуле (7.6), получим

С*  = 0.00318 Ga*.  (7.10)

По Зволинскому |4] будем иметь

€•• = 0.00358 Со4. (7.11)
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Таким образом, можем написать

0.00318 Ga'^С < 0.00333 Ga*.  (7.12)

В заключение считаем своим приятным долгом поблагодарить 
Н. X. Арутюняна за постановку задачи и за ценные советы.

Институт математики и механики
ЛИ Армянской ССР Поступила I IV 1959

‘Ի. Պ. ԴյսքԽւուհ

ՃՈԾ ՊՐՒՋՄԱՅԱՋեՎ- ՋՈՂ-ЬРЬ ԿԱԼԱՆԴՎԱԾ ՈԼՈՐՄԱՆ 
ՏեՍՈՒՈ֊ՅԱՆ ՄԱՍՒՆ

ա ւր «I» и փ II Ի ս*

Աշխա աո t.fj լան մեզ տրվում է հոծ լւչրիլրքա լաձե ձողի կաշկանդված 
ոլորման խնդրի լուծ •քան ւքեթուլ. երր ծուլի մեկ կամ երկու հիմՀրհրում կան 
ղիւսֆրաւրք աներ, որոնք թ ո / լլ չեն տալիււ ուլդ կտրվածքների ղեպրււնա~ 
ցիա և ա/լՀ\ա ա ո ։մ!

են ի! ա ц րվ ո < մ ի, որ ձուլի լա լսական կտրվածքում նորմալ լարոլւքևերի 
բաշխման օրհնրր նման է ձողի ազատ ոլորման դեսլւսւնազիաչի օրենքին։

Դիտարկվում են աչն ձողերի կաշկանդված ոլորւո մ ր, որոնր լա լսական 
կտրվածքներն ունեն հսւմւսչաւիութ լան երկու и/и անդրներ:

Խնդրի լուծումր ւորւ[ու.մ Լ 9 աււուիլիանոլի վարիաւլիոն հա լիս սուրման 1<պտ։։ւդւլրւ\մամ ր:
Աշխատության ւ!՝եշ չու ծված են ուզւրււնկլուն ե էլիպսաձև կտրվածք֊ 

ներով պրիզմսւլաձե ծալերի կւււշկանդված էւլորման խնդիրներ ըւ
Ա;դ դեււլքե ր ի համար հաշվված են նորմալ և շոշաւիոզ լարոււքեերրւ
Աջխաաութլան վերջսււ)՛ ւորւիււծ է կաշկանդված ոչորման ւչեպքու ւք, ձուլի 

կոշւոութլան երկկողմանի գնահատական։
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