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МАТЕМАТИКА

М. М. Джрбашян. А. Б. Нерсесян

О построении некоторых специальных 
биортотональных систем

Как было установлено в работах |1, 2. 3|, интегральное пре­
образование с обычным ядром Фурье на полуоси (0, 4-ooj имеет не 
одну, а континуальное множество формул обращения, зависящих oi 

непрерывного параметра ?>֊-• Эти обращения осуществлялись по­

средством специальных ядер, образованных при помощи целых функ­
ций типа Митта г-Лефлера

յւ) = V
ծ֊Օ Г (li. -Ь /гр՜ ’ •

I'

Одновременно были установлены также результаты обратного ха­
рактера. — что интегральные преобразования посредством ядер, обра­

зованных при помощи функции F-^z\ р), р- 1 :• могут быть обра­

щены обычным преобразованием Фурье. При специальном подборе 
значений параметров р и |* из указанных результатов, в частности, 
следовали, например, известные теоремы Планшереля о преобразо­
ваниях Фурье в классе функций А» (О, -Ь ) или Z.2(—оо, 4-՛»)*.

• В |4| п этом направлении были 
соответствующие случаю, когда ■> — со.
֊ Известна АН, серна физ.-мзь наук. X- 5

В п 1° данной статьи излагается общий способ построе­
ния биортбгоиальных систем целых функций на конечном отрезке. 
Затем в п2” этот способ конкретно осуществляется на примере функ­
ций. образованных из линейных комбинаций функции вида £,(з; р). 
Пр): этом для построения биортогоиальиой системы нам понадоби­
лось исследовать существование счетного числа Л0-точск, характер 
и асимптотику их распределения у специальной целой функции ю(г, р . 
образованной из функций вида (г; р-).

Построенные нами биортогоналыше системы и разложения по 
этим системам тесно связаны с вопросами краевых задач для диффе­
ренциальных уравнений дробного порядка, что будет предметом на­
ших последующих сообщений.

получены новые результаты, по существ}

HNbHb >ԱՆ С
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1 ° Построение биортогональных систем функций на конечном 
отрезке. В этом пункте приводится один общий результат о построе­
нии биортогональных систем целых функций на конечном отрезке, 
на что мы будем существенно опираться как в данной статье, гак и 
в некоторых наших последующих сообщениях.

Положим, что у (а-, л) и z[x. >.) —целые функции по л, которые 
совместно со всеми своими частными производными по а принадлежат 
классу Л, (О, / по переменной х при любом X. Кроме того поло­
жим, что классу А։(0, /) принадлежат также все функции вида

(Уу(х. f d'z'.x,/.''} 
՜ՀՀ (г,.ч^0, 1,2....) 11.)

При любых Л и Предположим далее, что Զ а) также целая функ­
ция, связанная с функциями у(л*.  X) и z х, X интегральным соотно­
шением

Jrt О — <2 (>.♦ I
у (-V. >.) z I х. к* ) dx = . 1.2)

о

справедливым при любых л и >л.
Сначала докажем одну лемму.
Лемма I. Пусть для данного (вообще говоря, комплексного) 

числа Ап х Хп есть нуль кратности р I целой функции —Ло.
Обозначим

1 Հ ( (>.-у 1 
/?! й։|2(1)֊Д. 11- հ = О, (1.3)2....).

тогда справедливы формулы 
а)

ReJ У'Л-, X/ -I/, /.) I _ у‘_1_ <Гу (.у, Х„,■ ՛" У Ь„ ժՀ՜ր (Г. .
•И ԶԴ.՝-.4(1 ! — ԺՀ? ֊

(1.4)

б) Пусть л։ нуль кратности ոՀ.> 1. а Հ — нуль кратности р.. 1
().։^л»| целой функции 2i’X« —Лд, тогда

Г// у (.у. /,) dsz(x. ).ф .՛ uz^x, /-ji
.) ՀՀ ժճշ J ԺՀ ՜ Ժ/Հ 
ո о

при r=i°' 1........և Ц.5)
Տ =0. 1........ /Л. 1.

До ка затея ьст во.
а) Имеем:

Re, । •՝: -տՃճճ-Д I = 1 |1т <ք՜Հ I'֊ Ч)Д '•> -'■'■) | _
I 2(>.j —Д, I Л" !| &</.)-.%
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I 11In"v о'"у(х. (Г- 1 I (к - ,.Հz (է, կ լ
(P- II! ՛և, " 'Л' ՚ Л.” -Л" "= «(М-Л, I

(l.6l

откуда в силу обозначения 1.3) следует формула (1.4).
Для доказательства формулы (1.5) заметим, что если а и ).♦ не 

являются нулями функции Й.Х — Ло и соответственно лежат в доста­
точно малых окрестностях точек X, и X... то из (1.1) и (1.2 следует

дгу х.

ծՀ
X д5г_(х, # £ |g(X)—Զ(>.պ

д).'я ՜ (էՀ ծՀտ\ I

£ձ ] г/ рг (>.»)-.40 I 
' -| (TZFF I ՚ Ժ/Հ՝1 J (1.7)

ր, s - 0, 1. 2....).

Переходя к пределу в формуле (1.7). когда X—Х։ и л*  — /.., по­
лучим первое из утверждений 1.5. Второе утверждение получится, 
если просто поменять местами Х։ и Հ. Лемма полностью доказана.

Предполагая, что функция 2(Х) —.40 имеет счетное множество 
пулен Х։, л......... ..., пронумерованных в порядке 0 < Х։ |Л2|
••• Հ X., .перейдем к построению биортогональной системы, 
образованной из функции у (л\ л) и z (.v, л).

Пусть Х„ есть нуль порядка рп>1 целой функции <2 м — .4,. 
Отнесем нулю две системы функций

(./=0.1........ Л,-о. ՝ Ц8)

yi bpr ;~k- I fi^zix, ՛է.,, 

- k\j\ a՜ / = 0, I...., pa - 1). 1.9)

Заметим, что если p.։ — 1, то в системах 1.8 и (1.91 содержится 
соответственно по одной функции

у IA-. V» и V(A-, Хя). (1.8՜)

Пусть, далее, !K*(A ‘j) и JZa(.v)} (a =-1.2,... множество всех 
функций вида (1.5) н (1.9) соответственно, пронумерованных в порядке 
возрастания модулей чисел
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Теорема 1. Системы функций (Кв(л|) и (Ze(x)) биортог.о- 
нальны на отрезке |0, /], т. е.

(«>? = ։. 2.-)
J 11, а — р

(1.Ю)

Доказательство. По определению функций Ka(x.i и Z,(x) 
существуют нули ХЛ1 и >.яз функции Զ ().),- До кратности соответст­

венно рП' .■> 1 и ր,դ > I и целые числа J-. (0 </, < ря< — 1) и jy (0 
<< рпь — 1) такие, что

Z,.(z) -
1 4..-Հ, А--1

k (I

(1.12)

Тогда
а) если Хл<։^ кпр, то из (1.11) и (1.12), согласно формуле

(1.5) леммы 1. имеем
t

j Ke(x) Z^(x) dx = 

о
p J'-.—1 f

I / /О1М-4 \
(A Й* l(X—‘J

"՛ՀՀ՛ bPnl-i,-l‘-1 f 4) с* ‘г(х, X)
= 1 ----77ТГ-------i--------------֊<^ = 0: (1.13)

»-« J»'kl ? Հ" օՀ

6) при Az/e= Ц- \ (Pn-Pn =p) из U-11) ” (l-12). учитывая 

формулу (1.7), имеем
։

j K(x) Zj(x) dx =

0
^v՜1 *₽•  /»-*-։  г д,’У(A *») й'г(л-м

= \ ------------- I ------------ •--------------- zrz.------ dx=
^0 ^l/M J Ժ).օ“ ^0

j^-k\

I *!
Ժ,Հ / 2 (X*)  - Ло \1 

ճՂ’?»\ (к*  —ձ)* +1 Д
(1.14)

Предельный переход в (1.14) обоснован в силу условий, налагаемых 
на функции вида (1.1).
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Из (1.14) и (1.3) получим

К, lx) Zp(x) dx

= lim
• l’-Հ, V

է-0

, (А — Х0)Р (P-J\-k-1 I
- S(X)-/)O____________а» а(х)-л,

(P~h—k- l)!AI/?! ժ>.*  (). _ + 1

я-д-1 Г (х’)

у I 2 0-) ~ Л, I_____________ <?'_ ~ (X*)  ֊ Ар
сру. (Х»-Х)‘+1

= lim
А . А*  -*  1g

р—յֆ-1
_______հ-______ V г*  
Л1(р-Л—1)1 ''՛՛՝ '?՜1

Г 2(Х)-Л 
1(х-х«?.||

<*)
X

(А — 4օՀ (/> /р—* 11

W)֊Aj

+-1А
Л1 ах7»

р— յ.ֆ- ’

А' О

' (Л — 1 (p-Jfi—*—I)

ԶՌ) - A J___
(p -h-k- 1)!

= Um 
Л. А» - A,

y.i .аГЛ-՛
/«։(₽—ax^՜1

(>• ֊ X„)"
(X — X*  )л + 1

. r-ir . !'•'

1 £(х-)-Л у ,,, t
(X* —X)^ “ *!

. lim ^՜' (X- V"
d\p 1 x»-|'«+՛

1 ,)J" IJ<X*  > ֊Л„ /' |X*-X,f  

/3! д/У" (X» —X)p J՝f \2-(X։) - Ло

ОС
I/Л— v 

^p-j\

■ p4)
' -AJ 

k\
\V— Zj*

I քհ
Здесь ради краткости наедено обозначение—- F(a) (/?(к)ИЧ 

iby
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/.! (р jy

<±_L I'-֊'■<■/՛ 
1Հ lf;P Ա 1 (>.֊Х’)Л ՚ 1

4-Ճ
7pj д/.7։ (л*  /.)р 7՛

^4
J'" ԺՀ 7

11.15)

Но

ււա 4-
. ,Л’-Лу ф J-.

!“('■’ ~ձ) ճ 
k-=p /р

й(>֊)֊֊Л
<»фЛՐ֊րյ՚ք

kl

= 11,1,4.

ժձ 7

■х.

Ռ*  Ս’
k~P J'v

lim()((X*-A of Հ' =0, (1.161

так как у։< р — 1.
Следовательно, из 1.15) имеем

j К.(х - Z? (A-)dx = 

л

հա . Հ^-Х.
___Л! др 4-1
/?!(р֊Л֊1)։ ^ր~հ- 1 (a֊x*/« +1

I !>» —Հ)/> 
՚ հ'- ժ).7» (X*  ,Հ

օ, in էհ
la. 1.2....).

и յ>=յ»
(1.17)

Из (1.13) и (1.17) следует утверждение (1.10) теоремы.
2°. Биортогональные системы, функций типа Мпттаг-Леф- 

лера и их асимптотика. Изложенный выше общий способ образованна 
биортогоиальных систем целых функций осуществим теперь на кон­
кретном примере, построив такие системы из комбинаций функций 
типа Миттаг-Лефлера.
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Пусть ay, bt (/ = 1.2) — произвольные вещественные параметры, 
удовлетворяющие лишь условию

аН-«? = /ճ + Й = I- (2.1)

Введем R рассмотрение функции

V 1 Т
у |х, >., pi = 2.Г7/Л- £PiXx : ру), (2.2)

/.-։

г (А >•. р) = 1jMZ *) ' - х) Г ; «у). (2.3)
/-։

где параметры цу и >j{j 1,2) пока подчинены лишь ограничениям

!ն > l‘i > 0. v։ > Vj. > 0. (2.4)

Гак как при любых у. О и д>0, E^az\ у-) есть целая функция по­
рядка ■> и типа а'՛, го из формул 1’2.2) и (2.3) следует, что

0*у(х, X, p i </z(x, р) .
I) для всех х (0,/)— -р и —-------(k 0) суть це-*

</Л (/А

лыс функции от X порядка р и типа не выше, чем Z;
2) при любых Л։>0 и к. > 0 функции

г/1 у |л՜, pi (х.^,յ>՚ дк‘у_ (х, л. р) էՒշ (х, л, р)
Ժ)*' ’ дУ.к' ՜ “ ЭХ*’ ’ ՜ Ժ)*4

из класса Лх (0, Z).
Наконец, составим целую функцию 

շ . յ .։.
Ш|Л.Р: = /. V aj,bj/J' ՛ 'Л՜ (2.5)

У..Л-1
Очевидно, что ш (л, р) — целая функция от X порядка р и типа /.

Лемма 2. При любых к и X*  (>. / X*)  справедливы формулы

1 Ճ
jx։ ‘l£p(XxP:a)(/— х)9-,/Гр|Х’ (Z х)₽; խ dx = 

u
I I

_ Л ճ(> (/ x 4- 3) — Xy/zp (Z X*;  a B) ^e+p„i
X — A*

^ y(x, л,р)г(х. X*, P) dx = — • '՝

К?>0).

Доказательство. Заметим сначала, что формула (2.7) сле­
дует из (2.G) в силу введенных выше обозначении (2.2), (2.3) и (2.5 . 
Поэтому достаточно убедиться в справедливости формулы (2.6).
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Исходя из разложения

____ zk_____  

г77+*р '1
(2.8՛

для любых X и Х*(Х=гХ*)  имеем:

/• f* ' • է՝ • I ՚ “ р I
= ճ S Г la 4- /гр՜1) Г (В4- wp *> ]*  Л՜) <1*  =

п֊ 0 т О А*

о^0Г(а + ₽ + ^ + ,п)Р ')

й 
хпх**~ д/ * 

Г(я4-б4-Лр՜')

Л- к

.у_______суд_______у/лУ=£±.'у ifQ.k
Д >.-) >->■*"  Г(« + Н*Р  ‘5

(։,?>0 ■

Отсюда, в силу (2.8) получим требуемую формулу 2.6 .
Установим теперь формулы, характеризующие асимптотическое 

поведение целых функций у (х, X, р), z (x,X, р) и «>(Х, р) в плоскости 
комплексного переменного X. Эти формулы, как убедимся далее, 

позволяют доказать, что если о • то при любом вещественном 

.֊1о^О целая функция <« (X, pl — Ло имеет счетное множество нулей*.  
Это обстоятельство, в свою очередь, даст нам возможность построить 

но способу, изложенному в п. 1 .системы функций (yi(x)| и (z։ (x)j. 
(a t= 1, 2, ...), биортогональные на отрезке [О, /|.

Для достижения намеченной цели воспользуемся известными 
|1,2. 3| асимптотическими свойствами функции ЕР (z: р.), которые за­
ключаются в следующем:

Л) Случай когда р — ֊ - Лля. любого целого числа р ? 1

а) при 0 -= arg z когда | z1 > ос

‘ Как увидим ниже при <-֊1 имеется исключительный случай, когда нужно 
полагать, что
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(2.9)

б) при к arg г 0, когда |z| > ос

У____L— +о(֊֊֊
։2)1г(,֊2А)+и1 z+I (2.10

в) когда х — ф (J/nx = 0j

Zft I— Х\ О.) = X ' cos թ)

(2.11

li) Случай когда ?>— Для любого целого числа р 1.

если а0 фиксированное число из интервала

<Сао<С min 
2р

то, когда z i ֊♦ л , имеем 
а) при argz| <Հ а0

ե'ր(տ; |») = pz*'  “'е՜ —

v_____ ւԼ~ o(-L֊Y

б) при I argzI %

՜ ՜ ^" Г (ja ֊ /гр 1 > °(՜?՜՜1՜)’

2.12)

(2.13)

(2.14)

Кроме того, во всех формулах порядок дополнительных членов 
равномерен относительно соответствующих углов.

Из формул (2.9). (2.10), (2.13) и (2.14) и из определений (2.2), 
(2.3) и (2.5 функций у (л՜, X, р;>, z\x. X, р) и<»(Х, о) вытекают следую­
щие формулы, характеризующие их поведение при больших в 
различных частях плоскости
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■ I е м м а 3. Пусть £ (0< — любое фиксированное число.

7'огда при к справедливы следующие асимптотические фор­
мулы:

АСлучай, когда ր — -֊-

а) равномерно относительно х ի, /|

у X. А.
.4(|՜*'/' I хС + 1к(\ и.) ֊л/Հ 

а,/. х -]■£ 7 е 4 0;

б) равномерно относительно х |0, / е|

В этих формулах знаки — или - берутся при 0^ 
argk<r или г. arg). О соответственно. Значения постоян- 

ных коэффициентов Д*  буОут приведены ниже.

Б Случай, когда

а) пусть JargX a„. тогда

v(x.x.P: - J Va;,.: (l I/'՚ օ/-Լ\ x [<. Z|. (2.18)

7 •։ • ■

г(х.к.?)-₽|Х*/>. И1 о(7), х 10./ -4. 2.19)

притом равномерно относительно х в соответствующих отрезках
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_/ ' » у-------— ff, .*=լ.շ,...);( 2.2Ո
,-Հ Пи/, VA-Ap-' V 2 )

б) пусть I arg л %, тогда 

(2.22.1

1-2.23)

прп/Пол равномерно относительно х с соответствующих отрезках.

p)=֊t-^"! о U). (2.24)

fc-.i

Обозначим через t'o множество тех комбинаций индексов /х и 
;t( 1.2. при которых произведения (ij.bj.. отличны от нуля. На па­
раметры а։, >յ, z. будем накладывать дополнительные ограничения:

min (1 +р(1 — р.., — '/=)) > О 
е,

и поэтому,

Т?=гпвх{1 Р(1 — и у, — *у,)}  >0, р > ֊ • (2.25)
Ui. Jtteo 2

Иначе говоря

V: 1 Р *.  Կ\- յ՚շք (2-259

Заметим, что в силу условий (2.4)

-₽<14-р

кроме того, из формулы (2.5) заключаем, что
1) значение ч = 0 может достигаться лишь при at — ծ։ = 0 и 

тогда

со р,1 - (/Ղ; 1 ֊ р ) =
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- sign <<։■։*.)  (£;iA; D-1):
12.26)

2) значение -Р^> • также может достигаться лишь при одной
комбинации индексов (г, s) < с0:

'Р= 1 ֊Ւ р(1 — а,—Ն յ. (2.25")

тогда асимптотические формулы (2.17) и (2.20), характеризующие по­
ведение функции и> Q., рI, можно записать в более простом виде. Имен- 

Iно, когда о — —, имеем

где 
мл и

функции ?'’(>.) и ?'.՛՜ И) имеют порядок ()(>. \ а знаки —
'■ берутся соответственно, когда 0 argX<-или — «-<arg>. 0.

В случае же, когда р^>-֊֊ и խր£>| Հ.

.»(А, Р) = pfl.fr,П у о(А). 2.20.
к~ 1

де <р|л) имеет порядок 0(>. ia^>0).
3Հ Нули функции <•>(/•: р) До, при т. — 0. Хотя нам достаточно 

было лишь установить существование счетного множества нулей у 
функции <••(/., р) Ло, но в настоящем и в последующем пунктах в 
ряде лемм мы исследуем характер их распределения и асимп­
тотику. При этом в основном мы будем придёрживатьея способа Ви 
мана [5|, впервые исследовавшего вопрос распределения нулей функ­
ции F.^z-, I).

Лемма I. Пусть -.. = о[р > ~ ) и

Գ = sign(«../;..).4o 1. (3.1)
тогда:

а) որս р — — и | С0|г^1 все нули функции. <•• (л, —.% лежат-
Հ

на отрицательной полуоси *><Լւ  0 и представляются в виде

3.2)

кроме того, при |С0|< 1 нули простые, а при |С0 1 все
они, кроме, быть может, первого имеют кратность, равную двум;
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б) при у~ L (С0(>1 все нули функции <иЛ, Ло про-

I 
стые, лежат на параболе Re = <з0, гое з0>0 есть корень уравне­
ния ch Հ-օ |С0|, и представляются в виде

/ °ГЙ Ժ՛
Ն ( ’о ՜Հ՜ XJ • ՝fi = °’ Ь “’•••)’ если Շօ > 1'

13.3)

в) при p> Оля любого ՕՀ՜ձՎւուոք ՜՜ • ՜ | все достаточ,-
՜շ 12? 2? I

но большие по модулю нули функции <•՛(/., р .40 простые, лежат 
внутри углов

iargX"Tp|<։i argX ՜՜ <՜օ.
2б

(3.4)

при этом, нумеруя нули, лежащие соответственно в полуплоско­
стях յւո'Հ>Ա и. JmK-ՀՕ в порядке возрастания их модулей и обо­
значая их через будем иметь асимптотические формулы 

При -,= 0. (?

(3.51

(3.6)

Доказательство. из (2.26՝ и (3.1) еле-

дует, что искомые нули суть корни уравнения

Е, Г к- 1) ֊Со. 13.7)

1 
Поэтому, когда > = — или о—1. вопрос соответственно сводится к 

простому подсчету корней уравнений

ch / J X = С\, и е*  — Со.

Отсюда легко чриходим к утверждениям а), б) и к (3.5 .
Из асимптотических формул (2.13) и 2.14) легко следует, что

1 

достаточно большие по модулю нули функции 'ЕР(Г с; 1) Со могут 
лежать только в угловых областях вида (3.4L

Для установления формулы (3.61 нужно различить два случая: 
Ся 0 и Со = 0.
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Положим сначала Со֊՜^ О. тогда корни функции*

* Мы h.mvcm в пилу лишь корив, лежанок- и углОпых областях |ЗД).

«/>•.₽) = к"’-Գ

простые, симметрично расположены в полуплоскостях Jtm. О и Jm<.<- О 
и представляются в виде

i
^=\±yi -|-10g-^-|?npH Ce О,

I / I pl
, (3.8)

1Հ*>-  |± i ’ log-LC1’’' |' приС.><0.
1 I / р I

(А = 0. 1,2...f).

Все эти корни лежат на кривой

ճ0: r'-cosp^ = 4՜1о^ ֊—֊• ,? К— (3.9)
' ? Р

и соответственно перемежаются с точками

Հ1=|±<2ձ±12ձ,- l10gW. Գ>օ. 

I / / р |

, (3.10

с,<о.
I / l pl 

лежащими на той же кривой LQ. При этом 

«>օ(Հ\ ?) = ֊2С(1 (Аг = 0. 1,2,...). (3.11)

Рассмотрим дугу ձ окружности /.. = -Հ՜' . лежащую между 
верхними половинами кривых

: ր';cosf/c- 1 hog ^ + y!’ |« < • (3.12)
I I P I p

где любое.
Очевидно, что верхняя половина кривой /.0 лежит между верхними 
половинами кривых £օ+'(հ) и 

1. i'-i
Если гонки |>Л е ' и ՝Ղ. е суть начало и конец дуги ձ. го

имеем

՛, դ|Ղօտ^ = fji
/I fi I
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Ы'ПCOS ppi- -у [log (^ ՛—?[.

при этом л = )>х- е I*.  если
Покажем юперь, что существует достаточно большой номер i\'o 

такой, что

|‘”о(\ ?)1>1 Գ1 при '■ ձ и а՝ > л7п.

Из формул 3.13) имеем:

•*»  sin~5-.<*»  Հ)տ|ո-^-(է*-Հ)  - ՜! 

н

lim о' = lim —>A- + ք.~+ Г* 9p

поэтому 
о 2

iim I»»f’sin~ 
s— ձ I

Далее, при X = имеем:

%՛. p =?^՛ '* ‘ — Գ =

= ■ <|i

где положено ՚դ - |>л‘. е‘ ՚Հ ՝k ֊ 0, 1.2,... .
Но из 3.15), (3.16; и формулы

е'՝" — е‘~1 ՛' = ֊- 2sin ' а sin Հ-- ? — ?Л) г
2

(3.14)

(3.15)

(3.16)

3.17)

о о
2Zcos֊? (<з ?/Հ՚շօտ (ср -?л

следует, что

lim J 'к \е՝՝ —с ՜՝ =0,

д (ЗЛ8>
Um >frlf՛ Re (t’"'՜ — e 'k \ հ—> 

- /

Наконец, из 3.17ւ и 3.18 вытакает, что при / 1К

llm)%(>.,?J|?>C0(l е ').

откуда следует оценка (3.14).
Но на кривых А о1'
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I «О ('■. р) I > I ре'г'՞-1Գ11 = I с011 /1 ֊ 11. (3.19)

поэтому в силу (3.14) и (3.19) будем иметь, что на контурах ձ*  кри­
волинейных четырехугольников, ограниченных кусками кривых Lv. ’и 
лугами ձ и 4-է.|

ell (3.20)
Հհ

Но из асимптотической формулы (2.13) имеем: 
1

(ճփ'; I )֊ С„1 -<ղ,(4ր) = 0(֊-)- 13.21)

поэтому по теореме Руше из 13.20) и (3.21) следует, что при к 
1

Л\ . Л70 внутри контура ձ*  функция £₽(/՛ л; I) — Со имеет точно 
один простой нуль է При этом ясно, что будем иметь

7i+‘ > Л-’о), (3.22)

где! =0(ճ*), dk — диаметр области, ограниченной контуром ДА. 
Но. как легко видеть, периметр контура Д* при больших к имеет ио- 

-1— I 1-1р р
рядок 0(Л ), поэтому имеем также = 0(£ Отсюда и из 
формул (3.8), 13.22) следует, что при k -* л

_L
. . 2xk\ f Г / 1 \ 

e v 1 ’ °(v 
\ I / \ k I

(3.22

Так как все достаточно большие по модулю нули функции 
«ил, pi — Ао лежат внутри углов (3.4). то. если X*  любой из таких 
нулей, из (2.13) имеем

или при к -.՛ Л'..

у log—----------- <Ի.է cosp<fargAA<֊yllog —°֊ -i-l-
7 [ p 2 . 7 L p 2 J

Отсюда следует больше, чем утверждалось первоначально, а именно, 
что все достаточно большие по модулю нули функции <"(л, р) — 
лежат между кривыми 1.V ’(у). Это значит, что если пронумеровать ну­
ли функции » (Հ օյ — .40. лежащие в полуплоскости Угод > О в порядке 
возрастания их модулей, то формула (3.22) даст асимптотические вы­
ражения /?-Т0Г0 нуля При k — ОО.

Аналогично, ввиду того, что 1(_2 = Т(4+). для нулей функции 

<••(/., р) -Ло, лежащих в полуплоскости Jm'r. <0. получим асимптоти­
ческую формулу
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Таким образом, при Со -/••• 0 мы получили лучшую асимптотику, чем 
утверждения (3.5) и (3.7) леммы.

Перейдем теперь к случаю, когда Со — 0 ( р > —. р փ 1 ). В этом 
\ 2 /

I 
р

случае вопрос сводится к исследованию нулей функции £р(/ X; 1 յ. 
Эта задача, как отмечалось выше, была исследована Биманом, однако 
ради полноты изложения мы приводим здесь необходимые выкладки, 
которые несколько отличаются от способа Вимана, и установим фор­
мулы (3.5) и (3.7).

Согласно формуле (2.13) в угловых областях (3.4) имеем:

4 Ар /~ / I \
£.(/ X; 1)=ре —--------- г + 0| — )• (3.23)
" М՝(1-р-') \х։/

Положим
1

l>- I р
•% (X, р) « ре - —----- г,֊ (3.24)

ХГ(1—р )

и аналогично случаю, когда Со #=’0, рассмотрим кривую, бесконечные 
ветви которой лежат в угловых областях (3.4)

А*՜  U р
L0:|Xtf | — Ср, С(.= —— ——zj-- (3.25)

pl (1-Р )

При л = £0 имеем
/г₽ cos <ир = — log г log Cf. (3.26)

Если и*  и рА+1 (| < |р*+1  ) — два последовательных нуля функ­
ции »оо(Х, р), лежащие в верхней полуплоскости на кривой £0, то при

переходе X но кривой £0 от а*  до аА+։ arg/.t՛" увеличивается на 2ж и, 
вследствие непрерывности, в некоторой промежуточной точке

‘Л
< |p*k<>4  |<i ) должны иметь >ке = — С₽. т. е.

'^u)o(va. Р) = —2СР. (3.27)

Далее, рассмотрим дугу окружности |X| = |v*|,  лежащую в 
верхней полуплоскости между кривыми

£и'\) ): Zrpcospc — log г 4-log Ср ± 7. (3.28)

Тем же методом, что и при доказательстве (неравенства (3.20;, 
получим, что на контурах ЛА криволинейных четырехугольников, ог- 
3 Н^ссшя АМ. серия фна.-мат. илу к. №5
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раниченных дугами /<• и Zi+։ и кусками кривых iV'h- справедлива 
оценка

9
!>•<■>. (Հ Ж >֊ЕТС₽|. f.3.29)

’J
С другой стороны, как и в случае С(1 փ 0. легко убедиться, что все до- 

1

статочно большие по модулю нули функции ‘ . лежат между
кривыми A.'rVfL

Из (3.23), (3.24) и 3.29) применением теоремы Руше получим.
I

что все достаточно большие по модулю нули функции /:р(7 X; 1), ле­
жащие в верхней полуплоскости, имени вид

+ (3.30)

где —0(</Հ. dk — диаметр области, ограниченной контуром А*.
Так как ;* к есть А’—гая точка, лежащая на верхней половине 

контура Ло, где функция %՛/., р) обращается в нуль, то можно при­
нять. что

Alp
Arg|ike ' ' =2-A + G.

где I 0 <- некоторая постоянная.

Обозначая 7*  = |’чк". «3 (3.26) и (3.31) имеем:

= л_ , logiI _ log՛. ԳI _х_0 /Hoglн*I)* \ 
р/|Н* \ ՛'

?<• ֊ / ' sin p — 2-A 0.

Из (3.32) и 13.33) получим

откуда следует, что при k—

I 'Ad՝ '֊ ՜Հ^ • lobrl!4 - —log*
I P

и по:-.тому

3.31)

(3.32)

3.33;

(3.34

(3.35)

1

Наконец, из формул 3.35 получим асимптотическую формулу

log*  J
* /] (3.36)
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’--I
или. заметив, чго<Л = 0(А log k). на (3.361 и ։3.30) приходим к

формуле (3.6՛ для Հ Հ Наконец, заметив, что ;А. * -=հ’է+). получим вто­
рую из формул (3.6 .

4 . Нули функции <•»(?.: р) До при т₽>0. Переходим теперь к 
выяснению вопроса о распределении нулей функции •••(/.-, ք<)—Д, 
(ЛпД, = 0) в случае, когда

-■֊• = ։ И1֊։.,-^)>О, ( . -М.

Лемма 5. Пусть ■:։*>().  Тогда: ' ։
а) Иля любого фиксированного числа все (/остаточно 

большие по модулю нули функции --- ) До лежат в области 

D:.. ограниченной параболой

1г՜'cos Հ- = s,, I<?|<~ (4.1)

и содержащей полуось (— . Of:

б) функция ֊op.; ) А,-, имеет счетное множества нулей,

при этом те нули, лежащие вне достаточно большого круга, про­
стые. лежат, на отрицательной полуоси ( — ՛ , 0| и. если прону веро­
вать их в порядке возрастания их модулей, то справедлива асимп- 
пцнппческая формула

*о(т)|- *Я

Д о к а з а т е л ь с т в о.
а) Для фиксированного .значения 50>П выберем число 7о((|< 

''՜ 7о<С I) из условия

±.7р. = (4 3)
1 ՜Հօ

Намерении։:։» ниже воспользоваться асимптотическими формулами 
(2.17' , BbioeiH'M число /?,.^>0 гак, чтобы

;!• '2^1
П + ?!•՛./•!>։-7о. 1+/ >!■'՛' 1<1 +?„. '■ >/?„. (4.4.1

Ввиду ’4.3 н (4.4заметив, что в дополнительной к /Л, обла­
сти

(Г//} > 70.

будем иметь: при /. G՝.-., /Հ,
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1 Л1 -D1
~а,Ь,> խ (е *4- ?2W(X))) I >

> 4-|«Лм 1*1  ՝ к5о0 -7oi—«’“'"‘О 4-ь)1 =

= -֊-|л,&,|(1 ь) (<?'•- Ы>.|՜. (4.5)
Հ»

Выберем теперь число /?։ Rn таким образом, чтобы выполни 
лись неравенства

Н“-Л»+О(т) :■ 1 -}֊ .41՜ — Ло . | * | /?։. ■ 4.6)

-L|a^|(|-7o)(e’—l)|X| — 1 |ЛР-Ан>

> Л-|аЛ<|(1- То) (* ’•֊ 1)1 М > 1,

Из оценок (4.5). (4.6; и (4.7). ввиду (2.17'), получим:

">('Հ ՜,7՜) -40|>1, л-О,Л. |X'^R։,

(4.7)

откуда следует первое утверждение леммы.
б) Так как при фиксированном значении с0>0 достаточно боль-

шие по модулю нули функции Ц> До лежат внутри области

этих
где Q^Re 'f.՜ <Լ-^ то для выяснения асимптотического поведения 
нулей взамен (2.17') можно воспользоваться более простой фор-

мулой

/• 1 \ 1 . (J)— а,Ь,к -j е. -j- е :с 1 |-г

4- Oik 2) 4-0ia-> *),  а>0. л Г (4.8)

J 
2

Заметив, что <»(/.; ) вещественна при Jm t. — 0, при ՛ — г,

0<Հր< փ оо будем иметь асимптотические представления

- .40= агЬлг ‘cos /г' «Հ.յ|

+ (л}!1-Ло)4֊О;г-') + О(/Т”). приЛ.чМР, (4.9)
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0(г-')~ Oir‘ + 'i ’). при До = Л(п. (4.10)

Из гого. что левые части формул (4.91 и (4.10) вещественные 
функции от г СО, »), я главные члены правых частей обраща­

ются в нуль в точках вида /|/ г -т, = Аг “ (А -? I), легко следу­

ет. что уравнение .о ( — г;

жестко нулей г к, притом

- ) — До при г > г0 имеет счетное мно­
гу кнх. что в достаточно малых вещест­

венных окрестностях точек kn {k Ао) лежит лишь одна точка

I
вида 1г>. - пгт.

Поэтому имеет место формула

/Հ+ «)=^4у4 (4.11)

где а*.  — 0 при k -*•  ֊յ հօ.
Подставляя значение (4.11) в 4.9 или 4.10), в обоих случаях 

получим, что

»л = 0(л;1. ;>0 
и гак как по (4.11)

4 ~ ֊էհ

то асимптотическую формулу Հ4.11) можно записать в виде

1г\ = А-4֊-^֊ О (А ь), 71=2;. (4.1Г)

Из (4.11 следует следующее асимптотическое представление для 

вещественных нулей функции «и (/.; •Ն

-г‘=-(т)։[1+0(^)] <41И
Покажем теперь, что все нули ( г*)  функции «Հ — j- .4,. 

начиная с некоторого номера k > Հ, простые. С этой целью заметим, 
что в силу формулы

|£։(z; а 1)Н֊(1 р))
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из 2.5) имеем

= У аА/Л 7’ 'Н1 —11 ։՛ ՛'/1 х\ 2 / — /> /-• | I շ • /.
Л« /։-1

X /V,; Ч 7.| --/ - 11 I .

Отсюда следует, что при г-

<о'^ г; “)֊ ~1агЬлг'- 3s։n|/|- r ят||

0(Л’՜ О4>0. (4.12)

Из (4.1 Г) и >4.12 вытекает, что - г*.;  ֊ )=А 0 при X’/г։. т. с. 

нули ՛;— при я >/;, простые.
Но из «4.8 следует далее, что для больших >. уравнение 

юр.; Afl 0 эквивалентно:

1) при Ап=^Ар уравнению вида

ch |/| а я-с«| -= Сл е X ' - (4.13)

где

4 __  л (’1
г,= Д>__ А:

1 агЬл

2) при А0=>А)‘  уравнению вида 

ch|Z/)7±«J-Ap’<? ՜Ն. 1-'l J ОО-). (4.13')

*

причем знаки или берутся, когда точки л ' соответствен­
но лежат в полуплоскостях или Jm\<Հ0.

Не останавливаясь на дальнейших деталях, укажем что из обе­

их формул (4.13) п (4 13'। вытекает, что возможные достаточно боль­

шие по модулю нули функции "Հհ — — Ао должны лежать в кру- 

։ 
гах с центром в точках /■ и с радиусом R. =O(r*j,

Далее, на основании асимптотики функций w — -Ն и

■••'( л; ՛) можно подсчитать, что функция <« (л; ֊ ) — Ао в круге 

а гх-| < Rk имеет точно один нуль. т. е., что она обращается в нуль 
лишь в центре >. — — этого круга.
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Наконец, если пронумеровать все нули функции «՛ ( Ճ; — '[ — Ав в 
—

порядке возрастания их модулей, го вместо (4.11") будем иметь аснмп- 
готическую формулу (4.2) леммы.

Лемма 6. Пусть р Հ- и тя>0. Тогда:

а) для любого 0 ձՀոմո ' —,  ------— ՛ все достаточно большие
I 2р 2р I

по модулю нули функции <՛՛ (X, ?) — Ао простые, лежит внутри уг­
лов

arg/. ,4.14|

6) крону меру я нули, лежащие соответственно в полуплоско­
стях О и. Jm /.-ՀՕ в порядке возрастания их модулей, и обо­
значая их через { ,, будем иметь асимптотические формулы

(4.15)

Доказательс։ во. Что все далекие от начала координат нули 
функции «>(>; б) — .4(| могут лежать лишь в угловых областях вида 
4.14), легко следует из асимптотических формул (2.20) и (2.24).

Для исследования характера распределения нулей функции 
<о(л; р)—-До в областях вида (3.14: заметим, что согласно (2.20') там 
при |Х | — • справедлива асимптотическая формула

ս> (X; р) = р arbd- f (I -!- ? (X)) е1>

(4.16)

где

Դ "՜ 1 Р (1 — Нт — ), ձ,Եք =Ւ О,

а функция »(Х) имеет порядок 0(Х '), где а > 0.
Различим два случая:

1,| А0 = Л|?', и тогда обозначив

%('֊: р) = '֊ԴԱ 1 ?(Х)р"' —գ, 
где

_ ^40 А{р)

?ar6s

14.17)
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в силу (4.16) при больших |Х| в областях вида (4.14) будем иметь

.»(Х; р)֊д„ = .ои,й։^»(>-;р) (4J8)

Рассмотрим кривую, бесконечные ветви которой лежат в обла­
стях (4.14):

t«=UvU+?Wl«af| = l<5V <4յ9>
Далее доказательство проводится по той же. схеме, что к в пункте 
в) леммы 4. Положив, что X = ЛЛ, запишем уравнение кри­
вой Ln в виде

/r?cosp? = - հ>logr —log] I ?(rc‘T )|֊hlog|C?|. (4.20}

Если р*  и |*i +։ два последовательных, достаточно далеких от на­
чала координат X — 0, нуля функции ч>0(Х; р), лежащие в верхней по­
луплоскости J/nX>0 на кривой £0, то, как и при доказательстве фор­
мулы (3-27). заключаем, что между ними находится точка ղ Г /-о, где

b>o(vA. Р)|«2|СР|- (4.21)

Рассмотрим дугу /*  окружности )X|=(v*|,  лежащую между 
верхними половинками кривых

М*'  : Ir9 cosp? = — 'Uogr — log 1 ?(reh')\ t֊ log|Cf. I ± Е (4.20՜.

тогда тем же методом, что и при доказательстве формулы (3.20) лем­
мы 4, получим, что на контурах четырехугольников, ограниченных 
лугами Ik и Z* +i и кусками кривых справедлива оценка

ы*;  Р)1 > ֊1Գ1. Ид*.  (4.22)
о

С. другой стороны, опять как и при доказательстве леммы 4, из фор­
мулы (4.18) легко убедиться, что все достаточно большие по модулю 
нули функции о>(Х; р) Ло лежат между кривыми (4.20')/-Jr*.

Наконец, применением теоремы Руше из формул (4.22) и (4.18) 
заключаем, что достаточно большие по модулю нули функции 
о>(Х; р) — Ао, лежащие в полуплоскости JmX>0, простые и представ­

ляются в виде

+ k>k0. (4.23)

где — диаметр области, ограниченной контуром ձ*.
Но из (4,20), как и при доказательстве формулы (3.36), получим, 

что при k -► -|- то
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Наконец, заметив, что = log/?), из (4.23) и (4.24) по­

лучим формулу '4Л5) для хГ1՜1 и. следовательно, для
2) .40 = .4{?,։ тогда, обозначив

<»0(Х; р) =л ն'/Հ1 | э(а)}—Ջ.. (4.25)
л

где 
л <р» 

р — г՜’

очевидно в областях вида 4.14) будем иметь

<и(Х: р)—/40 = р«А j<u0(k; р) |

Далее, рассматривая кривую

V1

вполне аналогичными рассуждениями, что и в случае 1), получим 
опять формулу (4.15).

Институт математики и механики
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U*.  <Г. Xrpu*cjiuG(  Հ ■ f*.  ‘TtbruLuiiuG

ՈՐՈՇ ՃԱՏՈհԿ ՌՒՈՐՌՈԳՈՆԱԼ ՍՒՍՏԵՄՆեՐՒ ԿԱՌՈՒՑՄԱՆ ՄԱՍԽՆ

Ա Ս*  Փ II Փ II Ի 1Г

Ւնչպևս 3П1"1У •/, 2, ՚7| աշիւատութ քուններո ւմ, առանցքի
>[րա •եուրլևի սովորական կորիցով ինաեդրալ ձե աւիոիւո t թ քո ւնն ունի ո< թե 

մեկ, ալլ կոնտինում րաւրքութ քամ ր շրջման րանաձևեր, կախված Կ տն~

րնւյհատ պարամևարիցւ Աք՚ք շրջումներն իրականաէրքու մ են հաէււուկ կորխքնե֊ 
րի միջոցուք, որոնր կաէրքվում են 1Гիտտագ-Լեֆքերի

°° rk
/:’p(Z, J1! У------- ֊ ֊ . 'Л>0

ւսմրոքջ ֆունկցիաների օզնու թլամրՏ
Միաժամանակ ոէոացվԼլ են հակադարձ րնուքթի արգրււնրներ, որ

Հ(^. Н.), ('յ -■ --- ֆունկցիաքի ոդնոէթքամր կադմված կորիդներուք ինաե՝
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ձե աւիոիւոէ թուլեներր կարող են չրջվեք 'ես ւ րլեի ԱՈ վորական <\ևավւոիէու - 
թրսմր, Դ Л |ւ պարամետրերի արժեքների որոշակի ընտրութ րոն դեպքում:

Ներկս/ հոդվածի աոաջին պարադրաֆու մ շարադրում Լ վերջավոր 'ւասւ֊ 
վածում ֆունկցիայի րիօրթոէքոնտք սիստեմի կաոուցման ըհդհտնււլր մեթոդ: 
Ալնու հետե ^րկրորրք պարադրաֆոէ մ ալդ մեթոդը կոնկրետ կերպով իրակա֊ 
նացվու մ կ ի՝ 'Z. (1 տիպի ֆունկցիաներից դծալին կոմբինացիաների նկատ֊ 
մ ամ ր: 1'նդ որում րիսրթոդոնալ սիստեմը կաոու ցելու համար հարկ եղավ հե֊ 
ՍսՍդոտեչ /’Հյ {Zf ’I 1 տեսքի ֆունկցիաներով կազմված ։•>(£,[/) հատուկ ֆունկ֊ 
ցիալի .4fl կետերի րաշխումր հարթության վրա:

եաոոէ ցված րիորթոդոնալ սիստեէքեե րր ե վեր/п г ծ ութլուննԼրր ըստ ալդ 
սիստեմեե րի (որ կ(ինի մեր երկրորդ հաղորդման աոարկտն) սերտորեն կապ֊ 
վ՚ոծ են կո տ иրակտլին կարդի դիֆերենրիալ հավասարումների ՚>աւ1ւսր ե ղրալին 
խնդի րների հետ: ‘Լերջին հարցին նվիրված կլինեն մեր հետադա հա դո րդո ւ ւեւե րը է

ЛИТЕРАТУРА

1. Джрбатнн Al. М. Об интегральном прсдстанлении функции, непрерывных на не. 
скольких лучах (обобщение ннгегралл Фурье). Известия АН СССР, серия ма- 
гсм.. 18.1954. гтр. 427—448.

2, Джрбашян Af. Af. Об одном лоном интегральном преобразовании и его примене­
нии и теории полых функций. Известия АН СССР, серия матем.. 1Ղ 1955. 
стр. 133-190.

3. 1жрбаишн И. И. Об асимптотическом поведении функций типа Мйггаг-Лефлера. 
ДАН АрмССР. т. XIX № 3. 1954.

I ./M-ptiauiHH -К. U. К теории интегральных иреобразонаиий с ядрами Волыерра. 
ДАН СССР. . 124. 1959. стр. 22-25.

5 W'unun /1. Uber die Nullslcllen tier Fnnktionen Ada Maihematica, 29 
1905. 217—234.


	15
	16
	17
	18
	19
	20
	21
	22
	23
	24
	25
	26
	27
	28
	29
	30
	31
	32
	33
	34
	35
	36
	37
	38
	39
	40

