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МАТЕМАТИКА

Е. Аветисян

Некоторые применения теории обобщенных 
интегральных преобразований

В работе |1| были получены интегральные представления анали­
тических функций, имеющих определенный рост в области угла. Были 
получены также параметрические представления некоторых классов 
аналитических в угловых областях функций, удовлетворяющих усло­
виям интегрируемости в квадрате модуля на определенной системе 
лучей комплексной плоскости, исходящих из начала координат. Из 
этих результатов, в частности, следовало следующее обобщение тео­
ремы Палей и Винера (|2|, стр. 8->.

Теорема А. Класс K.pi. у, у. функций /(z), аналитических 
б области | arg.-г <а у <Հ -) а удовлетворяющих условиям

I ?1<Վ (1)

где 7 ֊I֊ Т- = г, у. <Հ J- 1 , а .1/ - постоянная, не зависящая 

от о, совпадает с классом функций, допускающих представление

}v । .v) (lx. (2)

-v ■(
-------- -------------- це. гая едункци я
г (и 4-ЯГ1)

типа Миттаг-Лефлера. При этом функции класса Л\(«. у, и 
почти всюду и иеют конечные граничные значения f (ге ՜'1* . кото­
рые также удовлетворяют условию ՛ 11 п которые почти всюду 
определяются формулой

j[rve ո)ր' '= ֊֊ |ր 'Лд—г' г '-'л-' fl 1 .Vх ’.у 1Д-. дх (3|

(I
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В первой части настоящей статьи доказывается, что функции 
класса Л՜..(а,аւ разлагаются в ряд по специальной системе рацио­
нальных функций, полюсы которых лежат вне области регулярности 
разложимой функции. Во второй части приводится новая формула 
обращения для интегрального преобразования М. М. Джрбашяна (2). 
в котором используются значения функции f\z) на полупрямой, ле­
жащей в области регулярности этой функции.

Пользуясь случаем выражаю благодарность профессору М. М. 
Джрбашяну за руководство.

Г. Пусть задана последовательность чисел

Рассматривая функции 

где С,։—простой контур, охватывающий окрестности точек հ0, 

за С/։ мы впредь будем брать окружность |г. — ֊է ֊֊ — ij

('/յ>0 —малое число), Г. В. Бадалян показал [3], что система функ- 
օօյ 1

ций {рл(-с)} ортонормальна на полуоси, а при условии V-------= со

она замкнута в классе £2'0, <х>). Это значит, что для произвольной
функции <?(х)£ /.г(0, со) имеет место равенство

л

Пт
п

? ւ X) — V акрк I Л- dx = О, 
д-о

где

Як j ?\x)pk\x)dx.

и

Отсюда следует, что если Ф(х) произвольная функция из класса 
Лл (О, со), то

j Ф IA-I (a-) dx - 

О

ОС
( Ф(х1рд (л) dx.

ft-о Q

Теперь предположим, чго функция Ւ՝ z) принадлежит классу

(1.2ւ



Некоторые применения теории обобш. ннтсгр. преобразований

Л'? |«, р, !»•). Тогда согласно теореме Л при |argz <а имеем представ­
ление

F (Ճ) Ev ( zx 'г: ;х I х՛՝ ՜1 г*  (х) dx. 

о

(1-3)

где է՛ (х)«=£,'О. օօԼ Из асимптотических свойств функции /^ z; ;ւ)

|4j п из того, что а — - следует, что при argz

tijZ-'cLJO. oo).

По формуле (1.2) имеем

О> “
FI z 1 - - V А 1( р; ( ֊ zx 5: ц :• х ՛ х) dx.

*-о о

(1.4)

где

v x}pk{x)dx. (1-5)

Подставляя в (1.4) пол знаками интегралов значения рь(х\ \k = 
= 0. 1,2,...) из (1.1) и меняя порядок интегрирования, получим:

| /:? (— zx ■■■. ՝рп \x)dx 

<>

, /27„ +1
’ 2к(- tMx =

А է = | 
о

Изменение порядка интегрирования законно, гак как интеграл с бес­
конечным пределом сходится равномерно по ' ■ Сп. Значение интегра­
ла в скобках известно (см. [5]).

Подставляя его значение в 1.6), получим:

՝рп (X) dx

о
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а— I
П(С м: ’
»-0_______________

л

, ~о

сГ, KJz).

где Хк 5» — !/՚=0, I....). « контур С« есть окружность |С —Х*|  -

—— т„ которая охватывает окрестности точек >.о, /.։, л,.......
Нетрудно видеть, что R ;) есть рациональная функция, имею­

щая полюсы в точках {—/.?) (А 0. ԼЕсли, в частности. Хо< 
/ ։ ТО

«—I

Л„(г)-У'2Х.У-^------------------------ (1.8)

*-՛՛ пчи+мт*н*  
1—0

где штрих при знаке произведения в знаменателе означает, что в 
произведении * не принимает значения А.

Из (1.41. ։1.5), (1.71 следует разложение

А ;) = V.4, 

л-0
(1.91

где

А„= \ v\x]pAx)dx.

Покажем, что коэффициенты .4, могут быть выражены через гранич­
ные значения функции F(z). Из равенства (1.7 имеем почти для 
всех у

R* (У՛рг'։)У-1= ֊֊ի՛'ГЕ,{у”х 'г”՜՝՛; н + 1 )Z-՝р>(*) ■ (։• 10) 
о

Обозначим
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Ф.« (+ 0՛) - ֊֊ ~հ—Pmix'idx = /2Z„ ----------------(1.11)
rfyj ±<А' п« П(/у+&)

Рациональные функции Фот(г) имеют полюсы в точках {֊ Հ). Систе­

(жФвНма функций ортонормальна на (—оо, со [3]. Она мо­

жет быть просто получена также из ортонормальной на единичной 
окружности системы рациональных функций Уолша отображением 
единичного круга на левую полуплоскость (см. ]6| и |7|).

Из равенств (1.10) и (1.111, согласно обобщенной формуле Нар- 
севаля*.  из теории обобщенных интегральных преобразовании М. М. 
Джрбашяна с я арами

* 9ia формула M. М. Джрбашяиом пока не опубликована.

քք(Հտ/'1'/Դ,; ,֊+1)aj‘ 1 и

следует, что

йя/'е-'*)/- 'rfy 4-

сю
4-^------- 'dy =

2«Р J
и

= рМ*  Pm (*}  = ( 0’ 

о

если k = т, 
если k т. (1.12)

Это значит, что системы рациональных функций {Rk ՚ճ|} и (Ф,..,;^)} 
биортогональны в смысле (1.12;. Используя это соотношение, из ра­
венства (1.9) для коэффициентов Ап получим выражения

-i —(!-»«•) <»
А„ - -------Сй(у‘ Դ-") /- ՚Փ, (iy) rfy 4

շ-р J
0 

co
4- ֊^—--------[y Դ") / ՚Փ„ (- /у) rfy.

2՜? .Jо
(1.13)

Таким образом доказана



8 Л. Е. Аветпсяп

Теорема 1. Если функция F(z) принадлежит классу 
.Vs(ct, р, ;л), то

со
Г(«)- Тд„/?„(?).

п-0

где ряд сходится равномерно в каждой замкнутой части области 
I argz |< х, /?„(?) (п 0. I....) — определяемые формулой (1.7) ра­
циональные функции, имеющие полюсы в точках j —Ճ?), 

О ■ л0 л։ • • •;
п о^п Н —

а коэффициенты Ап определяются через граничные значения (функ­
ции F {z} формулой (1.13՝.

В частном случае, когда а = — н, следовательно, р= I. пара­

метр р в определении класса Л'..լ՜՛ 1՛ может изменяться в ин- 

/ 1 3 \тервале ( ֊•• — I- Если положить $ь= 1, то из теоремы 1 будет сле­

довать результат, отмеченный в работе Г. В. Бадаляна |3|.
Заметим, что. исходя из последовательности 

где

Re$n > ——֊ и у 1

гем же способом можно было построить биорто тональные системы 
рациональных функций (г)) и {Ф/и (■£))• полюсы которых, вообще 
говоря, комплексные и расположены соответственно в областях

|argz|>« и |argz|> — «

2°. Пусть снова Ւ՝(z) ;V2 (а, о, ՝_>-i и значит при jargc |<2а имеет 
место представление

F(z)= ^г-'U^dx, (2.1)

О
где Щ^)(Л2(0. оо).

Как уже отмечали, граничные значения функции F(z) будут 
определяться по формуле (3)

- -/
F (Հ :е֊1։) ։Հ f e"^!f; սփ 1) -!ւ՜՚է/(֊.| d֊.\• (2.2)

О
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Стоящие справа интегральные члены представляют собой обобщенные 
интегральные преобразования М. М. Джрбашяна с ядром типа Мит- 
таг-Лефлера.

По известным формулам обращения |6|. функция 47 (հ) почти 
всюду определяется по граничным значениям F (г -е±։ ) формулой

/-֊»։-» оо
£/(-) = ----------— Г +

2“р dz .1 /7
о

-40-Ю 
е

2 »̂
- Ր’ ֊— 
dz J — it 

о
(2.3)

Мы покажем, что формулы (2.1) и (2.2. можно обратить, ис­
пользуя только значения функции F{z) на каком-нибудь луче րժ- 
(0<г<оо) из области |argz - а.

Теорема 2. Пусть функция F iz) принадлежит классу 
А':.(а, Р, р) п, '.начат, справедливы представления (2.1) и (2.2). Тогда 
функцию U\z можно вычислить:

а) при |« <а формулой

<Х> -։ *'у
U{z] = l.|.m- Ռ(/' Г —---------- rfv, (2.4-1

•-* 2" J J <7 00
I) -e

где 

та / 1 \?(>՛) = - ՚■—-• (s=4 I'>): (շ՚5)
I tl s) sin -о (s 4- u— 1) \ 2 >

б I при z =a формулой

о
где

F*{te ։*]  =

6 
и

(h(y=—h.----------L------------------[S = ±-L.iy]. (9.5')
i 2 Sl Sinrp .s- + :x 11 Լ 2 -I

Из этой теоремы в частном случае, когда i = (и, значит,

р = 11, будет следовать теорема Палей-Вннера об обращении инге- 
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трала Лапласа [2|. стр. 39), доказанная затем Doetsch-ем способом, 
которому в основном мы будем придерживаться ниже (|9|, стр. 440).

Доказательство. Пусть сначала s|<«. При z = д’ е։' из 
(2.1) имеем

Г1Щ-Հ <1-..

О

Заменим здесь л՜ выражением ет. положим հ е- и умножим обе 
■ ( լ J )

части равенства на е . Получим

.с Հ-) ֊ 7» ‘-֊ (*+  гИр.- yj -֊
е * F(rr^)-= £.(е у.)е ՛ \е ՜ Ս[ր)\ сН. (2.6)

Введем обозначения 

4р-4| ֊ 
е ' F(efelf) = Н(х), (2.71

.1 
'5" Հ. •.՛■ ՛ •

e"4/(^) = Gix). (23)

т '(“֊֊И 
|i)e ‘ = /ՀԱՀ (2.9)

Из того, что F\z)£ Л՛, (а, р, а) и Щх) /.„(О, со , следует, что функ­
ции Н(х\ и Ծ(д՛) принадлежат классу Л..(—со. со). С другой сто- 

х
роны, argtf'Z՜՛ ՜ • поэтому согласно асимптотическим свойст- 

2?
вам функции /Tp(z, յ«.) (4| при х-*оо  

г- =р(« ")

и. следовательно, функция К (д') также принадлежит классу Ло (—-сю. 
оо).

Обозначим
<1

g(y) = l.l.in ֊/S(G). (2.10)

Аналогично введем обозначения для трансформаций Фурье функций 
К\х\ и Н(л-):

Из теории Планшереля слёдуёт, что функции k(y), h\y՛. g{y)^z 
L2(- со, оо). Однако из указанных свойств функции F9 '.z-, թ) 
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следует, что К i.v) абсолютно интегрируема на ('—ос, оо). Вычислим 
значение k[x)

w ■՝' !՛■ i ւ
к (x\ = i e՜ ՝ E,e Z’4՜'՝’; u) e ' dy =֊

■» __ ?--/։•
= |ւ)ք՜4 2 dt. (2.12)

О

Введем положительный параметр у, заменяя в (2112) է на Гу

Р - ■£֊-/*  - Հ—ix
А(л*)  = \E,U'?y «х-Г՜1/՜’/ ՜ у ' У^Л

или

*(—Jt)y я/’-'/'-'Л р- ' 4-ձփ(2.13)

О

Известно, что (см. |8|, стр. 176) 
у
pfH'VM*;  |i)y“-'rfy = y|t£i,(/' f-y'.pei’; <*+  I). (2.14J

''

Интегрируя обе части равенства (2.13) от 0 до у. а затем подставляя 
у = 1, получим

Ա-Ւ 1)Г ՝է։՜Կէ. (2.15)
’-s s’

Справа стоит преобразование Меллипа функции

е'(’4’‘; |*  + Г)Г՜’.

В работе [8] доказывается, что преобразование Меллниа этой 
функции существует в обычном смысле и равно

JI֊4֊—?(«<₽)(*+> ւ>1 
k (— л՛) 2гр е________________ . .

1 — 5 “ Г(2 —տ. 1 — 4?-“^^-” ’

Таким образом 
по ,,-tou+p-o z ւ \ 

k (— х) - ------ - ------------------ - (5 =------Ւ ix ]• (2.16)
Г(1 — ւ sin --...л-ւ- |i—1) Լ 2 /

Ясно, что Л (л) непрерывная функция и Л(л*)  —0 при ,х — <х>. От­
сюда следует, что £(х) ограниченная функция и значит /г(л')^(х)^ 

(— СО, СС-).
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Равенство (2.6) в обозначениях (2.7) - .2.9) запишется в виде 
свертки функций и 6'(—л՞):

//(х) = /< (л- + Bi G {Հ՝ di = J/CitJ О I - (л*  —

— да —да

sA'(x) * G(—x}. (2.17)

Но преобразование Фурье свертки двух функций равно произведению 
преобразований свертываемых функций. В наших обозначениях это 
означает

kly)- k(y')-g{— у..
или

£(y) ֊ ~ -֊-• 
A(-y)

Теперь, возвращаясь к функциям G л ՛ и Н х), будем

(2.18)

иметь

Но

(i (A'i = l.i.m — e

— l.i.m —
«- — 2 о

<Հ •

Л(-У)

ду А I֊ У)
k(-y)

Հր =

а
dy l.i.m \ <?’У4//(;) dz.

-P

(2.19)

*(֊У՛
А (— у)—

.? - 2
I <?'• /7(?)ժ; dy• fixy С

dy

*(-V)P
e/v1//(•)(/:

2
dy -> 0. 

d -*  ос

Это значит, что
՜» . и

/>ixV />1Ху ՐI —- -------h (— у) dy = Um I — ‘--------dy I eiy 'U (=) d- —
..U(-y- J A( y) ' .!
-a --a —?

J e
-Um {HMd- -----

r- J J A(-y)
֊3

Таким образом.

12.20)
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Подставам вместо 6’(х| и Н(х) их значения из (2.7) и (2.8 . 
тогда будем иметь:

4 I ր ' '6х-41 Гв^У+«У
1.1.m 1 Հ * rfc | ---------- dy.
«•- 2« J J ^(—У)

— СС —в

Заменяя ех через х и ё через է, окончательно получим: 

« а -1 ну

(I -а

Это и есть утверждение пункта а) теоремы 2. при Л(—у: =<?(У -
В случае, когда |?| = «, из (2.2) имеем 

г
I Л’ (re1’) = մ՜' rf«=

6՜
■»

= ՀՌ՚Հ/'՛'№♦”։ н+dr. (2.21) 

о

Заметим, что функция Г in' ё'} ик՜' принадлежит классу L2 (0, со), 
. . Ւ՝ (re՛՜) ,

следовательно этому классу принадлежит и функция —չ----- - (см.
г 

[10], стр. 289).
В (2.211 заменим г через вл и т через ё

Ւ» (e'e‘f) = е"‘ р’р(г ’ е4'4”; յ» + 1) е^՜”/7(?) ?<Й. 

— ж

ИЛИ

_ Г да х-Е (v-:i|n ֊֊I ֊
е ' /^(<;V’i= 'е* ’*”; I)/ "" ՛՛ |е ’</(?)! di.

— а»

Обозначим 
д 

е ՜

ճ
: р-1 1)е է ’7=/С։(х).
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■ИЖДГ- ■ ■■■■■I  — - ----------- ■ - 1J» - •—՛ - I     — - ■ •

Все эти функции принадлежат классу Lz\ — ос, со:. После этого, 
утверждение пункта б) теоремы 2 получается повторением рассуж­
дений случая aj с той разницей, что вместо Н(х՛, (г(х) и Az(x) буду i 
фигурировать, соответственно функцииОг(х и /7։ ւՀր). Эти рас­
суждения мы опускаем. Таким образом теорема полностью доказана.

Институт математики и .механики 
АН Армянской ССР Поступил.! 6 V 1959

։։.. ։»• и.։|1.н|н>_ииП

ԸՆԴՀԱՆՐԱՑԱԾ ՒՆՏեԳՐԱԼ ՋեՎԱՓՈՒՈհթՅՈհՆՆեՐՒ 
Ub mb ԿՒՐԱՌՈՒԹՅՈհՆՆեՐ

Ա 1Г Փ II Փ П Ի Մ

|7[ աշխատա իքրււնում աո արվել անկյուն մ և ջ անա/իաիկ և որոշա­
կի աճ ունեցող 1իունկցիանե րի ինաերդրտլ ներկայացումներ*  11րոշ ղհւղքե֊ 
րէէւյք "• էդ ներկայացումները պարամետրական կին։

Ներկա աշխատության մեց ապացուցվու մ Լ, որ | դի տարկված մի
դասի ֆունկցիաները անկյան մեջ վեր են ածվում շարքի ըստ ոտցիոնաք 
՛իու.նկցիտների հատուկ ււիււտեմիէ

U տ տ gifn t ւէ՝ Լ նաև Մ. Մ. Ջրրաշյանի մի ընդհանրացած ինաեդրտլ 
ձևափոխուիք յան համար նոր շրջման րանաձե։

Աշխատու թլան մեջ ապա ցո t ցված են հե տևյալ թեո րեմներր.
I*՝  b о p Ь մ I: ЬрЬ F\z) ֆունկցիան պաւոկահու մ I. arg՜ <՜ Я uilil|jiuG 

մեջ ան<ս|խոիկ և

|/-ге'? |bf-f-'rfr<.W< <» ( ?|<տ.

ք T- -j- - ---  <Հ |X -ՀԼ - •]- ——, .էք-р անկախ հաււատւոուն կ j

պայմանlibj)|ili |>ип|шршрш| ֆո։ 1ւկ(]իւս1ւե|ւ|ւ А да, ՜, ՛.) րյսորին. ապա
յ» 

i՝(z) = 
Я - О

np։nl,i] i՝iu|i|»|i Я1 g г’<Հ а ։и|||։и։ j|>|i luiibfi մի (И)р]>|>1>, փակ մասւււմ liiuijtuiiui- 
րաչսւփ qm.qiud’Lui I.. 7?.. Հ) (fl ~ (). 1. . , ...1 - h|ip piuyuilHujm «nhupnij 
q|il|ni] ուպյիոնա( ֆու Gljc||iiulibp Mi, npnGg phbnfibpp ipuG։]n>։f bH 

[ --  '• 'i կ1»ա1>|111Ն11', H|iuibl|
■»

իսկ /1., qupAակիցliL|ip որոշվում bG F -|i bqpwj|։li ւս|։ւ'Լյ>1!հ|!ւ։վ:
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Թ1ւՈ|>Լմ 2: Чфдтр Flz) ֆունկցիան ս|ւստկտնա if I. Лч. la, р, u,) 
դասին li nipbilli, !> nul'uiuiujli |l| ut;|n սոուս pjuili ւսոդյա lipGbp|i. հ1ւ|ւկա- 
jiu(|i]ni(f I. |ar^z|<^.a անկյան Gbpunt.if

Л(г)= ^ժ֊՜՚ԾքՕմէ
u

բանաձև nt|, nputLi] LJ (0. co): Այ») դևսյբում U (հ) ֆունկցիան կա֊ 
pb||t 1. քևսշւ||յ|

ա) bpp | Չ ՚ <,«£
x -1 - 4"+'-v

Щт) = l.l.m — \f՝{i У?) [֊—----------dy
—2я J J ?(y)

0 ֊3

pudimubnil. npuihq

</ (V) =     ֊ . I S—---- Hy ) ’
Г(1—s) sin (s-j-u—1) ’ 2 /

I') Կ'1’ I? = « 
x I - l+b-

U{., = ,.,.m _ւբ^, [Ж_ dy
2-J I J ?.(>՛,՛

Il -e
puiGtunb III). npmLi] 

zp / 1 , , \
r(2֊5)siu^ S .x- J) Լ շ ՛)և

/
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