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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

Л. А. Мовсисян

К расчету анизотропной (неортотропной) 
цилиндрической оболочки вращения

В настоящей работе даются решения температурной задачи и 
задачи прочности симметрично нагруженной анизотропной цилиндри­
ческой оболочки вращения, когда мате։ нал оболочки обладает ани­
зотропией достаточно общего вида.

SI. Рассмо-рим цп иш 1р;'.ч скую оболочку с радиусом кривизны г 
Положение какой-либо точки оболочки будем определять безраз­
мерными координатами с и Я. где $ — безразмерная длина образую­

щей, т. ё. отношение истинной длины образующей к радиусу обо­
лочки г, ft—нейтральный угол, гп считываемый от начальной прямо­
линейной образующей. Геометрические характеристики срединной 
поверхности при атом будут: .4 = h — г, Rx= ->:՛ и А’2 г.

Считаем, что материал оболочки обладает анизотропией доста­
точно общего вида, т. е. в каждой точке обо. очки имеется лишь 
одна плоскость упругой симметрии, параллельная срединной поверх­
ности оболочки.

Считается, что рассматриваемая оболочка нагружена нормально 
приложенной поверхностной нагрузкой, симметричной относительно 
оса вращения, и имеет соответствующие симметричные граничные 
условия.

Ввиду полной симметрии оболочки относительно осн вращения 
(симметрия в геометрии срединной поверхности, симметрия нагрузки, 
симметрия граничных условий и симметрия упругих свойств') пола­
гаем, что оболочка деформируется, оставаясь телом вращения, т. е- 
ечнтаем. что расчетные величины не зависят от параметра 0, опре­
деляющего положение точки в каком-либо поперечном сечении обо­
лочки.

Уравнения равновесия элемента цилиндрической оболочки имеют
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Ժ/V, 5,+S. + ^- = 0.

В уравнениях (1.1) принимается, что внешняя нагрузка имеет 
лишь одну составляющую, нормальную к срединной поверхности обо­
лочки.

В
имеют

рассматриваемой 
вид |1,8|:

1 du 
Կ = — 

г մ;
1 ւՐս՝ 

X. = —---------

системе координат геометрические уравнения

Я d?

Соотношения у п ру гост и

I dv 
г ։Г.'

2 dv 
г d-

(1.2)

^•11*1 ՜է՜ Т C։e<rt.

берем в форме |2|

(Կ ~ С|2»г-V Շ,ոհ|.

֊|с1Л+сяг։ч-ад,
I —

(1.3)а

w

S, — Տյ. = .S’ = СцТ, — CMt- -t Cw«n.

h2
H. = -ւհ H = —|CH<։ + C^l.

н связи с чем niecioe уравнение равновесия *1.1 будет удовлетво­
ряться приближенно.

Из (1.И —(1.3) получаем следующие уравнения равновесия в 
перемещениях:

d*u
Л1 аг

Ժ2!! 

dv

. drv 
m Հի֊-

dw
d- 

a֊> 
Jr

= 0,

d^
Կէ մ:

hZ c = о
2r= И մ;’

(1.4)

du dv /г dJv
G։։՜.. ՜Ւ .. _ Z <*։• ...մ; d՝, br մ?

Л։ г 
2г2 п մ-։

= rZ.

Как известно |L2j. систему уравнений (1.4) 
интегрированию одного разрешающего уравнения, 
точно принять

можно снести к
Для этого доста-

Ժ՝Փ /.’•
Г2т

Ժ՚՚Փ

г'=(С։|Ся ад./'*- — (1.5)
ir. 12 г- аг

«> <ад. -d.)~
а.
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В силу (1.5), тождественно удовлетворяем первым двум уравнениям 
системы (1.4), а из третьего уравнения получаем следующее диффе­
ренциальное уравнение восьмого порядка, относительно искомой функ­
ции Ф(£):

сРФ _ մսՓ , մ՚Փ 12 г1 „
rf? </;* dV Л=Сп1С„Свй-С?< 

где

Ո1 _ ՜՜' £ы 1^п^2о ^՞ie^i-ւ1 _ п _ 12 ^՜՜________ $_______
- ~ £и՝».' Л* (1.7)

0 = (Сиа2 - й) Cw 4- 2Cj2CmCh - С22С?6 - C։ICL

Укажем, что соотношения (1.5) удовлетворяют второму уравне­
нию системы (1.4) с точностью /ւ"!ր> по сравнению с единицей.

Из (1.6), в силу последнего из уравнении (1.5). получим:

d4w . о dn֊w , 12г1 „
— 4- 2т — -4- пю == — Z. (1.8)մ;4 ժր й֊С„ 7

Общее решение уравнения (1.8) имеет вид:

ղօ = с՜ ’* (С։ siп ft; -г С. cos ft;I -I- e՞Հ(Сл sin ft; 4- cos p$) 4֊ w0, (1.9) 

где Ci(i= 1, 2, 3, 4)—постоянные интегрирования; —частное ре­
шение уравнения (1.8), отвечающее грузовому члену;

а-|/Цг:® թ=յ/ճ"շ±Ջ. (1.10)

В силу (1.1), (1.2), (1.3) и (1.5 для расчетных величин полу­
чаем следующие выражения:

Л = 0, (1.11)

֊— ■ С,.; ՜ С՝С- • (1.12|
г С։!СЛ. ֊ с, 12Н СпСв6-С։-б or

Հ Г ^’К‘
12Н ժր'

ճ ֊ — —— С ^12^In

6/- ՜1" Cnqe֊cfc Ա՛ —

_ /r_c __ Si__ ий։
՜12ր- П[ 6Ժ СпСм

(1.13)

(1Л4)

G։ = - ֊'։С.л -С”С’՝Я~ C’3f։в- да 
6г“ С‘иСге — Civ

հ֊
12 г-

. СПСИСЗД ^да 

6/՛“ СиСев —Cie rfr
(1.15)
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F
/7 = —

6r2
ր , О-Сев ՜՜ -------  ■՛., - w 4-----------ввсис;в-֊с?с 12г8

Д՜ с ~ А?'
бй ’“СцС^-С^ di

Л2

6/՜“ --- Cjf,

(Րս՛

d?

Л\ =

(1.16)

h2 с Г, Л!____ Й»______|л«г
12г* " I 6Ժ СПСЯ9—С?г j &Հ

у _  __ Al Հ' ^И^ЙГ (''-Հ-1Օ “Հ
տ՜ 6га м cucM-c^"dl ■

_հէ г ! _Ջ£« -]АЧ
12Ժ ”[ 6г2 CnC^-Cia j d?'

и „ ճ՚ր-Գոձյ՚՚Գ C mi% , _ճ-----------Ջճ—. — + a,
Շսր„-ժ,ր. J 12r= C„C,.,։֊C;„ d=

,f _ I  Л՜   _ d'-‘ V ի
СиСоа-С1к J 12г2 CnCAe֊C,.. dz

где в силу (1.9)

֊*՛ -Н֊(«С, ֊ ЗС.,1 sin 3= -I (SC, «C.ICOS₽;| -I-
dz

-Г e-՝ [. aC3 - &c,) sin ։3: - (aC\ t fCa) cosftj | ^-n-

11.17)

(1-18)

(1.19)-

(1.20)

(1.21)

— = ^֊^|(a2C։ 4- 2a?C3 - sin 4- (a2C. 2a£C, -S-'Cjcos 3-| 4֊ 
ԺՒ'

֊I֊ iVC, 2a'PC4 - ^C3) sin 4- (а-՚Գ ֊ 2a3Cu £sCj cos | •Ժ:’ 
(1.22)

e՜ft: К ” a'lc’ 5^c=»4 Зз^с« ՜1՜ 'sin +

I (- ^C, 4- 3a23Cj 4- За^Сг - 8лС։) cos ₽$ | 4-

4- \(^C3-3^C.t - 3^=C\ 4-p’Q sin M 4-

(a’C4 4֊ 3a*?C, - 3«32C, -?’C3) cos ?=| 4֊ ֊֊^ ’ (1.23)

Г 1\zvd՞ « —— խ-=4( aCj 4-sin ГЛ—(XI-b aC^cos?;) 4-
J Ն к*

+ t-:-[(aC։4-?Ct)sin?;4- №-&C։)cosS51) 4- (4^ (1-24)

а и b — произвольные постоянные интегрирования.
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Рассмотрим два примера.
а) Бесконечная цилиндрическая оболочка нагружена в сечении 

; - 0 силами р, равномерно распределенными по окружности этого 
сечения.

Рассмотрим чисть цилиндра правее от сечения 5 — 0. В сечении 
հ 0 имеем |3. 4. 10]

ք=«- '*.-֊1 (1.25)

Полагая С։ = Շ, -= 0 (в бесконечности все решения должны быть 
равны нулю) и удовлетворяя условиям (1.25), получим для постоян­
ных интегрирования следующие значении

С, = 4֊ и С2= Л

____ Р
& С?8

6г> С„Ст —С?«

J.26)

Из I'.1.1’0—(1.24) в силу (1.26) для расчетных величин имеем

к՛ — Ае -sin 'ic.-r — cos-35
/ *

(1.27

Г I , 0> . I * У
I , Slnfc-i------COS;՜

У «

A3
12г3

ՋՀն. л +CW 1 4 r. >
’>G

sin 3:------cosf; , (1.28)
a

/r
12Н

С1ВЛ (as •• S3| e-a- [— sin 3:-------COS a;

L ? a
•1.29)

6r
С;/.и.ц —

w-—-- ------
C^-Cic

—Sin 5; •------COS^

֊С

(Լ
A8
6r-‘

A8 !6
6/'“ CjiCjiu Cjo

c.

A’
12г3

.4 (а3 {- З2) е *1Լ —-տա ------~cos 9;

спсм c1;c,u

J^՜ ■'нЛдСпЛ
«Г3 Ci/Ла֊֊ Cj;

С։:Ся-СиС„4.

(1.30)

— sin 3; -ь — COS ի: —

— Sin? 
e

1 Ct—cosp;
a.

11.31)

sin p: -t COS pc +

-f^c 1
3

I
a

a

^':/w — {■”■։։’

a
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4*
jr_
12r=

с1в
հ՜__

6Ժ C։1C.
A (a2 4

L sinj£—— cosf; ,

E a
(1.32;

ir
12г1 "

Л- Л= Z-
Л • = ՜Հ iC 

6rJ

Ճ,յ. £__________
6r2 СпСм—СЪ

1"

Ae~ Վտ1ո 3:

Д (aa -|- 3-') tf՜։՝ <• 1 sin pi J- 2 cos pc

11.33)

^uQ՝n ~ Cr,CVi

:V.. = — C„ Ճ±?Լ Лс-’ЧШ ?

■ 6Ժ СпСи-Ск, Հ
_*LC 
12г1 "

^uf-nn
6f“ 6։։Cge Сю

.4 (a- 3- >ժ՜՜:՜:ք - 4? sinpc-j 2cos8;

(1.34)

Неизвестные а и b определяются из условий, что при ; — 0; и - О, 
v = 0, тогда окончательно для и и и получим

и =

<?1շՇ,|(1 _ /1
նԳ» - с?.-, 

л-

а- -|- 3՛

12г2 СпСоп-СЪ

^յշ^յճ Հ1 I
СцС,,, Йв -Г р 

. СЦС,
12г2 С„СИ

н ~~

.4 Ն
■аЗ

I

1Л ;г л 
- С»«

я՜
sin ■<

е ’’-slnp;,

2C0S 3; 4-2 —

Sin 3: — 2cOS Յհ

—С- е 'Сг sin ?■' 
аЗ,

(1.35)

(1.36)

Е1 частном случае, когда оболочка изготовлена из ортотропного 
материала так, что главные направления упругости материала совпа­
дают с координатными линиями оболочки 'CW —С^ = 0). из полу­
ченных результатов получаем результаты работы |Ю|. а для оболо­
чек изотропного материала — работы |3j. л

Сравнивая эти результаты замечаем, что как и в работе |5|, 
в отличие от изотропных и ортотропных когда главные направления 
упругости совпадают с координатными направлениями) оболочек, в 
общем случае анизотропии появляются внутренние усилия Տ, /Հ <V2 
и перемещение ?. Чакам образом замечаем, что, несмотря на пол­
ную симметрию задачи, код действием симметричной, нормально при­
ложенной нагрузки круговая цилиндрическая оболочка претерпевает 
деформации кручения и сдвига.

в) Достаточно длинная цилиндрическая оболочка шарнирно за­
креплена в.торцевом сечении (; = 0 . Оболочка несет нормальное к 
срединной поверхности внешнее давление с интенсивностью q, г. е. 
Z=-q.
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В сечении ;=0 имеем следующие граничные условия: 

и = г՛ «= w = = 0. (1.37)

Частное решение уравнения (1.8) берем в виде:

а'о = ֊-’,С“>֊^ г=,’. (1.38,

Учитывая (1.9). (1.14), 1.22) и удовлетворяя последним двум ус­
ловиям (1.37), для постоянных интегрирования получим (члены содер­
жащие С3 и С, по тем же соображениям, что я в первом примере, 
отбрасываются):

с, ֊ а, с. = -Գ&— г,ч. (139)
Подставляя (1.38) и (1.39) в (1.10)— 1.20, имея в виду (1.21)—(1.24), 
для расчетных величин получим:

w ֊ԳԳ г-д[е -1 sin +• cos R 
a т լ и

I. 1՝ —* ճ*
е « -------- — sin [1: cos

2Հ'

+ -Հ- qC№ ^Լ=Ջ£« Ճ+2' ^«InR, (1.41) 
24 r 12 ■xi

S , _ c„ .t Л e-sin | ,42)
24r 2 aft

</Л՜ Հ. C^jC,^ - C13CM
6

a3 — Зг
sni ft: 4- cos-';

M

_ № (՝ !L £>° գգ-сs. * • ±24 ” 1.

Գ = Cx C֊^ Լ-.։1 շԼ-ճտա+ cos31 —11 -
6 Զ [ I 2a£ J J

[б՝ ՚1՜ (-uOe a' i cin
v>».> —---------- ■ ■ "1 bill до

24 6r'3 CnCen֊C:, 2
(1.44)

1 6 M <>
a2֊ Հ֊ . o.
--------— sin -f- COS

2лр

4- cx J i - — ժ-« տա
F 24 ։Ղ бНС^-Сй a? 2

1.1.45)

.Vt = C։tf q2 + ^ e |asln 3֊: 3 cos^] 4-
12 r Զ aft
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7л= г л= с?։ 1 с„си-с;։
6Ժ ад.-с?«] 2

X |յ ~Հ e~**(»Sln?i — ?«к(й). (1,46)

2r

N, = $ Си СцСа~С‘£и֊ ճ±ճ,-~ [։SIn fl? + 3 cos ?։| + 

12ր Զ ар

1 /г Affiir 1 ^*п^м ՜՜ С'' у
24 г “ 6г։ СПСМ - Ск ] У

X 11 ՝ -}*-с •- իտւոՅ։ — ?cos^|, (1.47)

„ с։х;в-с,.сж I I а9 , . ■>■ В* Ճ1 .
U r*q — <• sin з:------------- -- cospc f

'֊‘-i а: • ՝Հ I I | a J

+ ^L^l_j^’?k?l±L(e֊.i|։։ln?5 + ?C(։sf!ei ֊p)֊u 1
2 J 24 U лЛ

Ц. £»£<*ր՜.€»լճք?^;է (1.48)

rq С”С«~С«Си . J.----- 1ժ֊.մ%ճ^?ձտ։ոՅ:֊-3Հ --^cos^l +
a:4-i։ I 1 8 a J

a J 24 Ջ a^

՜ r2dz7------------£----------- rg„ (1.49)

Как и f n ■ •: из изотропного или op֊
тотропиого ։ мов величины ?. Л'. V. и и равны нулю.

3. v можно сделать вы?>од, аналогичный, выводу, сделан­
ному в конце примера .а-.

2. В ра «Оте пос: о на обш.тя теория m изо троп пых оболочек 
с большим h-jk.'i J; ■ շ .и, ■ :я< ЮС..1. } ц : оч случае рассматри­
ваемой JU՛. ;иче: -; .՛ О о и՛.-: , io. г .ч, что искомые велИЧ 1НЫ 
не зависят от параметра 0. получим следующее уравнение задачи:

, 1 է2ճ' п,А. »;■) ֊У + - 
г9 а. г а*

п‘Ф

Ժ;1
(2.1)

где

а' ^-||Яп»м֊в;.ийя«и

и расчетные чцчннн:
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Здесь так же 
относительно

Л=0. 1'2.3)

, , 1 d'4>
7*2 = Л2’ --------— >

г5 ժ;4
(2.4;

S = 0, (2.51

Գ = ь՝' (R ռ ճ։ . </6Փ- 12 г» Տ15) <«•' (26)

Օ՚օ = /,։ ճ-=/Տ и -й';-^ф.
(2.7)

12 г” SM " ” '“ մ;’

// = 12 г »„(SnS“ s,։) d-Հ (2.8)

-V, — ^^иВа֊ВгП)^. 
12 Г- 13w dz՛

(2.9)

jV. = (2.10)12 r Z?e/ 11 w } dV

1 (Л fi 3-r) 1 ll՜ (2.11)Se։( 11 * ' r- rf;<

и =* 1
(2.12)

rK dv

1 ժյՓ
(2-13)

366 r’ dV

!. как иi в n l, .можно получить разрешающее уравнение.
я*. Из (2.1) в силу (2.11) получим

dlw , 12Ժ Ճ 12г1
(2.14)

d& //■ ^ц((7пС^д —Cjn) 7/.՜Շո

где 2 имеет значение (1.7).
Общее решение уравнения (2.14) имеет вид:

и’֊ е 31*[C1sin а։; - C2cosa։;| тА (C.sinz,; CjCOSa^J փ M’o, (2.15)

где

4 <7
I 7

о

Из (2.3)—(2.13) в силу 
получим:

n =-------------------------------— •л- cn(cncfle—cie)
(2.11 и (2.15) для расчетных

-2.16)

величин

7՝.. = - —--------- --------խ;
r CUCM-C՝.,

;Cj sin ij; C։cosaxc|

+ &■՝ | Сл s in a-jc 4- С, cos a-j? ] w9).
7 IbntCTHH АН. серин Цни.-мд:. наук. Ջ I

2.17
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О -֊ C1։aJ J e-< ICz sin a։c — Cj cos x,:| 
6r*՜

1
2a. 7/r Г (2.18)

Л* <• 2
Շ..Հ«է* 

6r2 ՜ '
G Ie ’*4C.. sin ax: C։cosar-| 4-

4֊ ee«*’| —C։sin*։c - -C4cosa։;| 4
J Л'о I
2ai < •' •2.19)

H=՞
6r2

4- e’*| C։sin a։‘ C3 cos a*| - ֊Կ֊
2ai dz~

(2.20)

N, = c,^;
Շր3

| e C՛11( С, C.,) sin XjS ֊I• (C, 4֊ Cs) COS |

-4 ё"«4 - (C, c.։) sin a^ 4- (Գ֊ Cj cosa^l 4֊ ֊֊ 4
2a։

(2.21) 
d? !

A'e = Հ Շ’յ„Հ Ь-В‘Ч( C։ ֊ C) sin a,; (C, 4>ՇՀ) COSaiEl + 
6rJ I

4-^1 (Գ4-Գ) տհւ*։;4-(Գ- CJcosa^l + — . (2.22)
2a։ dZ3 I

“ = V՜ I* *՝՝l< c’ + c->sln ՜ <c’ + cos+(-1Асп— ‘'H5

4- <-,Դ-|(C,։ -i Сл: sin a։; 4 (C< ~ Գ COSe^j J 4-

՛ г ֊ C Ր
Дб

j u։0^4 «.
(2.23)

,U7= c c CA J_{e .1փ֊.շ; + Գ)տ1ՈՅւ> (c։4-C2)cosa1?14- 

c։i՝*w — c։e

6^[(C. I C։)Sina^+ (Գ- C\)cos«։:|! 4֊

•„Q.,֊ CX2C„ 

— £16
( I^d- b. (2.24)

Приведем ранее рассмотренные примеры.
а) Бесконечная цилиндрическая оболочка нагружена в сечении 

հ — 0 силами р, равномерно распределенными по окружности »гого 
сечения.

Поступая так. как ив н I. для постоянных интегрирования по­
лучим:
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Сх = СЛ=С— Зг- /’֊ 
2/г ՇՈՀ

(2.25)

Подстановка (2.25) в (2.171—(2.24 дает следующие выражения дли 
расчетных величин:

3/$ л
к.՛ — п —с՜’5 [sin а։; -։- cos ял;|.

2h“ С։iai
(2.26)

Т. = — ---------—------ ------ —г t։—,'^sin ял; ֊Ւ со$ял£|. {2.271
2/f C։։CW - Cio Cna?

6\ = — r •— e -S‘’’|sina։§ — COSO,։) ։ (2.28)
4 a,

G~ — —- - —2— e-n«:-|sin <Xj$ — cos a։?j. (2.29)
4 Cna։

/7 = —--‘-"ՃԼ e “p(sin a,; — cos a։;|, 
4 rna։

(2.30)

.Vj = — ֊— £-’«‘cos a։:, 
2

(2 31)

X. — ։-“ - r~U։’COsa։;,
’-u -

(2.32)

3r3 p CinCM Շ’յ$ՇՀ , з: c .,
n -- -------—7 - - —------- -------^~֊ e՜’1՝ cos a,c — 1 .

շ/? C1։I; cuc։։-c;s
(2.33)

1» =----- ֊. -n ֊ո ’֊.Հ" r-’-cosa.: — 1 .
2AsC„a} C„C..-Ci,.

(2.34)

в: Полубесконечная цилиндрическая оболочка в торцевом сече­
нии (* = 0’ шапинрно закреплена. Оболочка несет нормальное к сре­
динной поверхности внешнее давление Z = — q. Как и в п°1, частное 
решение уравнения (2.14) берем в виде (1.38 .

Удовлетворяя условиям (1.37՛. для постоянных интегрирования» 
получим:

С։ =■=(), С..= ԳԳմԼւՋէ г--7. (2.35)

Для расчетных величии получаем следующие выражения:

в՛ _ г..(/ [ժ-..;€օտ։ւ5 _ ! |. (г.Зв)

72 — — rq խ՜"՛ cos— 11, (2.37)

О, = _ ^֊..-sin^ (2.38\
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О. - - Л- ՋՃՋՃՃ . Ջ 4Հէ, • ֊ si„ 
б й ՚ 

(2.39)

/7 — — C„lC„CM-Ct6) 
6 a '

\,ր_ Ճ '';«(C11q»-C‘«'?.{e->-4cos»,: Sind,-I. 2.41)

— շձ«<ԳՏ« 6iL ’-jcosd,; - sm«,5|. 2.42)

6r Q

it 1 2a։c|, (2.43)

_/-nQ-. r֊(y|t> --ն sin t։; — COS at։;l + J + 2*rl։ (2-^Й
2օյԶ

Из обоих примеров легко видеть, что для оболочек из орто­
тропного и изотропного материалов, получаемые расчетные величины 
совпадают с соответственными величинами п 1.

3. Сверим результаты, полученные в и՜՛ н и 2. Разрешающее 
уравнение (2.141 отличается от (1.8) членом при второй производной 
а». вследствие чего имеем *<Հ«։, exp (—*: ՛ >е.хр i—։։;) Iдля поло­
жительных :), т. е. значения расчетных величин по точным форму­
лам. при увеличении стремятся к нулю медленнее, чем по фор­
мулам для оболочек с большим показателем изменяемости.

Основное отличие расчетных величин заключается в го.м. что в 
теории пологих оболочек сдвигающее усилие 5 вообще равно нулю, 
в то время как та же величина, определенная по точной теории, от­
лична от нуля.

Приведем численное сравнение расчетных величин, получаемых 
по двум рассмотренным теориям.

Пример расчета. Для коэффициентов деформаций берем’1.

V пр;гне постоянные выражаются через коэффициенты ւ՚շ/է известным, 
образом (111.

dn =0.781 • 10 scm" кг;

= 1,531-Ю *см*1кг;

и2п — - 0,758-10՜ см- кг;

Д։2 = 0,00В 10՜ *см*(кг; 

ам — — 0.54110 '< лг 'кг; 

uw 2.575• 10 'ем кг.

Рассматриваются два случая отношений толщины оболочки Л к ра­

диусу кривизны, а именно hr —» —•

В таблицах 1 и 2 приводятся значения -wp՜' ■ Լ0'' и тег ^Г'Ю* 
соответственно для примеров „а" и „в*. V
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Таблица 1

0.00 0.25 О.50 1.00 формул

h » 25.795 15.734 1.232 -1.093 11.27)

г
я» _

10 25.681 15.672 4,265 1,041 (2.26)
26.432 15,739 3.696 -1.037 (1.27)

>1 1 287,360 28.693 —9.417 0.201 (1.27!

г 50 287.120 28.821 —9.400 0.203 12.26)
301.020 22.672 м.345 0.114 (1.27)

Таблица 2

1
0.25 | 0.50 1.00 ЛЬМ 

формул

Л 1
-10,92б| 15.658 15,837 <1.401

г 10 — 10,888 15.613
1! .2») -15.801

-15.832
-15.733

12.361 
(1.40

h I -8О,О96| -78.021 -76.533 11.40)

г 50 -80.068 • -77.576
—80.677՛ ֊77.606

-76.532
-76.550

(2.36.
(1.40)

В первых строках таблиц. для каждого отношения —• помеще- 
г

ны значения, рассчитанные по формулам (1.27 и (1 10,. во вторых­
ло формулам (2.26) и (2.36 и в третьих рассчитанные для ортотроп­
ной оболочки.

В таблице 3 приводятся значения GJr'p՜ для первого примера, 
где. как и в таблицах 1 и 2. в первой строке помещены значения, 
рассчитанные по формулам (1.30 , а во второй—по (2.28).

Таблица i

Е 0.00 0.25 0.50 1.00 №№ 
формул

Л eJl_ 0.740 -0.029 —0,154 -0.019 (1.30)
г 10 0.746 -0.024 -0.154 -0.020 (2.28)

А _ ! 1.661 -0.321 -0.009 0.000 11.30)
г 50 1.666 -0.320 -о.он» 0,000 (2.28)

Из приведенных таблиц видно. что величины, рассчитанные пи 
формулам для пологих оболочек, незначительно отличаются от вели­
чин. вычисленных по точным формулам В сечении « = О, что и важно, 
расчетные величины, подсчитанные по шум теориям, отличаются 
примерно на 0.5 °0,
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Как видно из п . I. для ортотропного материала а больше, чем 
для анизотропного, поэтому величины с множителями ехр(—а£) стре­
мятся к нулю быстрее для ортотропного материала, чем для анизо­
тропного. т. е. зона затухания краевого эффекта меньше для оболо­
чек из ортотропного материала, чем для оболочек из анизотропного 
материала. Это же подтверждается и численными примерами.

4. Пусть рассматриваемая выше оболочка подвергается действию 
температуры. Тогда обобщенный закон Гука для материала, имеющего 
плоскость упругой симметрии, параллельную срединной поверхности 
оболочки, имеет следующий вид |12]

е :. = «ած-+Պյ°*4֊ Պ.։Հ- : V-

t’M= «-л<• ‘ ^2П”:-5֊г V.

c.v = а.,& 4֊ <Նյ3.-4- 4֊
(4.1)

Y«x = փ d X аи/,

= ^Յն՜6.- ^35xl- I

ն ~ dje- 4՜ h ^.y<cz ՜֊ d6e'q6 4՜ г1։_7.

где ^ — коэффициенты температурного расширения, а։/ коэффи­
циенты температурного сдвига.

В силу гипотезы недеформируемых нормалей из 14.1) получим: 

Պ = Вие^\ 4- /?t2ew4- В^л — Հ։է,

3<i= — В»,е& Ь — ՏԶր. (4.2)

-:0 ~ 4- B^v, — Вм-'-я —

где коэффициенты Biti через «/д. выражаются известным образом [11|, 
а через 3։. 32 и £։2 обозначены следующие выражения [13J:

/1 - ^117| 4՜ Ву.Ъ> т ^16ЛХ2«

% = 4֊ &8«ճ 4- вмаД2, (4.3'

Г'12 = ^юа1 4՜ ^se*՞ 4՜ ^<ирЧз։
Представим / в виде [13, 14| է --- /, փ i.,, где 1Л нечетная функ­

ция о։ координаты г. а Л. - четная, тогда в силу 4.2) для усилии 
н моментов получим [13|.

/ յ ֊ С„£։ 4՜ ^I2?'j4-Gr,։" — ?։^/-

՜/լ. = С„г։ 4֊ Շ՚յյշէյյ 4 Cfi<0— ъ..тг,

S = 4-C;m?2 4՜ £(ТЛ°‘

где
>լ
,2

г, J-Мг, 

հ 
i

Gt = Щ1 *14- Dvy... 4- DMr 14- ?tAf,.

ՕՀ = |/9,4֊ D:y.-\-D.Mr\. (4.4 

/7 = ^\ՀՀ\ ^շՀՀշ r

ծ
ЛЪ= (\ztZc. (4.5)

л



К расчету анизотропной пилиплрячсской оболочки пращсиня 103

Подставляя (4.4) в (1.1). получим следующую систему диффе 
ренциальных уравнений в перемещениях:

(Րս 
d--

d'֊v 
~d?

. dv 
dr

d*u d՝v dw h* r d*w Q dTt dMt
Cjfl ... — Գ« ,.V - - To - Рмг — -f- —77՜՝ (4.6)

d\- d& dz 12 r- de dz dz 

du . dv h" r d3v ՞ fr d'-w 
и dz ~ * dz б7= 16 dz3 ՜ к™~ 12r* " rf'* 

••V b r , о d3Mf 
= —r/.—farh+h -

Уравнения (4.61 отличаются от (1.4) лишь правыми частями. 
Из первых двух уравнений системы (4.6) имеем

du 1 | Г. ռ ՞ ՞ Л‘ г-- d'՝w
,, Ր Հ. Հ.2 Ա^ւտ4« Գօ^յտ)^- I՜Ճհ СпСпв— Сю I. I2r- az

1 ! ^-<1Ծ/յ ^18?1շ) , Г ՚̂ (4.7)

~ r r 7^|^и^м K' — 
«С CnCen—Gif. I 

• •» /•» »
— . ^՜ւ/Հւ» .... -I- (Ц1/Г.՛—^ie?i)r 64-?мСпЛ1г 4-— Clea • (4.8)

12r • մր I

где a n b постоянные интегрирования, которые определяются из гра­
ничных условий.

Подставляя (4.7) и (4.3) в последнее уравнение (4.6), получим 
следующее дифференциальное уравнение относительно нормального 
перемещения

d'w , n d-w . 12г* „ , , .... .
4- 2т 4- л й- —-------- /. 4 PTt-\- RM t ■1

L։։( ^16'

d^ di" frCtl

E*Ll (4.9)
dz֊ dir

где наряду с (1.7) введены следующие обозначения:

Р г. Հ ('ւ<Հ-.ճ№ւ ' ^Гб) i>2 4՜

+ (С„СИ -C։,.C1S)8,.|.

= ASC (C Շ^՜ Ժ SCuCst~СкС1Л
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А2С։։\ 6г2 СпС^-С^

д _ .1~ր *£\շ^08 ^н?Оа 
Л'”С։։ CuCee — Cfe

fi — 1 ՜ Г՜ ^12^ 16 .

Л2С„ cncert-c?r.
Как и в предыдущих параграфах, решение уравнения (4.7 можно 
представить в следующем виде:

«/ = е?֊’՝'(С։ sin р: ; С,cos &;| -f- е' |Сл sin 9; 4֊ С< cos р$| 4- w0. (4.10) 

где а, 3 имеют значения (1.10), а &•„— частное решение, отвечающее 
правой части уравнения (4.9|.

Граничные условия формулируются так, как обычно.
Для иллюстрации хода определения постоянных интегрирования, 

рассмотрим следующую задачу.
Длинная оболочка жестко прикреплена на обоих концах, т. е.

имеем
(7'U? Г. 4 11

и — V ֊ к՛ -----= 0 при : — О и ;------ (4.11»
d- г

На оболочку действует постоянная по толщине температура, задан­
ная в виде i — tQe -, где /0— температура нулевого сечения, а «» по­
стоянное число. Для определенности примем, что <•> не совпадает с 
корнями характеристического уравнения (4.10).

Как следует из '4.5)

Tt= ht.e^, (4.12)

Частное решение, отвечающее (4.12). имеет вид

Р 4֊ urZ: 

со4 4- 2wi’>՜ 4 л
htoe 4- — а 4- ֊ Ь. 

п ռ
(4-13)

Из (4.7), (4.8), (4.10) и (4.13), удовлетворяя условиям (4.11), 
для определения постоянных интегрирования получим следующую 
систему уравнений:

а 4- —— А/о4- — л 4- — ծ = 0.
<n4-{- 2/«w‘J4- п п п 

р _1_ ш2/?
ЗС. — аС.> — и> — — ht0 = 0.

о'1 -|- 2m.«)a-r п

СКСЯ - С,а,, зс. + «Գ _ А+ o>-F. ht„

Հ <»։+2m<»4« ՛»

__ Q

°՜՝
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Р սրճ Л է оЛ'ЧЧ։
CiiGe —

С։2С։в ?С։ 4- аС
а2 -4 2*

СпСвз — Сн֊

и/։4 2/ичг‘4 ,l w

0.
и>

Գ Е а 4 - b = 0.
Ո Ո

«Գ 4- ХЛ ՜ 0.

4 рС, / , В . I 
4 — b — 4

г п г

^*тгС<к. -л/'»
СпС(;к-С[6 | а2-

Ւ------ — а

'2

+ Аа 
п

Ь 4 а' = 0,

где а' 
(4.7) и

В

11^20 ' ^-12^'16

। ________^11________

«Գ4?Գ . Д Ճ
а24?г п г

^н^йи — ^Тб г
С16

ւլ I 
п г

֊ с ք /Հ = 
^nGio — ^։с» г

0.

и Ь' постоянные, которые появляются при интегрировании 
(4.8).
заключение возвратимся к коэффициентам температурного

расширения и температурного сдвига.
Если оболочка изготовлена из ортотропного материала

одно из главных направлений упругости 
из координатных линий (фиг. Г. для 
коэффициентов •?.„ а2 и а1= получим:

Oj a^cos*’?-Ь a^sin^?’

а2 — afsin-cp 4 ajeos2®. յ'4.19

«ւշ = (а? ֊ a?) sin 2®,

составляет угол ®
так, что 
с одной

где через а'-' и а£ обозначены коэффи­

циенты температурного расширения для 
тропного материала.

Фиг. I.

главных направлений орто-

Считаю своим долгом выразить благодарность С. А. Амбарцу­
мяну за руководство настоящей и (5J работами.

Институт математики и механики 
АН Армянской ССР Поступила 1111 1959

/
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I ь
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i.. ։։..

ՊՏՏՄԱՆ ԱՆհՋՈ՜ՏՐՈՊ ( ՈՋ ՕՐԹՈՏՐՈՊ) ԳԼԱՆԱՅԻՆ ք>ՍՂԱՆ₽հ ՃԱՏՎ-ԱՐԿՄԱՆ ՄԱՍԻՆ
Ա Մ «I» Ո Փ П Ի IT

1ԼջիէՈէ1էւո t թլան աոաջին մասում տրվում Է անիզոտրոպ, чիմե արիկ 
րեււնավո րվաձ պտտման դլէոնալին թազանթի լումա մ ր:

են թ“՚դրվա մ Լ, որ պլանի նրոիժր ենթարկվել մ Լ Հակի րնպհանրապա<) 
որենրին ե ամեն մի կետում անի աոուձպտկան ււիմետրիտլի մեկ հար թու իմ լուն, 
որը էլա պա\եո Լ միջին մ տկերե ալիքին:

Խնդրի սիմետրիկա թ ւանիլյ ի ե րկրա չաւի ական ե ոաաաիկ ) են թ ադ րվա մ 
է, որ թ տպան թր պե !իսրմւոցիալի ենթարկվւււմ է մնալով ոլտաման թաղանթ, 
որի հեսէևանրով րորւր հու ջ։իո րկա քին մ ե մ ա իք րււննե րը միտլն մեկ կոո րդիէ- 
նատի վ> անկէքիա են դաոնա մ: Խնդրի լա Л ա մ ր բերվում Լ նորմալ աե պափո - 
իոո.թլան նկատմամբ (ՆՏվ պ ի!իե րենպ իա լ հավասարման րո ծմանը: Դիտարկ֊ 
վամ Էն երկու իւնդիրներ, որոնպիէյ մ տոնավոր դեպրերա.մ nnnn րվա մ են ].՛/] 
և | /0] արպ լանրներր:

1Լջիւատա.իմրէէն երկրորդ մասում պիաարկվում են նու/ն խնդիրները եէ 
նե/ով էիորր կորա իք լան թաղանիքների |2| դրվտծրիցՏ Ալստեղ, ի տարրե- 
րուիք լան աոաջինի, ոտհըի Տ &/"/(' ր՛1 լորովին րաէյտկարոմ է, իսկ թվա լին 
հաչիվհերր դա յդ են տաքիո, որ երկու դեպրերամ էլ հա՛ջ վարկալին ։/ եծ ա թ/ուն- 
ներր կարեոր կտրվածքներում ջաւո րչով են տարրերվում:

"ք՚ն՚էւա րկվամ Լ նաե նալն ան իպոտ րո պ թաղանթի ջե րմ tn լին >1 եկ թնդիր։ 
որր րե րէիո մ ք, (4.0/ ՜. ա վաи արմանր !

'Լերջում, էորվում են ջերմալին ընդարձոէկման ե ջերմալին
ոահրի դործտկիրների ձե աւիոիւո։ թլան րանաձևերը, երր նրո թր որթոտրոսւ 
Է, որի աոաձւլակսւնութլան դքիւավոր tun ան րրնե րր կո Ո րդ ինա ա ա լին սւոանււր֊ 
ների հետ անկրոն են կազմում:
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