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ТЕОРИЯ ПОЛЗУЧЕСТИ

В. С. Саркисин

Кручение многослойных призматических стержней 
прямоугольного поперечного сечения с учетом 

линейной ползучести

Зпдпчя кручения составного призматического упругого стержня 
через функцию кручения Сен-Вегю из была решена академиком II. II. 
Мусхелишвнли |1], и через функции нипряж ннй Прандтля — К. С. 
Чобаняпом |2|. Та же задача с учетом линейной ползучести через 
функции напряжений исследована Н X Арутюняном и К. С. Чобаня- 
ном |3|.

В настоящей работе рассматривается задача о кручении призма* 
тнческнх стержней с прямоугольным поперечным сечением, состав­
ленных из нескольких отдельных призматических тел спаянных но 
боковым поверхностям, когда модуль сдвига и мера ползучести ма­
териалов этих тел различны.

Задача кручения анизотропного слоистого прямоугольного упру­
гого стержня иным истодом впервые решена С Г. Лехвицким |-1|.

Настоящая работа состоит из двух частей. В первой части рас­
сматривается задача о кручении слоистых призматических стержней, 
составленных из нескольких упруг их изотропных призматических тел. 
спаянных между собой вдоль боковых поверхностей. Решение пред­
ставлено в виде бесконечных тригонометрических рядов, относительно 
коэффициентов которых получены рекуррентные уравнения.

Получены выражения для напряжений и жесткости. Как частный 
случай рассматривается кручение тонких (когда многослой­
ных стержней.

Во второй части исследуется кручение ■ ногослоАных призма­
тических стержней с учетом линейной ползучести.

Приводится решение задачи кручения гонких многослойных стерж­
ней; для этого даются формулы, определяющие изменение угла за­
кручивания и компонентой напряжений в зависимости от времени. 
Полученные результаты иллюстрируются числоиымн примерами.

Автор пользуется случаем выразить глубокую благодарность 
академик) АН Армянской ССР II. Х.‘ Арутюняну^ и доценту К. С. 
Чобаняну за постановку задачи и за руководство.
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§ I Кручение слоистых упругих призматических стержней 
прямоугольного поперечного сечения

Г. Рассмотрим кручение призматического стержня прямоуголь­
ною сечения. Стержень состоит из п различных упругих изотропных 
слоев, спаянных по боковым поверхностям. Ширина слоев одина­
кова, а толщина в общем случае различна Число слоев произвольно 
и равно п.

Прямоугольное поперечное сечение стержня Հ՜Հ, состоит из и 
прямоугольных областей D։. D........ /)«. соответствующих различным
материалам, разграниченных линиями раздела. Обозначим через 
контур области всего поперечного сечения /Հ, я через / линяю 
раздела областей /Հ и D,

Координатная система показана ни фиг. I

Напряженное состояние данного стержня рассматривается при 
воздействии двух закручивающих моментов Л!, приложенных на его 
горцах.

Модуль сдвига т-ого слоя обозначим через Сц. толщину слоя- -//,.
Задача о кручении составного стержня, как показано в работе 

|2|. сводится к определению а области поперечного сечения Do не­
прерывной функции напряжения Ւ {х. у), которая в каждой из обла­
стей Di удовлетворяет уравнению Пуассона

■i/'t —
4 tf'FL 

dx* cfy"
2G,. Н)

и из линиях раздела /.„ условиям
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а также контурному условию

/•' = 0 на 10. (4)

Решение уравнения (1) для прямоугольных областей представим 
так

ОО

у) - VJy)sina*x (г =1.2.....  п), (5)
*-։

r.k где = — • 
а

Подставляя значения у) из выражения |5) в уравнения 
(I), после некоторых элементарных действий, для определения ?к։/(у) 
получаем обыкновенное дифференциальное уравнение с постоянными 
коэффициентами

Ъ. i(v)-«*•?»./= (6)

После решения уравнения (6) выражение {5) примет следующий вид
ОО

/' է-v. у) = У !/Լ-., sh у 4՜ Дм ch afcy 4- Л ՛ sJn«*A։ (7)

*-4.3.5

(7 = J, 2,..., п).

Для определения постоянных интегрирования Дм и Дм запи­
шем условия 2|֊ 4) в раскрытом виде, имея в виду выражения (7)

Ль./сЬл*/։,-]- Akjshzklij (/և-./^jchaJ/y -f- i sh afeAy);

l./= 1. 2....... {n- !)|; (8)

4*./Sh o.khj-’r ch tkhj± bk. j = Ak. H । sh a*by i- Bk. ,. + J ch a*Ay֊t֊ bk. r.

Л*. i Sh а$Л0 4- /Ն. i ch a*Ao 4֊ bk. ։ = 0;
Я*,„ sh a*//rt 4 Bk. n ch 4- bk. n = 0;

где
(ij . SG,a2

ր.3/ժ

Из уравнении (.8/ легко получаются следующие рекуррентные фор­
мулы для Ял-./м и Ak.j, выражение через Вк. у,։ и B}:.f.

д _ 2 i±\ ՜’ Bi. I (տ\ր { |Ch2a-J/;)
(7/./4 ֊ l)sh2a..A?

4- 7ЛЛ1П;*./Ч1 — ch I ;
(V/./h — I) sh 2аАЛу

I/-1. 2..... («֊1)1. (Ю)
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2 /и (dr ах7/у ֊ , Հ igtt»Zty) - Bk,j +
(հյ. /+։ ֊ 1) sh 2akhj

Կ/. /+։ — 1) Sh 2ak/ij

Уравнения (9) можно записать гак

. Ջ*. ։ ch а*Л0 4-/>*. ։
д*. •. e — ------- -------- ;

տհ aA7/0

л /Л.« ch ath„ -4- hk. м 
հՀ „ — ----- - •• ՜ ՜

տհ«*4/։

Итак, имеем 2ո уравнений 10) и (11) и столько же неизвестных 
постоянных с одним и тем же. индексом k. Таким образом, с помо­
щью уравнений (Hi, из уравнений (10) последовательно можем опре­
делить все неизвестные постоянные интегрирования. Следовательно, 
функции напряжений определяются.

Имея функцию напряжений, определим жесткость на кручение 
составного призматического стержня с прямоугольным поперечным 
сечением [2]

« 8 Л.‘ Л։
С = 2 V [ [ л (х, у) dxdy - 2 f j j' F,dy + j’ F^dy + • ■ • + 

М1,гЬ/ ՝՝ it„ it,

(121

Подставляя значения Г,x, у /֊I, 2....... n) в уравнение (12).
интегрируя, окончательно получим;

г - 8 V 5 Iа* V ь /л I, , V 1 «к а* ^,i Ն ,li ’) 'z 
--Հ ■ ՜՜,՜ , Հ   ' ("• ՜ 1 4 . ••‘Հհ/ bh - ֊ — X

к- k‘ I 2 — 2

' . VсЬа֊‘ Л'212''֊Д[. (13)

/-1.2

Касательные напряжении в каждой из областей определяются так

- հ՛՛հ
.V.-

Հ(Օ = 
У-

Ժ)- 
0^ 

дх

(14)

Здесь 0 —угол закручивания на единицу длины стержня.
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В качестве примера рассмотрим кручение симметричного стержня, 
составленного из трех (л = 3) изотропных слоев одинаковой толщины.

2°. Остановимся более подробно на случае симметричного трех­
слойного стержня, у которого все 
слои изотропны и имеют одина­
ковую толщину А.

Предположим, что наружные 
слои изготовлены из одною и того 
же материала с модулем сдвига 
Ov а средний елдй имеет другой 
модуль сдвига G2 (фиг. 2).

В формулах (10)—(13) пре­
дыдущего пункта нужно поло­
жить

п — 3, Ао = 0, Л։ = Л, 
Л2 = 2А, Л, = ЗА.

Решение уравнения (ii представим в пиле (7) следующим образом

. ОО
f'i (X, у) = v I Aj. t sh аАV 4- 5*., Ch а*у 4- А*. ,-] sin a*.v (15)

ft-l. 3

(/ — 1) h <. у <. ih (/= 1, 2...., л).

Выражения (15) содержат в себе шесть неизвестных постоянных 
Ak.i, Rk.i (<■—1.2. 3). При помощи уравнений (11) из рекуррентных 
формулу 10՛ определяются все неизвестные постоянные интегриро­
вания 

д h (ch0* - 1)խ2տհ30* 4֊ 2q (ch2?* 4 ch0* 4 1) 4- ch 0*'(ch 0*4-2) |/1* J = ь I--------------------------------------------------------------------------- ------------
|(1-H/рch*p* -</-|sh0*

Bk. I = — A*, j;
. . (ch 3* — ch 20ft) I<73ch20* — (q 4- ch 0*)8|

•“4.2 ’'k. շ----------------------- ------- ------ — --;
|(1 4- 7)2ch20ft — <p| sh0*

n _ I, (2 ch 0* 1)| q՝ sha 0* — ch2 0* — 2q ch 0*]
շ — f'k. 2-------------------------———------ —--------------- :

An, a _____  __A*. i___ _______  
|(1 4- q ՜Ch2 0* - 92j sh0* խ2տհ0* |sh 30* ch 0к —

— sh 0*ch 23* - sh 20*| 4֊ 2q ch 0* |2 sir 0* 4- ch 20* (1 — ch 0*)| 4՜

4 sh2 23* (1 - ch 00 4- ch2 0* (ch 20* - ch 0*)):

в*.’ = i,,T .t Л'1-----5Гi'/’sh lsh₽‘sh +ch2^
1(1 4֊?pch2j5* —r|sh0*

— ch 0*ch 30*] 4 2^sh0*[ch20x-(ch0*— 1) — ch 20*] 4 ch20* (sh 0* փ

4- sh3 20*) 4- ch 23* sh 23* (ch 3* -2 ch20* - ch 20*sh20*));
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где
_ . zkhfn = аАЛ = ----

а
t>k.l =

80, а2,

При помоши выражения 14) определим касательные напряжения в 
точках Д, В, Д’ и Р:

ОО
("r։)zl - Г) \ >

ы-.з

(cli 3» — 1) խ-տհ-Յւ- ֊I- 2у (ch'՜’ 4- ch 6» 4- I) 4- 
1(1-1- ?)։ch23* — Հյ|տհՅէ

A-֊?
4-Ch Meh 3, -i- 2)I /„|)?. (|6)

|(1 4֊ <7)2ch’f!fe —</2| sh3*
ՉՉ '՜' ~ ՝
V ,0^eh?։L|rch= fl7։

1 ,4, i(i+tf^fc-^|sh&

Me=e V aA /L-*hWW-(^WI ,_։) v. (18) 
■ CJ+fl’ch^-nshfcA — I . 0

('у2)л ֊

(f ( 1 4- ch ~ jsh=4-2? ch 3л j ch 3* ch ~ 1)4֊ 

|(1 4- 7)2cha3ft —chP*

4՜ ch-3*.(ch-֊ — 1 J

I 1 -r ry rch՜՛^/. — հ/-'| ch 3ft
(19)

2 (ch -1)| 7- sh* 3a- 4- V 12 ch֊ 3» 4- ch 3ft 4- 1) I 
|114-^с1гЗ>՜ 9-'l

<»

(-vi)p-- fJ Vaftbt.i
ft-1.3

4-ch 3» 1'1 4-с113ж)| 2
|(1 4- <7)2ch*3ft — 72|

Если предполагать, что • 0, т. о. имеем стержень сечением в 
а

виде узкого прямоугольника, тогда уравнения (16)—(20) примут сле-
дующий вид:

(4ib = 36 6\/j;
("л։)л= WJr, 

("г?)л =

("vljp— ('у3 1Л' = 0-

Такие приближенные формулы для напряжений в точках Л, В, 
.V и Р иным путем получены С. Г. Лехницки.м |4|.
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Теперь перейдем к определению жесткости симметричного трех­
слойного призматического стержня.

Запишем уравнение (13) для рассматриваемого случая
«Л <7 УЛ a 3ft

С = 2 Ц /•; (X, у) т/yrfy + 2 Ц (х. у) dxdy - 2 j F3 (л, у) dxdy.

0 0 Oft О "Л

или. используя снмметричност։ F\x,y),

ah 2
С = 4 | ( Ւ\ (х, у) dy 4- J F.. (х. у) dyjrfx. (21)

0 о ft

Подставляя значения Л, (л. yi и /Л(х. у) из уравнений (15) в 
уравнение (21), интегрируя по л и по у, находим

СО , <
г=2 32а/? v I 2йуж, r/)-i-o;P^M) օ2է 

-
где

Q(W = (ch?*֊ I)s|^sh=?t4-2v՝clr3t |-ch 3*4֊ 1)4֊

-1֊ ch ?* I ch 3ft + 2)| H- (За sh ?*) 11 1 - q "ch2 3* — (f\ sh 3*.

P(?>, հ) ՜ ₽*տհՅ> I 1 4 q -clr3* <;2| 4- 2 (q"sh23* 2^ ch ?* — ch2?*) X

sh — 3* 
2 1X sh 3*. 1(2 ch — I) sh 3* f i ch 8* ch 2?*) X

X I ch -y 3... - ch ?* 

й (հJ 3ft sh ?ft ի 1 4- qF Ch2 3ft — g'-j

Интересно рассмотреть жесткость стержня с узким прямоуголь­
ным сечением Для этого в выражении (22) перейдем к пределу, 

Лкогда стремится к nv.no. Получим для жесткости такого стержня 
а

следующее компактное выражение

(266Հ4-Գ1 
3

(23

Если принять Այ (/.2, го для жесткости стержня получим хорошо 
известное выражение

С WG,.
Для жесткости трехслойного стержня с узким прямоугольным 

сечением С. Г. Лехницкин получил неверный результат (5.14) |4|.
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Ошибка заключается в переходе к пределу в (5.5) |4|, когда 

С= — неограниченно возрастает.

Յհ Рассмотрим случай, когда сечение слоистого стержня имеет 
вид узкого прямоугольника (а^Ал). Число слоев равно п. Па тор­
цах стержня действуют два крутящих момента. Предположим, что 
слои стержня изготовлены из различных материалов, т. е. с моду­
лями сдвигов Gy в области первой, (12 ֊ второй и т. д., О’д— в л-ой 
области (фиг. 3).

(24)

нахо-

(25)

Так как сечение стержня представляет узкий прямоугольник, то 
изменением функции напряжения Fix. yi ио направлению д* можно 
пренебречь относительно изменения по у. При этом предположении 
уравнения (1) примут такой вид

-֊Т=֊М (/ = 1.2..... л).
ау2

Интегрируя обыкновенные дифференциальные уравнения (24), 
дим

F, (у) = — G,y2A- А,у 4- Bi (Z = I, 2,..., /л).

Из условий (2)—(4) получаются рекуррентные формулы:

ЛУ= Gjh,+ -^p-nJ±L [у = 1, 2....... („_ 1)1;
Л/(1-

Aj. i = Д, £/+։,/;

ձ=0ձ֊֊;
"о

Ап = Gnh„ - 
հո

Итак, с помощью уравнений (27), из уравнений (26) последо­
вательно можно определить неизвестные постоянные А}. В/ (j = 
= 1,2,..., п) и, значит, — функцию напряжения.

Жесткость на кручение многослойного призматического стержня 
с сечением в виде узкого прямоугольника определяется так

.26)

(27)
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I֊-£'<*■֊«’ +Ж=*Н> + В,(Л1-(28)
I 3- հ .2 J.

С= 2 J Л (у)dxdy ~ 2«У | Fi\y\dy, 

օՀ 
или 

п 

i—1

Для иллюстрации полученных результатов рассмотрим частный

Из условия симметрии

ЛмУ) = Л (—у). 
л2 = о.

Решая уравнения (26 и (27) для этого случая, получим

Лз = Лз = 0;

й,-G։(A,+if-,

Л;[^QnJli^c,^h\^hxhny,
4

й,= Оз(Л,+ |)2

Итак, функция напряжения Л()’) определена.



44 В. С. Саркисянг --- г ■ ■ -   — ս ՜ —=_ —— =S=SS^P—= ■ ' ' ' J

Определим жесткость стержня, используя формулу (28)
е_ (14 Л? + 6А-; (Л, 4- /1а) -|- ЗЛ;Л.|6', !■ 14/ւԱ ЗМз)О,1а ;շց.

3

Рассмотрим два простых случая, 
а) Предположим//, = ЛЛ=//, О\ = G3. Тогда (29 примет такой 

вид

z, | ։ 8/յյ -ь 6Л;А ф 6Л8А2 6//21 (Լ ф Л?О2|а 
— - ———. •

3

б) 11редположим //։ ii.. = Л, -֊ //, тогда
(26 <7, ф О.Л 

3

Это выражение уже было получено в предыдущем пункте.

§ 2. Кручение многослойных призматических стержней 
прямоугольного поперечного сечения с учетом ползучести

1 . Рассмотрим призматический стержень прямоугольного попе­
речного сечения, составленный из различных материалов. На торцах 
стержня действуют два крутящих момента Л1 (фиг. 1). Исследуется 
случай, когда модули мгновенной деформации сдвига материалов из­
меняются во времени столь незначительно, что их можно считать 
постоянными Gi it I — G-, — const.

Как известно |3], задача о кручении составного призматиче­
ского стержня с учетом линейной ползучести приводится к опреде­
лению непрерывной в области /Л> функции напряжений Fix, у, /•, 
которая удовлетворяет в соответствующих областях Д дифферен­
циальным у равнениям

ձք, = /Լ(/). (1|

контурному условию

/■'^0 на £0, (2)

условиям непрерывности
F = Fj на Lij (3}

и условиям разрыва ее нормальной производной на линиях раздела

1 dFt քժՀ ժ . ,, , 7 \ dFi I----------(Հ - յ -------- ------------  
Gi dy-----J оу ժւ Gj ду

Здесь Л,-(Z) —неизвестная функция в области /Л, зависящая только 
от времени /. «ч (Г ф — мера ползучести при чистом сдвиге. При этом, 
для определения функций At(t) и степени закручивания О (Г, име­
ются следующие соотношения |3|:

dFj д ,
• , на La.

(4
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■МО о,-- 2<7,0(*)յ (5)
*1

.И = 2 У i ( Ւ, (х. у । dxdy. (6)

‘“‘А

Нетрудно видеть, что решение дифференциального уравнения 
(I) можно представить в следующем виде

а>
Ft । -v. у, է\֊ У | Вк. i 111 sh ։*y 4- /Л. /(/) ch a*y .4,-; / )A*| sin <x*x, 71

*«=1.3

где

«Л =-----
a

A*
4as
-*k3'

Bk.i(t) и /Л.ДП неизвестные функции, которые получаются 
при интегрировании дифференциальных уравнений (1Հ

Для определения неизвестных функций Ai(t и
քյ(Հ), имея в виду выражение [7 . напишем уравнения (2՜)—(G)

Я*. 1 (0 տհ х*А0 -г /Л. I (t) ch а*Л0 — Дi (0 ծՀ = 0;
Bk,։lit sh շեհ„ -f- Dk։ л t cha*//., A„[t ծ* = 0;

В* /(/) Sh аЛ//7 4֊ О* / (t} Ch аЛ//, — .4յ{ է I ծ* = Вк. y+i (0 sh а*Лу4՜

+ Dt,/+i(/)ch։*A/- 17= b 2....... (Л I)]; (9)

-Ь [Да. j ^1 ch ijif 4- 7Հ , (t) sh a»A/} 

t
f |/b. /h)cha*A, 4֊ , Ր-) shasAz) l՝ '՝՝

= z? ՝F^.J I (7)с11аЛ.//у4-Z)A..y+l (0 տհ ։Հ///’ — 
C//4 I

t
- СI y+, (-.) eh «Л 4֊ Ք*. y+i (-) sh ՜~! dx

J

17=1,2....................................................................(10)
I:-1-

Л/fr - <jj i.4/1 «,4֊է1>?|Հ-:)ժ-= 2G/)(f) (/=1. 2.......  л); (11)
Ժ:
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п *
= 2 V f ( V ;ըծ ք (/) sh а* у -г Du. յ (է) ch а*у — .4 J է1 bk} sin bkxdxdy.

i’՝Dj (12)

Предполагается, что во всех областях материал обладает пол­
зучестью и для меры ползучести материала <«/ /, т) при чистом сдвиге 
принимается следующая зависимость |.5)

т) = ?/(') В — е I гДе ’Խ(Հ) =и’л4-հ* - (13)

Причем «^ — предельное значение меры ползучести данного ма­
териала при чистом сдвиге, 7/, «н — некоторые параметры, подобран­
ные так, чтобы соотношение 13) лучше описывало эксперименталь­
ные кривые ползучести данного материала. -։ — возраст материала.

Принятое выражение для меры ползучести при чистом сдвиге 
«;(£•} в форме (13՛ позволяет свести решение интегральных урав­
нений (10) и /11) к решению линейных дифференциальных уравнении 
с переменными коэффициентами.

В самом деле, уравнение (И: дифференцируем по է 
/

= -2Ծ'(0Գ- (14)

Исключая значение интеграла из соотношений (11) и (14) и диффе­
ренцируя полученные равенства еще раз no է, получается следующее 
дифференциальное уравнение

Հ(Ո + Հ(0«/(0= (/=l,2....,n), (15)

где

= +% (/) G/|-
При этом и Mees։ следующие начальные условия

лЛ'1) = -2СлЧч)

/А;^) = 2Оу|0Н1)7г?Д.1)6;-6’^1)| (7 = 1.2.......  л). (16)

Аналогично из уравнения (10) получается следующая система

(7Л- у(71 т /5 y(/)a,(f)j — |/7; \t\ ֊г ] էհ՚յ.յւ} =

= l&tj+i (/) Դ £և.յ+ւ (7/ճ7+։ (Г)| «7/./+1 ֊ր

4֊| Dk.hx (/) 4- D՝bJ.. (7)6>i(/iJ ^./+ithaA-/o |7=1-2....... (h-D|- (17)

Здесь
Գ

41-յ՜'
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при следующих начальных условиях

Вл.71ч) 4- ՃՆ./Խ) sh

-■ </յ.յ+ւ h&J+i (’։)cha*A,4֊ Dk.jri (^ishaj/yj;

ikhj-Ւ y(~i)sh aA//y
Գ

՜ր I Bk. յ (՜ւ ) ch + Dtf, / (т) sh a a /zy | X

x Ն?>(ն) = '*»<%> ch gft^f 4֊ Дм-М (ч) sh Дд-Ն +
Գ+։

r !#*./+> (՜ւ) ch zkhj ; D*,/+i (Tx)shaAAy] 7_/+i?/+i(n)

17 = 1. 2....... («-D|. (18)

Присоединим к этим уравнениям уравнения (8). (9) и (12)

Bt. > (/) th«Л + О*., (է} - Л,11) ;
Ch"A“ (87

lit. , 11) th a«h„ + A. „ (f) = АГ(/| — *—; 
ch a* йя

(&./ (0 — В*. ,i • i (t>| th ikhj 4- |ZA. y(z) Dt{, j~\ (f)| =

-1ЛД0 : [/=1,2.......  («-!)]; (9';
ch a$A/

•v- rt
/И= v V |rf։ ,ь\мг; Jret.jDt j't'l+h.jAjW (12')

Здесь
4

dk,j = — (ch х*Л/ ch յ, kf 11:
4 (sh at/zy — sh а*Л/֊։!:it= ~t

^յ-±Լ 
а»

Итак, имеем 3/z 4֊ 1 уравнений.в (15). (17), (8')г ($')» (^) н 
столько же неизвестных функций Лу(/}. &./(f), DA։?(/), 0(f) (у = 
= 1,2,..., п). Решая эти уравнения, получим нее неизвестные функ­
ции, следовательно будем иметь /чх у, /) в каждой области.

2Հ Рассмотрим составной призматический стержень узкого пря­
моугольного сечения (а > «фиг. 3;՛. Предполагается, что слои 
стержня изготовлены из различных материалов. Число слоев равно п.

Для узкого прямоугольника уравнение (1) примет вид

(19-

Интегрируя уравнение (19), получим



-18 В. С. Саркисян

Շ(>՚.0 = ձ'(Հ՝ + £W), (20)

Граничные и контактные условия 2)—ւ4ւ, а также выражения 
(5. и լ6) принимают вид:

+ Wlto + Di,f< =0.

•Ll

'21)

|Д7(<)-Д7+,(П| ^+|B;(f)-Sy+i(01*/+P/(0- D/+,t01 = O: (22)

-ЬрмпЛ/ + ЙД01 - [И/(’)Лу+ й/(т)]£֊»>«,*)d-. =
О/ J (f~

է
И/. ւ (0 հյ -г &/+ւ I 01 ( IA/+։ 1 “) А/ ՜Ւ #/+ւ ’՜)| — *’1/+։ (Л 'I dz\

Gj+\ J °’

(23)

ՃՃՈ_ Сддг) :ւայ{է^}(հ^^ճ!ճ .. խ7+ւԻ)ճա/+11ՀՀ)ժՀ;
О,- J <h 0/4. t J d'

[/=1,2,.... (« 1)1 (24)

.И = 2fl У j ’VLLbvz} ֊Հօ + вՀ11) + DM (Л7- л7_։) |. (25)
*“■ I 6 2 IJ-1

Имея в виду уравнение (24), из уравнения (23 легко получается 
г է
Гл { ° ха Հ;^(/) fp . о .. ..------ />/ (т; — U>; (Г. •:) մ? = — -------------(-) — ч>7+։ (է ') d’

Gf J O' Gjxx J dz

\j=\,2,..., (n-l)|. (23')

Если иметь в виду выражения (13). то система 24) сводится к 
следующей системе линейных диффёренцнзлных уравнений с пере­
менны м 11 коэффициснта м и:

Հ(/) + Հ(Ո^(0=<7/.7ս1Հ>ւ(Օ4-Հր։(Օ!Գ + ։(/)1. (26)

при начальных условиях:

= <7л/+|Л/ч։('1); 17=և2....... («-1)1.

+ /։/-.)т/?/(ч) = ^֊^֊ + ^֊| (27)
О/ O/4.J
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Аналогично и для системы (23')

ву(/) -֊- Bj(t\ aj՝t] — + Hj.\ I/)й/+| (0|; (28)

/ = ч 

^/(ն) = 17=1,2.......

֊7֊ - «/(ч) Т/?/(ч) = + BJti W (ч I. (29)
Գ Գ+>

Таким обрзом имеем З/շ уравнений в (21.’. '22). 25). (26), 28՛ и 
столько же неизвестных функций.

3 . Рассмотрим более конкретный случай, т. е. когда имеем 
трехслойный стержень узкого прямоугольного сечения фиг. 4,ւ.

Функция напряжения принимает вид 

ք) = ձ/ՋՃ +йу(/)у+D/(Z) (>=1,2,3). (301

Определим неизвестные функции А/(£), 8/(1]. /Հ(/յ.
Из условия симметричности Л (у) во второй области следует 

&(/)=0. (31)

Имея в виду выражение 1,31), из системы (23') находим 

./

(32)
ЙД/i-G, (՜Հ, ֊.I *=֊<>■

J a՜

Система (32) однородных интегральных уравнений, как известно, нс 
имеет решений отличных от нуля. Следовательно

= = ;33)

И соотношений (21) и 22՛, имея в виду (31) и (33). получаем:

О,,„ = _^(2А1 -,AJ=; 
о

D:U ֊= -֊1-(4Л1(1։)(Л? + Мг)+>՝։(0ЛЛ: (34)
.8

О։(()= ^(2Л։ + Й։)։. 
О

Для определения .4;./) ।у = 1,2, 3) имеем дифференциальные урав­
нения (26) с начальными условиями (27) и выражение (25)
։ rtJWcrn։ ЛИ. егрил |>ю,-«ат. наук. № I
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A\(t) +л; = q,. ։[Л'2(/) +Հ(/)<դ(0|:
w , и • IMWJ

A։(/) + A։(f)es(*) “•?։,։ |A։(f) + A։(t} «,(<)]:

M= • |Я, (/)//, +A. (/)?/. +A, (7 Н3\. (36)

где

Я,-Д (4*14-9*?*. +6*,*?). Я։—«4 = "֊ (4*1 3hih..t. 
6 6 6

При этом имеем следующие начальные условия:

Д, (т։) -= qi.z Лշ I-J;

Aj('i) ?= 72.зДд (ч);

՜ 7 l! 1 ՜ 'Г -Ն (т1) 71?1 (’1) ՜ ՜~Հ՜---- ь ^տ(՜ւ) Հշ?շ ն)յ
Գ Գ

■^֊^֊ + А, I ն) Ն?տ (ր,) = ^’Լ + Л3 (ն) bTj (է, j; (37}
Գ <73

M = ֊ (Д, (ն) /Հ + A2 (Ъ) /Л 4- 43 (4) A/J;

Л1 (ն) "ւ + л; ('.,) 'Ն + Հ('1) /Л = 0-

Подставив значение Д3(/) из уравнения (36 в систему (35), по­
сле некоторых преобразований получаем:

4- - ՛ 47л +֊ ,Л* Г) ------------- — ------------ -■ ---- - ֊
/ՀԳ4-^Գ + ^Գ

л- տ H,Ga |g3=0.
՛ u j//A4֊h2g2+//a

138)

Հ «) + Հ«) НАО, «)4-(//^4-//յՕ3)պ(Ո

jy , H./7i[tZ3(/l Qg!/)| __q
2 НА + /<А+н3бз ՜

Итак, имеем два дифференциальных уравнения с начальными усло­
виями (37), откуда и можно определить Д։(^) и A2(t).

Систему дифференциальных уравнений (38) можно решить сте­
пенными рядами, как в работе [3|.

Теперь решим эту систему иным методом в следующих случаях: 
а) Предположим, что наружные слои стержня составлены из од­

ного и того же материала, т. е. С;։ — 6\. Предположим также, что в 
первой и третьей областях меры ползучести одинаковы, т. е. ш։ (Հ ■։) = 
~ ‘”з(?>х)> а во второй области — ՜).
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Учитывая эти предположения, первое уравнение системы (38) 
запишем так:

л; К) + /Ъ(/) (г. + £■-) = 0. (391

где
r _01{Н. ■ Нл} (\ 4- 6.^) ЬФ бТ-ЛуД! 4- 0>м).

ад ад •• ад

= </Հ47շ|յ’։յ/Հյ- #7 -I-
ад : НМ2 ■ H,C:i

Интегрируя уравнение (39) и пользуясь обозначением функции 
влияния [5]. находим

.4.>ւ7) = Հ’,րշԱ՜/'’)|Փ|Հ7. Ф(г2тп а)|Ч֊42’, 1401
где

Փ(Հ />) = [-7*.

6

d\'} и մ՜ք1— постоянные интегрирования.
Подставляя значения Л2(() и ճՂ(^) во второе уравнение системы 

(38), получим
л;<л + .Հւօ(ո+^-) = (« + -֊-)-^ (♦»

Здесь
G = ՆԱ -է-^օւԳ);

Pi = 7iwn<Gi

т = 7т + — 7,ЦрА1 ■
ад + нм.. փ ад

п _ ^Հ/л | ՜քշ(4 սւշ 1/Л»)п|
H~G. + НМ. +

Легко видеть, что решение уравнения (41) можно представить так

/1, {Л = d\" гГп [Ф (г/, р,} Ф (ր1ն. Р1)] Ф

ф «ր՜՚^^ւփ Irot. р0) - Ф (րօն. д,)| ф
/

+ п j ր”-*||Փ(«. Л) —Ф (ст,. ЙЙ Л+411. (42)

где
րօ = ղ — 2g; լ = g - g;

^ = /ձ- 2a֊j; ^ = /^֊/ն 1-
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Для постоянных մ dj. d j и մ-J, определяемых из начальных ус­
ловий 1^7 . получены следующие значения • •

/։ _ _  -Ж «»га ■’։)&։__ ՜»>?ւ <*») GfiJI^C
\(И^НХ\ОХ֊Н^ 

•Ж«тЬ<ч..' H?t’V Գ1 (ixGz(ltx - /7Д) e * ՚ Հ**։
17/,' //,)(/, H3G։]=

________________________ - (f:' _'УФ»____________________
(//, i //3 (ix (Hx>-i/xGt • Hfi

Имея функции -4։ U и Д.</ . можем с помощью (36) определить 
/!*(*)• Следовательно. функции Ւ. у, է) определены i 1,2,3).

б| Предположим, что наружные слон стержня составлены из од­
ного и того же материала. .« сро :ннП слон подчиняется закону Гука, 
т. о.

witf. •) *՜-»» (• •)♦

I Հ Հ) И О.

Имея в виду эти соотношения из системы ՚38) получим

-4(0 д;(л(г։-н&) 0;

л; է <-? .Ն(/մր,+ '֊՛ ) -4(1 /ճ֊т------- —
\ է I nfiy -f- ////. HJj

Здесь

г = -“’м*7»! . г = и<1 4-«»eAi
• H,Gy ■+֊ H.G, 4- /Уло\ ‘ ’ HxGy г HJ)Z 4- Hfi3 ՜

р ~ р =_______ 7ւ°ևւԳ
' Hfiy 4- HJG. 4֊ ’ HXGX - - H.Gt | Н3ОЛ

Интегрируя первое уравнение системы (43) получаем:

Л.!f 1 = մւ՜՚րյ՜"՜՛’'1 |Ф(г/. р.)֊ф ГЛ. М + 4”.

Остальные функции определяются аналогично первому случаю.
в) Предположим, что во второй области материал обладает пол­

зучестью. а в первой и третьей областях справедлив закон Гука.
Тогда

«11/.') "’յ(Հ • ՛ => О,

Предполагается, что G, ՕՀ. 
В этом случае получим
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где

.4;-n + .4i/֊(r + ^) = 0!

•Հ / = Л.։(г) =
AnJt)H, Л!
7/։ + н.л нл + /Հ

ДАт? |Հւ) 
(14-VT ՜'

44)

(45)

Л3 ' ՜1 ՛ 13
•Иц .

1 + V' ’

г = 7 +

ЛХч) = ֊

Գր*օ . 
1 + V ’

Գ՜Ր՚ւ
1 Г

Լ4_. i/=_/7^
Н ՜ //, - н:

Из уравнения (44• для Д2:/) получаем такое компактное выражение 
.4... / = Հր " ՜^ւփքր/. р>- Ф г֊,, р | + Հ

Постоянные Ժ, и Հ. определяются из условий (45)

(1 4֊ V)9

cL= —° — 
՜ (14- V)

Определим касательное- напряжение во втором слое:

•?;=^ ֊ A JJ) уt 
(fy

или
'՝у!=У Հր ■ 1_'”’|Ф'Г/, р- -Ф(г*1, р)| 4֊ Հհ

при

Напряжение т'5 в зависимости or времени можно представить в 
следующем виде

-?ИуЛ, =ЛЛЛ ֊.).
где

R. I /, ն) ֊14- Հ<Ո՜^|Փ(^> Р)֊Ф(^х. р)|
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Функция /?лIt,-։) характеризует изменение напряженного состояния 
стержня во времени под влиянием линейной ползучести.

Аналогично определяются Հ- в первом слое

-!Л(у. ti (t. .
где

п , -V 1 'W*1
/\յ I z, *ւ) = I - -------------------—----- г~------------------

Кг (/, հ։) — коэффициент, который характеризует изменения касатель­
ного напряжения в первом слое во времени под влиянием ползу­
чести второго слоя.

Для определения жесткости составного стержня получается сле­
дующая формула

0(/) = 0*(Հ, ն)0ւնԼ 
где

aw/ - > = । ZW ^՜ՊՓԱ՜Հ /ո-֊ՓւրԴ р)1
’ м + нл.• W 4.

Ниже, в таблице, приводится результат вычислений значении 
коэффициентов /<2(6^) и 0*(z. ^։) в зависимости от времени
t для железобетонной балки с узким прямоугольным поперечным се­
чением. армированной с обеих сторон и находящейся под действием 
постоянных крутящих моментов /И, приложенных на ее торцах в 
возрасте бетона հ։ = 14 дней.

Приняты следующие характеристики меры ползучести бетона при 
чистом сдвиге:

ш։ = 12,05-10 ^-2,25МО" ՛; 7-0,026;

Գ = Գ = Օ\= 8- 10т кг 'с.ч-\ а., — < 6-8-К 4 кг/см՜՝.

4 = 0,1; ՜1 = 14 дней; Л։ ֊ հ3 - — Л;
10

/1, = Л.

Таблица

։ и днях 14 28 45 90 180

1 1.0653 1.0973 1.1078 1,1085 1,1035
/?:(4 -։) 1 0,5023 0.2904 0,2121 0,2087 0,2037
'•*(/. ч) 1 1,0653 1.0973 1.1078 1.1085 1,1085

Из таблицы видно, что начальные касательные напряжения в 
бетоне Հ.- с течением времени под влиянием линейной ползучести 
очень быстро затухают.
Ереванский государственный

университет Поступила 191X1958
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Ա 1Г Փ Ո Փ II I» 1Г

Հոդվածի աոաջին մU1IIHI մ րննարկված Լ ուղղանկյուն ր’1ւդ ք ա լն ական հատ- 
վածր ունեցող րաղմ ա -lipin իղոարոպ աոաձդական ձողերի ոլորման խնդիրր։ 
I։iii.iiuifքւ ներկարսրլված Հ անվերջ եոանկրոն ա•աւիական շա ր pt) ր ի աևսրով , 
ղործ ակիէքների համար иւոաչյված են ոեկուրենա հավասարւո 11եերէ Արպե" մաս- 
նավոր դեւղր tn tint Աեասիրված Լ րարակ (ll fl- րաղմաջերտ աոաձդական 
ձողերի ոլորման խնդիրր! Ստացված են լարումների կո րտութ յան համար կոմ - 
սլա կա ա րա ահա լտոլի! քուններ։

Հոդվածի երկրորդ մաաոմ հետաղոտված Լ րաղադրյսէ[ ձողերի ոլորման 
խնդիրր սոդրի հաջվաոումովւ

Տրված Լ րարակ քերաավոր ձողերի "քորման իէնդրի քւոծոէէքր ղծալին 
սողրի հաշվաոո։ մով. ոէՈԱէէյված են արտահալտու թլաններ՝ կախէքած է մամա- 
նակիէ/ ոլորման անկլան ե լարա էէսերի կոմսլոնենտների համար։

՛Լերջում, րարակ եոաշերսւ ձողի ոլորման իւնդրի լու֊ծման մ ամանակ 
ստաղված արդլունրների համար կաղմված Հ աղլոէ սակ։
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