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МАТЕМАТИКА

С. Е. Карапетян

Пара А и некоторые свойства пары Т

1. В этой статье рассматриваются две конгруэнции, которые удов­
летворяют требованию, изложенному в пункте 2. В работе применен 
метод внешних форм Картана |1|.

Инфинитезимальное перемещение свободного точечного репера 
\At) в проективном пространстве определяется следующей системой 
дкффер ен циа л ь в ы х уравнений:

Ժ/Լ=Հ/Նտ (х, /г= 1, 2, 3. 4). (4)

где wf —линейные дифференциальные формы, связанные структур­
ными уравнениями проективного пространства:

/.Л»*== .

Рассмотрим две гиперболические конгруэнции А\ k', между лу­
чами которых установлено взаимно-однозначное соответствие гак. 
что соответствующие лучи не пересекаются.

Отнесем конгруэнцию k к координатному тетраэдру {Л/} пер­
вого порядка [2], т. е. совместим две вершины Д։. Д2 тетраэдра с 
фокусами этой конгруэнции и две грани ее — с фокальными пло­
скостями; тогда компоненты инфинитезимального преобразования бу­
дут удовлетворять дифференциальным уравнениям

տ* = 0, <՛»£ = О (11I •
При этом ребро тетраэдра .4,4, остается совершенно произвольным. 
Поэтому, не нарушая общности, ь։ожио его совместить с соответст­
вующим лучом второй конгруэнции.

Дифференциалы аналитических прямых ~ |12]. (ДаЛ4) = 
- [34]. в силу уравнений {/1 и (1), напишутся в виде:

d (12] - М 4- «£) 112] - Հ[23) 4֊«} 114].
’ ՜ (О)

d [34] - 4֊ io<) 134J [23] 4֊ «J 114] - 113] - <oj |42].

Из первого уравнения этой системы следует, что w} и u>J являются 
линейно независимыми формами. Гак как установлено взаимноодно­
значное соответствие между лучами конгруэнций (Л.Л..) и 'Л$Д.|, то



28 С. Е. Карапетян

все формы, от которых зависит луч (-43/Լ), должны быть линейно 
зависимыми от форм шу, «>♦

(1)1 = Cluyl 4- <и; — Ь'ы* ֊ր
՚ (3)

<՛>- — էև՚Հ |- ժսՀ, u>’ = е'чй c'ui.

2. В этом пункте познакомимся с понятием, приводящим к ноной 
паре конгруэнций, для которой пара Г является особым случаем.

С каждым лучом конгруэнции (А։Л։ будем связывать принад­
лежащую этой конгруэнции некоторую линейчатую поверхность 
սՀ = հաՀ. Аналогичная линейчатая поверхность для второй конгруэн­
ции пусть определяется уравнением օՀ - (вообще ' Потре­
буем, чтобы касательная плоскость каждой из этих линейчатых по­
верхностей вдоль каждого луча конгруэнции проходила через точку 
касания другой линейчатой понерхносгн.

Касательная плоскость линейчатой поверхности ։՚Հ-=ձ<Հ в точке 
.4յ --֊- р.4., определяется тремя точками ,4։, .4.., .4., - /х.4. и пересекается 
с соответствующим лучом Аэ/1։ в точке Լ. 4-ХрА։. Касательная пло­
скость линейчатой поверхности «Հ X'wJ в точке А. — ՜Հօ-՜Ն опреде­
ляется тремя точками

.43, /Լ, խ X7?-f՜ 1?{с՛ - - Հ -4։ А (г + i!e i.p{b' •֊ Х'л*)|Л2.
Эта плоскость пройдет через точку касания .4, !֊ *>А.) линейчатой 
поверхности первой конгруэнции тогда и только тогда, когда будет 
выполнено уравнение

Р՝-Х ft?' 4֊ к՛ с) -•- р {а {■ Х7> — j.br — кк'а՛ 1 — с — ՝к’е = 0. (4)
Это соотношение показывает, что вообще для каждой пары соответст­
вующих лучей конгруэнций k и k՛ (с произвольными X и X') сущест­
вуют только две точки, удовлетворяющие нашему требованию.

Наше требование выполняется для каждой точки соответствую­
щих лучей конгруэнций только при условиях

е' 4֊ Vc' = 0, с 4- = 0. .
а 4- X *Ь - л (ծ'4-//«')= 0.

Из первых двух уравнений непосредственно получим
14Հ1 = օ (6)

-единственное условие, которому должны удовлетворять конгруэн­
ции (A7e'i. Остальные два уравнения системы (5) однозначно опре­
деляют X и X'.

Естественно рассмотреть тот случай, когда через каждый луч 
проходит оо1 линейчатых поверхностей, удовлетворяющих нашему 
требованию. Из системы (5) легко заметить, что для этого необхо­
димо и достаточно выполнение уравнений

ш2 = 0, о)» = 0. (7)
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Уравнения (1) и (7) характеризуют пару Т Финпкова |3|, |4|. 
Эта пара определяется следующим образом: две конгруэнции, между 
лучами которых установлено взаимно однозначное соответствие, об­
разуют пару Т, если можно так сопоставить фокусы соответствую­
щих лучей, чтобы прямые, соединяющие сходственные фокусы, ка­
сались фокальных поверхностей и первой и второй конгруэнций.

В случае (7) одна из линейчатых поверхностей задается произ­
вольно. а вторая линейчатая поверхность определяется последним 
уравнением 15).

Таким образом: одна ил линейчатых поверхностей конгруэнций 
задается произвольно тогда и только тогда, когда эти конгруэн­
ции. образуют пару Т.

3. В этом пункте рассмотрим случай, когда линейчатые поверх­
ности и «J /Ли® соответствуют друг другу. В дальнейшем
их назовем главными линейчатыми поверхностями пары.

Согласно этому требованию будем иметь:
>. = /Л (8)

В силу (Si из системы -5) получим (6) и еще два уравнения

с ֊р е\ ~ 0. се (b — Ь' ) փ а'сл — аег = 0. 19)

Первое уравнение системы (9) определяет единственную главную 
линейчатую поверхность для пары конгруэнций №'), второе урав­
нение той же системы накладывает новое условие из \kk>). В даль­
нейшем, для краткости изложения, мы эту пару назовем парой (Л).

Ёс-.и потребовать существование по меньшей мере двух глав­
ных линейчатых поверхностей, то из системы -5) получим уравнения 
(7) и еще одно квадратное уравнение относительно X:

7V — /. (b — 1Հ) — а = 0. (10)
Следовательно, и в этом пункте неединственность главных линей­
чатых поверхностей приводит к паре Т.

■I. Как известно, каждая прямая проективного пространства Г\ 
изображается в перенесении Плюккера точкой гиперквадрики Q? в 
/\. Двум прямым /է и Լ в Ра соответствуют две точки Лр /.2 на ги- 

; перквадрике и, следовательно, прямая линия Л։/.г в 7Հ. Отсюда двум 
конгруэнциям, между лучами которых установлено взаимно однознач­
ное соотвсто вис, присоединено двупараметрическое семейство пря­
мых в Известно также 15|, что двупараметрнческое семейство 
(/.յ/.2) в /Հ имеет два фокальных подсемейства только для пары Т, 
и это свойство характеризует пару 7.

Докажем следующую теорему: для пары А, и только для нее, 
двупараметрическое семейство прямых (ԼէԼ2) в /Հ обладает одним 
фокальным иодсемсйством.

Действительно, если Г՝ = | 12| -J-р[34] есть фокус луча LXL2 и 
»* = <7ф} —уравнение подсемейства, то согласно (2) будем иметь
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խր} 4- po)j. <я'— sw>J| = 0, h’J+pwJ. ’•’] = 0. (И)

|սվ, w* — et!»3| = 0; |mj, «>1 — aw'jl = 0. (12)

Эти четыре уравнения для риз дадут одно решение только при 
условии

с A֊ze֊Q, [wju’j] = 0, се(Ь— Ь'\ ; а'с- - ае- = 0. (13)

Последние два уравнения системы (13) характеризуют пару (А), пер­
вое уравнение определяет ՜. которая в силу 9, равна т. е. глав­
нее линейчатые поверхности папы (Л) соответствуют разверты­
вающимся поверхностям двхтараметрического семейства прямых 
(А А) в /V

Системы (И и (12) допускают два решения для р и з тогда и 
только тогда, когда конгруэнции к и к' образуют пару 7՛.

Таким образом получаем следующую более общую георему: 
дву параметрическое семейство прямых \ԼՀ.:) в /■< является фо­
кальным тогда и только тогда, когда оно является образом либо 
пары Л, либо пары /’, причем, для пары А это семейство имеет 
только один фокус, а для пары 7 два фокуса (действительных, 
различных, мнимых сопряженных или совпавших).

Если пара конгруэнций (kk') составляет пару Г. го разверты­
вающиеся поверхности конгруэнции (/.։/.2 в Р5 (или, как Калапсо 
[7], [8| называет, главные направления пары Г) определяются из си­
стемы уравнений (11)

с'-л' տ.(ծ — b՛] — а = 0

и в силу ,10) немедленно получим = = /., г е. направления главных 
линейчатых поверхностей пары Т совпадают с главными направ­
лениями той же пары.

it. Рассмотрим случай, когда линейчатые поверхности, соответст­
вующие асимптотическим линиям первой фокальной поверхности, 
конгруэнции (Аг42) пары Т, совпадают с главными линейчатыми по­
верхностями. Как известно ([2], стр. 351), асимптотические линии 
поверхности (A։) относительно тетраэдра первого порядка конгру­
энции определяются дифференциальным уравнением

2(wJ)24-rM)2 = 0. (Ц)

В силу уравнения (10) дифференциальное уравнение главных 
линейчатых поверхностей напишется в виде

a (ш})2 h (b —հ՛) ա՚?ա’ a' (սՀ)2 = 0. (15)

Поверхности 14) и (15 совпадают тогда и только тогда, когда

/>-// = 0, (16)

га՛ -|- = 0. (17)
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Как известно [3| и |4|. пара 7' определяется уравнениями (1) и 
(7). Внешнее дифференцирование этих уравнений и их раскрытие 
приводят к линейным уравнениям

«Հ = aw* — Ви).’„ Հ- ՅԳ»Լ

idJ — £c»>3 _|. u):j _ _ թ/ա3 _|_ a'w4։ (18)

UJa ~ a'°? 4 "*։ = + ճ էօշ’

и еще к двум конечным уравнениям

а-' а'а = 3 (/; - //)
է > , . (19)Ла 4- л'՝; 3' (// — Ь՝\.

Вейлу уравнения (16) из системы П9) получим либо

-- = 0, га' f- Հս = О, (20)

либо

Л «О, а' = 0. (21)

В первом случае, когда выполняются уравнения (16) и (20). пара 
Т образует известную конфигурацию Бианки см. |3|, стр. 259—262). 
Эта конфигурация характеризуется следующими свойствами: асимп­
тотические линии на всех фокальных поверхностях пары Т соот­
ветствуют друг другу, следовательно, все четыре конгруэнции этой 
пары являются конгруэнциями Ա՛Հ

Во втором случае, когда выполняются уравнения (16) и (21). 
главные линейчатые поверхности (15) становятся неопределенными, 
развертывающиеся поверхности конгруэнций (Л,.42) и (Ла4.։) соответ­
ствуют накрест и, следовательно, вспомогательные конгруэнции (Л։.43) 
и (Д2Д. принадлежат одному и тому же линейному комплексу. В 
этом случае две конгруэнции iЛи (Д,А։) являются полярно со­
пряженными относительно нулевой системы этого линейного комп­
лекса.

Таким образом: если главные линейчатые поверхности пары 
7' совпадают с линейчатыми, поверхностями, соответствующими 
асимптотическим Линиям какой-либо фокальной поверхности 
пары, то либо пара 7' является конфигурацией Бианки, либо ее 
вспомогательные конгруэнции принадлежат одному линейному 
комплексу.

6. В этом пункте рассмотрим случай, когда главные линейчатые 
поверхности пары 7' соответствуют гармоническим линиям одной 
фокальной поверхности первой конгруэнции пары.

Как известно |8]. [9], гармоническими одной фокальной поверх­
ности называются такие линейчатые поверхности конгруэнции, квад­
рики Ли которых пересекаются с этой фокальной поверхностью по 
двум фокальным касательным.
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Линни ни этой фокальной поверхности, соответствующие гармо­
ническим линейчатым поверхностям, называются гармоническими ли­
ниями [8]. |10], |11|, |12].

Гармонические линии фокальной поверхности .4Х) определяются 
уравнениями

= «)3֊7(«՚>յ)2 = 0. (22)

Согласно требованию дифференциальные уравнения (22) и (15) дол­
жны определять одни и те же линии, а для этого необходимо и до­
статочно выполнение равенств

b—b’ = 0, х«' — (23)

Система уравнений (19) в силу (23) напишется в виде

а = 0, а' = 0. b — Ь' = 0.

Эти соотношения снова характеризуют пару Т, вспомогательные кон­
груэнции которой принадлежат одному линейному комплексу. Итак: 
гармонические линии одной фокальной поверхности пары Т соот­
ветствуют главным линейчатым поверхностям тогда и только 
тогда, когда вспомогательные конгруэнции пары принадлежат 
одному линейному комплексу.

Для такой пары 7’, как видно из уравнения (15), главные линей­
чатые поверхности станут неопределенными.

7. В этом пуиюге мы докажем следующую теорему: главные ли­
нейчатые поверхности пары. Т а ее вспомогательной, пары соответ- 
t те у кип друг другу.

Уравнение главных линейчатых поверхностей (15), в силу (3), 
можно записать в виде

цг}о>’ - = 0. (24)

Изменим обозначения вершин пары 7՛ следующим образом

= -42 — Д:, Дэ = /14, Д,։ = .42. (25)

Согласно (25) пара 7 с конгруэнциями (Д։Д3) = (Л3Л4) = (Л4Д2)
п ее компоненты Հ՜ получаются из первоначальной пары посредством 

/3 1 4 2\замены индексов по закону Ц I-

Согласно (24) уравнение главных линейчатых поверхностей пары 
(Д։Да), (Д3Д4) напишется в виде

—д—յ —4~2
օՀս)3 — «ОД» О,

которое, после замены индексов, равносильно уравнению
0>*<ւՀ — и>!*аг] = 0,

а последнее уравнение, в силу системы (3), эквивалентно уравнению
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.   "= - ---- ----- ■= — -------- —• ........ . .... ■ - ֊ ----

(«?' 4- ?Հ! ; ‘°})՜2 4՜ (И' - в*') ՛Հ՜Ա»;' + (fa' ՛(?') (^Г 0. (26
В силу условий 19) уравнения (15) и (26՛ совпадают. Обращение в 
нуль всех коэффициентов уравнения 26 означает, что конгруэнции 
(Л4։) и (Д3А4) принадлежат к одному линейному комплексу.

Армянский пех институт
нм. X. Абовяпа Поступила 27 X 1958

U. Ծ. Կւսրււււէ|հտսսհ

и ԶՈՒՅԳԸ եՎ 7' ՋՈՒՅԳՒ 1Tb mb 1ԱՏԿՈՒԳՅՈՒԱեԸԸ 

Ա IT <l> n Փ n h IT
Աչխաաութլան մեջ դիտարկվում են k և k' երկու կոնգրա ենցիաներ, 

որոնք միացվում են երրորդ կոն գրա ենցիարւ վ ալնպևս, որ վերջինի ւիոկաէ 
< գծավոր մակերևույթներից մեկր որսականի ի-ին, մ լա.օր ի՚֊ին։ Ապա­
ցուցվում Լ, որ՝

է. Ալդ գծավոր մակևրհ ա լթնևր/լ միակն են, եթե (kk') դ՚՚՚րր՛ / չխ
2. Եթե (kk') կոնգրուենցիաների գւո լգր ք է, ապա գծավոր մակե­

րևույթներից ցանկացած մեկր (Հնարվում / կամավոր, իսկ մլո։սր որոշվում 
Լ միարմե ք ձևով:

Եթե ա լգ գծավոր մ ակե րե ո ւ լթները համապատասխանում են մ իմ լանց, 
ապա նրանք կոչվում են գլխավոր գծավոր մակերհո լ լթներ. իսկ (kk') 
4"լյ՚ք1' կ՚’չ՚1"1^ է A Դ՚՚՚ւ՚Ւ՝

մ. Т-ից տարրեր .4 գուլգի մեջ գո/ու թլոլն ունի միակ գլխավոր մա- 
կերե ուլթր։

•է. Г ւրսլգում գո լու. թլոլն ունեն սււ/նվագն երկու գլխավոր մակերևուլթ- 
ներ: Ալդ մակև րևուլթներր համրնկնու.մ են նրանց գլխավոր ուգգոլթ յանների 
հևա:

•՜>. Г՛ և k' գուլգին համապա աա иխանոգ ուգիգների րնաանիքր 1}Համ 
Հիոկուսալին Հ մ իմ իա (ն ալն գեպքամ, երր նա կամ /1 դուրքի, կամ 7 գույդի 
արաաւգաակերոււեւ էք րսա որում .4 գա.լգի հ՛ամար նւո ունի միալն մեկ {իո- 
կուօ, իսկ I դու (գի համար՝ երկու ւիոկու ս:

6. 1>թե ղուլգի գլխավոր գծավոր մ ակե րև ո ւ. լթնե րր համ ցնկնում են որեէ 
կոնգրուենցիալի ասիմպասաաէրււն գծավոր մակերեսւ. (ի/ների հեա, աւգա Г-ն 
դաոնում I; կամ Г-իանկիի կոն՚֊իիգուրէււցիան կամ նրա օժանդակ կոնգրուեն- 
ցիաներր պաականա մ են ւքիէՀնալն կոմւգլեքւվՀն:

7. / գա րլի և նրա օժանդակ գւււ(գի գլխավոր գծավոր մակերև ա.լթնևրր 
իրար համապաաասի/անւրւ մ են:
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