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МАТЕМАТИКА

Г. В. Бадалян
• < I

О некоторых граничных свойствах функций, 
представимых обобщенным рядом Гейлора

В настом те А работе доказываются аналоги теорем М. II. Щег
лова .О поведении степенного ряда на круге сходимости" (см. 11|. 
101 130) для обобщенного ряда Тейлора

г (f) = (I)
л-0

где

1Ն- f f<r
*6(0.1). „.(г = | ■ “o(O=l. (2)

՜=1 ГГ-4 I.) 
c —°

■»
7tl = 0< 7, <-.< ••• <7_, <----- >oo, V—=эо. (3)

”։Ն T

а простой контур С здесь и впредь, в аналогичных случаях, охваты-’ 
вает окрестности нулей знаменателя подинтегральной функции.

В работе использован метод М. П. Щеглова, который сущест
венным образом приспособлен для наших целей.

Предварительно докажем несколько вспомогательных предло
жений.

Лемма А. Пусть функция g (Ի, / >0 обладает свойства.и ահ

1. существуют g (է), (Л - ( ~ ,Հ ’ j որս է >О;

2. #(/«) о 1), а -О по последовательности {6»փ где 

fm ; о, т • ՛՝.•,

где d 1 любое конечное число-.

3. ’ А'а (М ~ о (1) при է • 0.
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тогда
tmgr (/J = o(l), rn-со.

Для доказательства рассмотрим формулу
/.՛..՛ a t ‘ 1

g = ^r1֊ pi’՜' dt, + pi' 1 dt, dt., (4)

fm ln! lm
cm. [2], стр. 3.

Заметим также, что

см. [2] стр. 6.
Из (4) в силу (5) и (5՜) получаем

£(0—g(6n) = .-) +
\ ‘гп ՛

+ Տ,1Կ^“.(֊\ է^տէ„. (4')
' '■Щ/

Согласно условиям леммы можно указать число г такое, 
ЧТО

1<"+'?г(01<^ ^(0,4).

Подберем числа г и s так, чтобы

0<ր:<-տ<1 и (7)
1 — s
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Последовательность (/„’ имеет хотя бы одни, отличный от fMt 
элемент, принадлежащий интервал}'

CM. 11 ], CTp. IIO.
Пусть t'm гот элемент, который принадлежит (/,-,֊ stm) է^—րէՀ]. 

Составим

-֊ W'(W»i(7?')+«’’(e^+Iu>‘(t'1' (4">
' ՝ т > \ Ст /

где
<•>,(/) и w2 (/) определены в (5"),

и заметим, что ս։ձ(/) и «2(0 при ££(0, 1] монотонно убывают, тогда 
из условия, что

ք«(1֊տ)<ս<^{1-ր)<ս (8)
следует, что

ш։(1 — r)<w։ (~\Օւ(1 ֊ s)

и
<о2(1 -r)<a>7— )<u>a(l -s). (9)

Из (4") в силу (9) получаем
It„g-I< -l£LzkzL֊qWL+. (։)^+1|i. 

г) \£/ ^1(1—Г)

Таким образом, в силу (6) получаем

I<«g'«.),|< --2е , +<Д=У"'“Чт՜՜ S)՜' 
«1(1-И \ Լ/ ШЖ(1 -Г)

но — <_ — * <Հ —!—, значит 
5 1 — տ

где k = k(s, rj>0 конечное число.
Лемма В. Пусть функция է. > 0 обладает свойствами:
I. существуют g' (t), է>0.
2- g (^m) = о (1), no последовательности {/„}, где {/«)

У доел ст вор нет условиям

(■3) tm у 0, //? ֊> со. Нт —т- =1,

з-^.(/) = о(1), /-о, 
тогда

fmg'{tm) = о(\),
Для доказательства заметим, что при заданном е^>0 и доста

точно большом т будем иметь
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хм <«*•.

'“+1 1+« 

lg.(f)/T'+։|<C<oo, где «(0. IJ.

С другой стороны, начиная с некоторого номера, в интервал

попадает хотя бы одно из чисел է*. иначе, если

Ю)

1т —st т>

з
էт, ♦ I t«ք ։(т.

го

1 — 2

/rn.fl * — Տ 

чего быть нс может.
Это значит, что некоторый

(см. |11. стр 120

ձ.;ւսւ, 4e(t- -tit)
Заметим, наконец, что 

ш։П — £) = C-€b4֊o(tb), (12)
а 

է ֊-։

«>-(1 տ) = (1- :)Հ։ х ''.0։(х)^х<'
г 

I—t
4 (1 I - '■֊«., (1 -։) f dx

i
или

"UI-*} ֊«,1-է.. (13;
I - £

Из (4*) а силу 110), (11 , 12) и (13) получаем

M V’+1 “Հ1 1՜)
мх(м>1=ес,.г ■ +c(f) • „д’,—— jj.

или
Ug'iMII-stC. + Cje, (14)

где 
ձ «տ mln (т։,1).

Этим лемма доказана.
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Лемма С. Пусть функция g«n. г>0 обладает свойствами: 
1. существует g2(t) при />0.
2. Е(Ля) = 0(1), r«—U по последовательности |/л), где после

довательность 1^] удовлетворяет условиям геммы -Լ

3. 0(1). 1-0.
тогда

Հ՛ (էո' է„ =0(1). т - до.

Лемма доказывается повторением всего хода док.ззгпельсгвл леммы А. 
поэтому мы его не приводим

Теорема А. Пусть даны ՛
1. (лЛ}, а„ ■ <>( — )• 

\ “я /
х>

2. ?(0 £<։.». о. /€(0. 1]. 
я—Ъ

3. Игл в 1 /ст! = Տ, гое Տ некоторое число (конечное), a է„, >0 я։ - -
по последовательности, удовлетворяющей условиям (а) ,/с.м.иы Л. 
тогда

lim ծ (f) — Տ. 
t-Qr

Доказательство.
Из условия 1 следует, что ряд

?(<)== Уав»*(0 (15)
Я-Р

сходится в Г — (О. 1]
Составим

■х>

М(0=-(/)֊5 = Ми„,S (15')
Я~0

и покажем, что Հ(է удовлетворяет всем условиям леммы А.
Действительно, зная, «по внутри своего промежутка сходимости 

ряд (15) можно шфференцироввть почленно в любое число раз (см 
|2]). получаем

■ 11 / ■
я.։/» \\ ՛ ։ ֊ <г. (16)

2га * ч-Т
•
С

ПГ. + Ն)

ИЛИ
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значит

где

НС/)

Л = max aj, e.v = max | a„j„ 2<п<Л’ п>Д*
или

i'T,+'&U)l л У :------' ՛■<>■■.
,-։П<С + 7-

2

л-1
со П 1-

V ֊շ^ճ_____

^•П(с+ъ)

с

(16Չ

Известно, что
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(см. |3| стр. 8).

Это значит, что для всякого можно указать г.>0. такое, что

u”+։*<m<«. ^(о. tj). (։/>
т. е.

= о(>). «-0. (17-1
Из условия 3 и 15') следует, что

—о(1), /-0. (18;
Этим удовлетворены условия леммы А, значит

Л»*0. (19)
Согласно условию! для каждого л существует число еи > I ortfrt |, 

где ц • 0 при п • оо, значит
л— I
Пт. г ....

4Մ V I _?—Հւ. .0. (20
J П(С + ь)

НО

֊ П т- С
Sa-T«4-r I -5— ՝ =£'(');
- J П(С+Т.)

следовательно
к- J

«> П ն Ր .
փ(ո«/-յլ l (2(у)

-1 ՜" Ո(՜- + ն)
с*7 ■

Нетрудно заметить, что 
п— I

00 Ո Ն С Г ՝tr
£ Կ֊— 1-5----- —— = о(1). когда / .О ;2Ц

л-« I քիէ + ւՕ
У 1

в чем можно убедиться, повторяя ход оценки
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Из (20') в силу (19) и (21) следует, что

6ոփ(էո) =о(1), т - оо. 1,22)

Покажем теперь, что из (22) в силу свойств последовательности 
(/«} следует, что

^(0=֊о(1). է -О.

Действительно, из (20) следует, что 
a- 1 

■к? Г] 7* '*
t" '*'/)=£ • <20")

ПК+ն— и)
¥ •

где каждый член ряда правой части (20’) при էՀլ(օ, I] монотонно 
убывает, следовательно, при / - О

Z1՜7’ •$(/) 
монотонно возрастает.

Это значит, что

ձ՜" * (է«) < ք'՜Ն-? (О < (է«+1). (23)
где

‘ու 4 1 է ՜Հ- t rrt,
или

Հ-к'? 1/т .1 f ■С է՝Լ> I է) -С / —-----1'} {tm+ 1) • (23)
\ Կո' V *.՚ո+1 /

Последнее неравенство еще более усилится, если его записать в виде 

f-~Y' ^(«) <(-֊=֊ У'м. 4 (23”
\ ‘я / \ <«+1 ,/

Чная, что /л։о {/„,)= о (1) и 1<— — <մ<օօ, заключаем, что во- 
1

обще
^(0-0(1), /-0. (24)

Возвращаясь теперь к
?։-• I

~ ՈՆ Г րԿր
«И0= V :ո֊ I +^'(0. (20")

»֊՛ ~г՝‘ ПК + ь)
'с1 >

в силу (21) и (24) получаем, что
^'(0 = о (0 при t-0. (25)
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Из равенства

= g('m)4֊ Մ <t<tm
в силу (18 ■ и 25՛ следует, что

a(7) = o(D, t-o. (18'

Для завершения доказательства теоремы достаточно вспомнить, 
что

Я(0 = ?(/)-5,

откуда в силу (18' получаем 
lim ф (/) « 5. 
Г-0

Этим теорема А доказана.
Теорема А. Пусть последовательность чисел (Лл)£(0> П 

о бла дает с во й стоим и

tm . 0. т ■> оо.
(а) /

lim -2**-= оо,
tm — 0 Ли - I

■м 
тогда существует пяд У ап, такой, что

п- 0
I ՛ х

I. ая — о [ |. ) де У —т; < оо,
\Д« / , к

оо
2- ?(/«.)֊ Уа.««(П = о(1), 

/1-0
где 1,п -0 по последовательности (а ,

3. lim » /) == lim 7 ( Z).
ТнГ f- ° ’

Дем мз А. Если
т

•8/.-J = _*_! (1,-1

Ո

ос
?(Հ| = V«nMz)- (0, !|,

/ք-О
тогда справедливо соотношение

•Ьп/ = I ՜/л) ~Г՜ д i 1 ); (261
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где

Доказательство леммы.
Действительно

т оо
Տ» ?(*)= у а„|1-и>„(Г1| V

согласие։ условию

(27

Известно также, что

о< । -ojrxc.r n—^1—, 
,_շ

см. |4|, стр. 9.
Это значит, что

п —1
гп П •'

Sm ? /)! ՀՇք'V гп --Հ՜2
]՜|(Ն-7ւ)

(28

Г'(Г.
п

П ! • ! .Ն) 
Ո

129»: , = max տ т п т

Из факта 0 когда п ■*> следует, что при достаточно боль
шом т

п — I
т П>

—<֊• (30
-» Т’ Ո(Ն֊7>)

(см. [3] стр. 3 4). 
С другой стороны, 

Л— I гл

г:<г. _ п՛ լ
" (УгЛ I ՞*
П(С + ь) “ 1 спк + ъ)

О У ֊<-0
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м-1

где контур С' — оставляет вне области точку С —0;

1 Ր
О ' 1 тJ с։П(С+ь)

С՛ м-1

(31)

(31')

Это значит, что

0 < 1п — 
է (32)

Заметим еще, что

t ՝dr, 

՝։ п <- + ь ՛
*—1

Ю, когда /~(0, 1). է 1,

следовательно

(33)
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Из (29) в силу (27), :30), (31) и (33) получаем

■

(29՜)

Этим лемма доказана.
Д о к а з а т е л в с т в о т е о р е м ы. Рассмотрим последовательность 

целых чисел
{/лД 4 = 0, 1. 2,...

удовлетвори гощу ю условию

'"«+1
Игл V, — = оо. 34)

Докажем, что тогда

Этим (35:. в силу (34), доказано.
ое

Ряд Ул,. определим следующим образом: 
я-О

О, когда /г£[од. м2/( ,|
2 Դ71» когда л =/Ոշ/, /м2;4-1,..., Г/,

— Հ, ’ьЛ когда /z - гг + 1,..., ;л2/+։, "'ЛА 1

где целое число г. определено из условия
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37)

(38)

(39)

(40)

Теперь заметим, что в силу (36) частичные суммы ряда У ая 
л- 0

Sm и ձ' соответственно равны

8՛
S„. = —Sm =0, 5Г=Л. V 'л- ։|/л,.

где րյ определено в (37 .
Для краткости обозначим



тогда в силу 135) из этой последовательности можно выделить под
последовательность

6»4 6», • • • * О, 
удовлетворяющую условию теоремы, а именно: 

бти.
lim ——-— = ос. (85')

Ч/+1
С другой стороны, в силу (26)

= 1=^.1). (42)
ни в силу леммы

(43)

Из (42) и (43) следует, что

lim 'ձ {է) Ւ lim <յ> (£).
Г-0+ '-°+

Этим теорема доказана.
Теорема В. Пусть даны

1. числа ап = О л = 0, 1, 2,..., 

со
2. ряд ?(է) --Հ^ո^րՀէ), /£(0, 1], 

л-0
3. lim о (/) = ձ՝.

Гл»-04
где Տ — некоторое число, էո ֊0 по последовательности (/«,), удов
летворяющей. условию /) леммы В. Тогда

Пт '■?(/) = Տ.Г-.0+
Доказательство теоремы. Опять составляем

□о 
g{t) - »(С S = V0,M„(/)-S, 

«-<։
где

S = lim <?((/„). 
/я—»

Покажем, что удовлетворяет всем условиям леммы В.
Действительно

g(r«x) = <P(U)-S=o(li,
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при условии

=0

II
ОО ГП* С -С

I / *՛ ■=
I .--2 J П(С + ъ)
Из последних условий в силу леммы В имеем

= о (1), /и — ос.

0(1).

144)

где

Для продолжения доказательства георемы составим
и—1

со Пь Р _с
«:/) = V(c-a,1!„)-L— | / —•

-» *"■ J rifc + b)
с *-։

Это значит, что

С sup | ՛.
ի։

(45)

но
tmg'(tm) = 0(1». WOO.

Если заметить еще. что

с ’
то

М((т)вС+<7(1), т.-со.
Здесь также функция /,1՜1։ձ(/) монотонно убывающая, значит 

ձ՜4 (Ап) < *1՜ՆՓ (G < 9 (Um),
где 

U+ I f hit,

(46)

147)

или
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т. е.
М (Г«) <Г’-< (О < 0,-ժ (^41) <?'.

В силу »47) это значит, что 
= (48)

или 
/փԱ)-/.էԱ-ր) “ ОН) (49)

когда 
tm > է > Ге,* I • 0. т - со. 

Но
(Л = о D4 -/՛?(/) — 

Это значит, что 
tg (0 ֊о(1). /*0. (50)

Таким образом, имеем
giM-o(l). ^(0 = 0(1). 

следовательно, из равенства
g(0-^(M4-(/֊/«)g'(0 

получаем, что при /-0 4- 
g (0 = 0(1). 

Но 
Я(0 = ?(0֊5, 

это значит, что 
Ilm ?(/)-S. г-о> 

Теорема доказана.
Теорема В. Пусть последовательность (Ա) £ (0. 1 ] обла

гает свойствами
(|) г„ю, т = 1,2,3...... ֊^֊ = Հ

/«+-1 
где d 1 произвольное число, 
тогда существует ряд

30

т t - У а.».(Г) 
в —О

та кой, что

2. 11т ? </w) - 5, гое ( удовлетворяет условию (р) , 
ГП -«•

S некоторое число,
3. Пт ? (О'А 11т ? (О.Г-01
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Доказательство. Рассмотрим

где

п
^zz„, ռ I, 2.
.-о

Տօ=-1, S„ =
п

2 г:
In d

Покажем, что ап = О п ֊ 1, 2,... действительно

л
— Л'.-i 1 —

п—1
Z.

Это значит, что

>շ

Ъ>

так как сходится. 
7;

Рассмотрим теперь

. л֊։ 
Л«| = П С

п
по

о- О
п ՜՜ 2-t

րԿւ
fl

с '՜օ
правая часть которого после 
пишется:

применения преобразования Абеля за-

л
п ՛

“ 2тл п— О

2-i

Г'Л

r՝dZ
п н
п<՝ + Ь) »-1

=

п — О

п
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где здесь и везде 
л՛-։
Па‘ = ։

Нетрудно заметить, что при 
л

<»П(т.-л) t

«-«Ո^ + т-) ’ + <Л
» —1

следовательно.
л

<•«> Л. П (Г> ֊/>.)
f

_ ւ_ с լ ^■՝_ //х_ յ*»"'
“Srijc+A ՜ •

С

Очевидно, что
lim փ (О -/-■ llm ? {է). 

fTbV '-«+
так как

lime тМ1гп£ 
,-Zo՜ '-•»+

Покажем теперь, что существует

Ihn о (Л,,) = .$ 4- 0. ու- ֊

Действительно, возьмем произвольную пару целых чисел р> <?^>0 
и рассмотрим

О {tp) - ср (ZJ = exp (Z>. In tp] — exp (/лIn Հ) =

/
Знаем также, что ~ d"' р ։։ к ՜“ . значит 

էհ 1п</

. ֊Ч<7 —/>)1ոժ

? (6») ֊ ? (^) = СХР Լ ֊ 1Ո ' tptt,) jsin --- ------- --------

= 2Zexp( yln(V7))sin Н?-р)] «0.
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Таким образом построен пример функции «(/•) такой, что 

? (/«)=(), т = \,2,... 
но

lirn <р (£) փ llm փ (f) 
м+ м+

чем и доказана теорема.
Теорема С. Пусть
1. ал = О^у // = 0, 1, 2.... 

со
շ. ?(о=

л»1)
3. ?(/«,) = 0(1), 

где է„ 1 по последовательности [а) леммы Д. Тогда

?(0 = О(1), է -0.
Доказательство. Рассмотрим

Л
со со П7’ I

- է ֊ (/; ֊ Vfl, ւ _ Պ*--, /^(0, 1|
—՛» « ՞։/ П(С+Г»)

С »-0

и покажем, что она удовлетворяет условиям лемх(ы С.
Для этого заметим, что

fk+т.)
tw.2

Из (48) следует, что
л—1

~ Пь С
| Г' ’1 9» (<) I <- 7. Ճ I I I —----------- <

Գ
и—1

< с* У Ց - С - (’= с*, (48Չ

1 А/г. 2kZJ сп-՛2 Г1^-т-ы с

где C* = Yj max
«>շ
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Таким образом, в силу условия 3 теоремы и (48') функция ср (О 
удовлетворяет всем требованиям леммы С. следовательно.

^?,(U) = O(I). /п-оо. (49)

Сравнивая /«?' (6п) с
л- I

/'И<) = -Е(֊֊а^)’Яг 1 / = ֊֊W)

„_.ь. ) -՝• 1 пс+т.) 71
с ՝-։

заключаем, что
М(£»)=0(1), т оо.

Далее заметим, что ня (0, 1] функция է' Խփ(0 монотонно убы
вает (для чего достаточно повторить соответствующие рассуждения 
теоремы А), значит

^(^-ь А») 
или

^л»’? (t-m) / <Հ (0 < G» f ՜ j '
\ / ՝■ I m-\-1 /

следовательно и

Это значит, что 
£|>(/) 0(1), когда է ’()+. (50)

Вернемся снова к 
м-1
ГН- р .

/■к/; ճ(ք-«„֊„ւ֊;՛. ւ - 
| ПК+ն) 

с' »-։

« Пт. Ր ..
с ւ г- -- c֊^։w- <տյ)2>էՀ» ւ _ ւ *

՞-։ I ПЬ+р! 
С *-։

Из (50) и (51) следует, что
*<?'(/)« Oil), է - 0. (52)

Из формулы
?(«)=֊ <F (М + (f-
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в силу условия 3 теоремы и (52) получаем

?(0 = О(1), / *0.
Этим теорема доказана.
Теорема С. Пусть последовательность |J tm J (0, 11 удов- 

г створяет усл о в и ю

(CWml 0, Tim—~ = оо,
6//+1

тогда существует ряд
X

® (0 = У/мц (Д 
««•о

такой, что

1. ая= 0 (-!֊).

2. ?(6н)=0(1), т -ОО,

3. Пт չ (Г՛ — ».

Теорема доказывается путем повторения всего хода доказатель
ства теоремы А, но только вместо абсолютной постоянной А. взятой 
там, здесь нужно взять

А = А (т2/, ՀՈշ/.,.ւ) 
так, чтобы

1. Ит Л (/7/շ*. nt}, |) = -ք-օօ,

//H2Z+ 1 \

2. A(m>i, m^.i)— о \ — > i ֊се.
\ Т« /

Последние условия в силу расходимости ряда

всегда выполнимы.
В частном случае когда у,—•» —0. 1.2....... получаются выше-

отмсченные результаты М. П. Щеглова.

Институт математики и механики 
АН Армянской ССР Поступила 17I1959
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Լ. Վ. P«uiipU|unG

ԹեՅԼՈՐՒ ԸՆԴ11Ու ԲԱՑՎԱԾ ՇԱՐՔՈՎ. ՆեքՊԱՅԱՑՎՈՂ. 
ՖՈԽՆԿՑԽԱՆեՐՒ ՃԱՏԿՈհԹՅՈհՆՆեՐԽ Ս՜ԱՍՒՆ

Ա Մ Փ П «I» II Ի 1Г

11.շիւատութ րոն մեջ դիտա րկվու մ են 
օօ

О = 7օ 7։ Til ՜^ * * * ՜ ^ > У । ՜ — X?

թվային հաջորդականութլունր ե

?(/) = £a„<»„(f)
ZI-0

/ ՜(0, I I »>իջտկալքում զուգամետ շարրը, որտեղ

ГЬ Ր

“՚(<) = Т7 I " ~
J ГГ-Н՝։ 
с '-°

պարզ կոնտուր (.-ն րնղզրկա մ Հ ընզ ինտեզրտ լ ֆունկցիա[/՛ հայտարարի 
Ч А ր ոն և րի շրշա կ ա Ա,ր :

Օուլց I; արվամ, որ աչո շտրվքհրի համար տեղի ունեն աստիճանային 
շարվւերի վևրարերլալ Մ. Պ. Հյչեղլէէվի հարոնի իէեորեմ  անե րի րնդհանրա- 
էքաԱևերը, որոնք համընկնում են նրանց հետ, երր '^է1 — Н, П ՜ 0. 1. 2,... . 

եշենր ս'1'1 թեորեմաներից երկուսը.
?1. Օփցուք այւված bG'
1. {«M, Աո —<Հ~ V 

Հէո՝

2. ?(О=Уал(О. «€(0.1!, 
0

3. !հո ?(/,„)= ձ'. т-со
ii|iu։Lq Տ-ը վերջավոր р|п| I.. իսկ [tm՝j րավսւրարոէմ 1. tibiobjiuj պայւքւսէ! 
1։1»||ի ն'

fml0, т-со, 
է ահ- ։

u։ji| qliujjinud’
11m a (տ) = .Տ.

/-օ+
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Ր.ՍԱ1 որում՛ qnjnipjnuli ունի շարր
«G

= Уам (Z),
я—О

nptnbq

ая = о (—У У-у <оо. Սու հ (/я>) =5, 
\7л/ ~Ն

Р“Ч9
lltn ф (0 ¥= lini © (/), 
FZol г-®*

Ьрр
/„•О, /л —оо, Jim—"1 =ас.

« •* tm+ J
В. Դիցուք

<х>
2. = (/) = va,„,„ /), f£(Q, l|,

«-֊О
3. lkn®(fw) ձ', 

որտեղ ճ՜-ը ւ|երչսս|որ pj։i| 1., իսկ րավաթարում I.

tm i 0. m >«-, Jim ֊ — I
от-»/от+1

սլայմ՜ա(յնԼ|ւիԱ, ապա
11ш г (/) = S,
f-04-

ըստ որում՛ ցււյություԱ ունի ջարր

?(/)— 
0-0 

որսւԼղ
օօ

a,t, «=о(— ). У֊у<». Uni® (Z„։) ST. 
\ь/ ։ ։к «-*

ru։J9
Jim ® (/) =r Urn о (/),

bpp

tm ■> 0. m *c« - = d փ 1.
m4 1
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