
2ԱՅԿԱԿԱՆ ՍԱՌ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК А РМ ЯНСКОЙ ССР 
ձի^յկո-մաքնմատ. qfiuimpjniuGbv XII. № 3, 1959 Физико-математические иаукм

ТЕОРИЯ ПОЛЗУЧЕСТИ

У Жун-Фын

Неустановипшаяся ползучесть составных 
цилиндрических труб в упругой среде

В настоящей работе рассматривается задача о равновесии состав­
ной цилиндрической трубы находящейся в упругой Череде, под воз­
действием равномерного внутреннего давления, с учетом нелинейной 
ползучести. Задача решается методом линейных решений, данных в 
работе |1|. Особенность этого метода решения заключается в том, 
что в качестве первого приближения берется не упругое решение |4|. 
а решение соответствующей задачи линейной ползучести. Именно 
благодаря этому значительно усиливается быстрота сходимости по­
ел едовател ьных ириближений.

Решение этой задачи в предположении упругой стадии работы 
материала дано в работах В. Федорова [2|, |3|; Н. X. Арутюня­
ном, М. М. Манукяном дано решение задачи составных цилиндриче­
ских труб пол действием внутреннего и внешнего равномерного дав­
ления с учетом нелинейной 'ползучести. Задача однородной грубы в 
упругой среде с учетом линейной ползучести материала была решена 
М. А. Задояном |5|.

§ I. Постановка задачи

Рассмотрим круглую цилиндрическую трубу, состоящую из двух 
отдельных полых цилиндров с различными упругими свойствами, 
спаянных по поверхности их соприкосновения, находящуюся в упру­
гой среде. Труба подвергается равномерному внутреннему давлению 
с интенснвностЫо (/.

Обозначим через л, с, h радиусы двухслойной цилиндрической 
трубы (фиг. 1).

Не нарушая общности, для простоты будем считать внутренний 
слой о нкостенной грубой и допустим, что можно пренебречь ее ползу­
честью но сравнению с ползучестью внешнего слоя. В условиях сов­
местной работы двух слоев тонкостенная труба будет находиться в 
состоянии равновесия под воздействием внутреннего и внешнего давле­
ния с интенсивностями </ и </։ (/). причем последнее является радналь- 
г.ой силой взаимодействия между двумя слоями. Внешний слой будет 
находиться в состоянии равновесия под воздействием ^(/) и <?3{/).
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Фиг. 1.

Здесь д.,(1 является реактивной силой упругой средь*. Принимаем гипо­
тезу Винклера, т. е ?а(0 — НЛ>(/ . где к коэффициент упруго­
сти грунта (л-'г/елг3) и Շ՛?, — радиальное перемещение труби при г=Ъ. 
В силу симметрии касательные напряжения равны нулю.

§ 2. Основные уравнения и их решения

А. Напряжения и. перемещения тонкостенной трубы.
Обозначим через ortj£) и (յս\է- тангенциальное ^напряжение и 

радиальное перемещение тонкостенной трубы. Как известно

. aq-cqx(t\

с — ռ-\-Ն, (1)

, ( ԷԼ, ւՈ ад֊сд՝(() 
--------- -

Г о/-а
Откуда имеем

СМ)\ =■ (2)
if'wc Qe.tl

где — тангенциальная деформация, £՜ճ — модуль упругости гон­
костенной трубы.

В. Напряжения и перемещения внешнего слоя.
Рассмотрим внешний слон как полый цилиндр под'воздействием 

внешнего и внутреннего давлений дх է) и д.. (/).
Принимая, что материал внешнего слоя несжимаем, имеем

г =* Տ/ г 2Р = О 
или

Ճ£1Ո + £ՃԼ = Օ֊ (3)
dr г

Интегрируя, получим
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У։(<)=ЛС3...£1в{/ .

2 ь
ur(t)= 1

и . - (4)
«) = -*֊Мр<։(0.

2 г®
где. О (Z) —пока неизвестная функция от времени.

В общем случае пространственного напряженного состояния, урав­
нения. связывающие интенсивность деформаций МО и интенсивность 
напряжений з.дО с учетом ползучести материала и изменения его 
модуля мгновенной деформации, имеют следующий вид |4|:

•| Т,-
где С ՝7.՜) мера ползучести материала при одноосном напряженном 
состоянии |6| в принято С(/. = •>(■:) 11-֊ ժ ;|/ ՛]; /-[з,-(•:;]-неко­
торая функция, характеризующая нелинейную зависимость между на­
пряжениями и деформациями ползучести для данного материала, 
0(f) —модуль мгновенной деформации сдвига, -։— возраст материала 
в момент приложения нагрузки. / время, 7 —постоянная» опреде­
ляемая из опыта.

При этом принято

*<■(*) = (£г -^г֊Н^-£.<-г Ն֊м2+ -НУ*

М*) = ֊4 И ^)3 + (^֊£I2 + W + 6 4- 4֊ Վ.),

_2
3

— г
'г^ з*.<ՁԾ;

0^—3 =
2

3
^ = ^7?г, (6).

г. —— 5
2
3 '՜ Зе,- Ն-՜'

Из (4) и (6 имеем

£1(0 =

Պ֊ МП = — 77֊r3|’(z)- 
г О

Уравнение равновесия имеет вид

<*вгУ) , cr/i - М*) =0 
dr ' г
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Внося (7) в (8) и интегрируя, получим

Из УСЛОВИЙ при Г = Г, 3Հ,|/) = 71 (է) И При Г = Ь. 'ՅքՀէ) = —Ut>k —

I * c’k f /п 
— — —------— 0 (/). находим

r “J
‘ > (9)

ft (t) - ֊ — (/) = С dr.
2 b /3 .) r 

e

Для простоты, принимая G (/) — G = const, из (5) и (7) получим

Հ 4t\ - “ - 6=ЪС)] ԺՇ֊'^—’ d-.. (10)

?- 36 J ՝ (к

Приняв 
= + (11)

перепишем 110) в следующем виде 
t t

3l[t) (-.) Л' (ք, -.Ահ po, (-) |ЯК (/, ր) d-. .И (r) I) (t}, (12)

где
K{tt T) = 36'dC(/' -1, Л1 (r) « - 

(Ւ. r-

Пользуясь методом последовательных приближений |1| и огра­
ничиваясь первыми двумя членами, решение уравнения (12) ищем в 
следующей форме

Mfi = Հ"՚7) 4-К‘С) լ.-Օ&).
В предыдущей формуле

t
=!nV) -1 [ =«•) к (t. -} d-. = м (г) 6 (0. (1 >)

*4 
է է

Պ(1110 - «J’|Պ-յ к (է, .) d: = J |3}в>(т)ГЛ- ((, V) Л. (14)

Решение уравнения (13) имеет вид
о^(0 = .И(г)б(/!)/7о(Л ն)> (15)



33Нсустакониишаяся ползучесть составных цилиндрических труб

где 
t

4(Հս)-= «)*]•

•I
/?(/, х, а) |1| резольвента ядра /<(£. х) и 

t

R(t, ., «) = t ֊ Հ (,) |ր,“(Հ) + ր,'*(т) — 7пЧ֊Л

ք
4(<) = 7 ք|1 +30>7(-)]Л. (16)

Подставляя (15) ս (14, и решая полученное уравнение, получим 
t

=),1(О = И(г)(”//,(Л -,) : «|ЛЦг)Г[н։(-:. (17)

где 
t

/h(t, ъ) = ч)ГШ

м

б» (0 = м (Г) о (О Н. (է, х։) + S (/, - ) |Л! (г)Г +

t
+ -4'»ИГ յ՝«(Հ.,։)^(ր,ն)*|. (18)

Внося Յյ(/) из (18) в (19), получим

=тД- (19а)
2> и р 3 J г

с.
Из условия совместности радиальных перемещений в соприка­

сающихся поверхностях двух слоев трубы

= ^(0
Հ-е

получаем

Подставляя 
г = Ь. получим

?.(Л = ֊?—0(0. 
с 2 с

последнее в (19а) и интегрируя по г от г = с hq

L-3.^_5о = адг I о (է) к (7, X. а) (հ +

О Известия ЛН, серия «^НК-мат. наук, .Ч> 3
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+ 7? |н։ (7, + « р/։ (Ն X.) R (6 г, х) <л|,

где
~ _ 3 c~k 3 3G । /г — Ժ)
՜՜2 Т~~2 г ' b-

3(7 (ZP J3G\՞ . Ь'т- с'т
Ь- ’ ՜ т Ь*т

Уравнение (19) решается так же, как и уравнение (12)

Տ»(0 +֊֊ (՜9։^1«(է •։. »)^ = ֊^֊’ 
S J cS

t
«110+у ['M’l«(<.’. «)*-

= — Y{/’/, Ա. ч! 4֊ л 1 f . ») ն) dx J •

119)

(20)

(21)

Рассматривая R(t, а) как новое ядро, находим

МО- ֊֊^[1 + г֊ («(’.•
<.ճ ձ J

/
О, (0 - - ֊ I Н։ (է, 7,) 4- (Հ 7, a) Ht (7, 7,) </71 - 

•I
է

՜՜Տ Տ՝ յ//յ('։ն’ 4- а^(-. 2-. ’-)//։(г, Л(7, a)dr,

где R а) — новая резольвента ядра R ՝t. а)

֊վ[ւ Ւ3^(.)(ւ-^)]^

a
4/) = 00(/) + 301(Z)4֊O('h2).

Подставляя (24) и (25) в (18), получим

МО = /И (г) Ծօ (0 Ни (/, ն) 4- ЙЛ/ (г) 8, (/) Н. I /, t։) +

(22)

(23)

•2-1

(25)

+ 3 |Л1 (г Г' 1Օ(0/7օ(Տ ч)ГА' (ՀՀ ^+
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+ * [Oizi/yfJz,z) dz\ ■■

Обозначим
t

% (0 + * j 0о (t) А’ (/. а) а- = ՚Հ (է, ն)

՜ւ 
ք> ք

fl,(է) ■ =

Тогда имеем

W лисы/.

ՀՆ - |Խր)|”Ա(*. է։) + 4Հ(ր,Պ)յ 

где 
t

Ն(Հ ֊■ - |՜|՚?ւ է՜- ն) + ?՛>=!■. 4))W. ՜) </֊

/
Օ„ (Հ. նւ =« ('/? (I. X) Л [‘|4, (г. -! ՚ + (Z. ч)|”Л (г, ж)dz

У равнение (26) приводим к виду
(0 ֊ Л/ г) ձ, (/, Դ) 4֊g ! ЛПг ւ փև.(Լ t։) 4֊ 

+pw ПГЫ'. + ч)П

(26)

(27)

(28)

(29)

(30)

0օ՚ք и փ։ է, Հյ назовем функциями влияния линейной ползучести, 
а 6։ ՄԼ 'У. (Л Т|), о, • է. -։) и % (7. т}) — функциями нелинейной ползу­
чести.

Из (15), (20), (241, '27), |29) имеем

^օ(ն. ն) = հ

. 4. 6։(,,։)-Ճ1ջլ։ ■ (зо
С. •՛

Փշ (*խ ՜յ) — '?л I ն՛ ՜։1 — (“։> '։ — (՞ւ) = (Հո ՜յ) = 0

Подставляя ,30) в (9) и интегрируя, получим

=r!l ֊ 1 ֊Ւ 1 Յէ7(Ժ-Ժ-լ x
2 c r- 

х |('h(A V4-3O, ч)Н
. о/1,® _2я| ‘Int _

-------(֊7/-------? |43 (է, ն) + 4, (է, 4)) ֊ ^. (32)
Г 3 ՝ու г с

Из (7 и (23 получим
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«, (/) = 1/ А• (о,(о + (/)] + )■ зо( 1 -» ~ i'i, if, ն) +
2 с \ г-:

+ փ/3<;(ւ + 4Խ'-ն) I +(2m-i)-Clx

( \ r~ ) I' o -m [ r J

Х|'>։'Лъ) + +.(Лч)]}- (33)

Из (4) и (25) получим

i/lO = -!^--|0oIOH (34)

2 г 

§ 3. Железобетонная труба

А. Мера ползучести и функция Л(з).
Мы попытались описать экспериментальные кривые ползучести 

бетона, полученные К. С. Карапетяном [6] в лаборатории ползучести 
и прочности Института математики и механики АН Армянской ССР. 
Получено следующее соотношение между напряжениями и деформа­
циями

s,(/) =
/_ 4450
\ -։ 4- 3030

e^“’>(/) + Wlx К)՜5.

Здесь а ֊ 0,999995, р = 5-10՜6 смв(кг\ а 4-? ֊ 1,

4450
х։ 4- 3030

X Ю Л

При ծ 1 получаем меру ползучести С ( է, -) для ծ 0,5 R, где R— 
прочность данного бетона.

С(Հ С) = (՜; ЪзТ + °'28) 11 ~է'՜"՝"՝”'՜՜> 1 X Ю՜5 кг/см*. (35)

При т > 14 дней и (/ —հ) >40 дней уравнение (34; хорошо сов­
падает с экспериментальными кривыми. Наибольшая погрешность не 
превышает 20%. При с Հ0,5 R наибольшая погрешность не превышает 
26%.

В. Пример. В качестве приложения рассмотрим железобетон­
ную трубу, находящуюся под воздействием равномерного внутренне­
го давления q в упругой среде, причем а = 200 см, b — 300 см. 
с = 200,6 см, 8 = 0,6 см, Gc = 0,7 • 10’ кг}см\ Еа — 2-108 кг՝см՝, ՝>а = 0,3, 
*։ — ISO дней, k = 100/ւՀ/ճ.«\ R 40 кг1смг (прочность армированного 
бетона на растяжение).

Для простоты вычислений принимаем

■>(-.) = С, = 0,28-10՜5; т. е. C(t, -) - 0,28 [ I ֊ <?-w-,։|x МГ*сн*1кг.
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По формулам (22)֊-(34) при помощи численного интегрирования 
по формуле Симпсона получены результаты, которые приведены в 
табл. 1 (при q = \0кг!смг), в габл. 2 (при q = 15 кг/см2) и в табл. 3 
(при q = 20 кг 1см2].

Таблица 1
Напряжения (в кг/сч-) и перемещения (в .ч.ч) при т—180 диен и <7= 10 кг 1см1

-а Հյ
■s

С учетом линейной ползучести С учет»м нелинейной ползучест։i

Г С (г=/л)
мп
г—с Г= !>

180
210
240
330
510

19.30 11.35 -9.39 1.38 204.9 0.205
17.53 10.24 ֊9.23 1.72՚259.6 0.260
16.46 9.46 -9.16 —1.99281.6 0.278
14.69 8.23 113 2.43 291.0 0.288
14.44 8.10 -9.13 -2.49 291.0 0.288

19.30
17.13
15.93
14.06
13.80

г==с
%|'| 
ր=ծ г—с

МО
r--b

11.35
9.90
9.03
7.69
7.54

—9.39 1.38 204.9
—9.23—1.83258.1
-9.17—2.12 277.1
-9.14 -2.58287.5
-9.14 -2.64 287.5

0.205
0.259
0.278
0.288
0.288

Таблица 2
Напряжения (в лу/елг՛) и перемещения |в леи) при 180 дней и 7—15 кг/сл-

f С учетом лилейной ползучести С учетом нелинейной ползучести

=по 
г---с

МП
г-1՛

=,(0 
г=с

МО 
ր=հ =Л?(0 Ь’е(0 =,(0 

г с
Ч-1С 
г=Ь

МО 
г—с

•րտ 
t=b

180 29.3 16.94 -14.06 -2.13.306.5 0.21 29.30 16.94 -14.06 —2.13 306.5 0.216
210 27.11 15.46 -13.89 ֊2.13 389.7 0.39 ՝ 14.60 -13.80 -2.84 382.8 0.380
240 25.29 14.12 ֊13.70 2.52 420.9 0.422 21.50 12.21 -13.68 -3.30 407.2 0.410
330 22.85 12.46 13.65 -3.13 432.5 0.438 18.79 10.22 -13.61 -4.03 422.6 0.424
510 22.3512.06 ֊13.65 -3.22 432.5 0.438 18.23 9.74 13.61 -4.12 422.6 0.424

Талбица Ժ
Напряжения (в кг/см՜) и перемещения (в леи) при . = 180 дней и q 20 кг.е.и՛

•а С учетом линейной ползучести С учетом нелинейной ползучести

»,<и 
г с

МО 
г=Ь

МО 
г=с

МО 
г b ’аг'*' Գ<Օ =9О) 

г—֊с
МП 
г = Ь

МО 
г=с

МО 
г~Ь '■oV Ue(O

180 38.67 22.71 18.71 -2.76409.8 0.411 38.67 22.71 -18.71 -2.76 409.8 0.411
210 35.32 20.47 -18.10 -3.74 519.3 0.519 24.86 17.88 18.50 -4.30:495.7 0.497
240 32.92 18.86 -18.24 4.28561.2 O.5&3 22.31 15.91 -18.40 -6.00 519.3 0.521
330 29.38 16.47 -18.20 —4.85 582.0 0.584 16.76 12.65 -18.30 -7.24 538.7 0.540
510 2 16.20 -18;20 —4.99 582.0 

1
0.5Տ4 16.20 12 37 -18.30 —7.50538.6 0.540

Одновременно по формуле В. .'1. Федорова |2]

qaElt 3<։. — - —
5ճ«4-ծծ[ a f i( j

для случая, когда бетон не работает на растяжение при q = 20кг;<:.ч- 
получим պ»? = 1110 кг/см2.
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Из рассмотрения таблиц, 1, 2 и 3 приходим к заключениям:
1) Напряжение s?(Z), вследствие ползучести бетона, затухает. 

При пнзкрм напряжении влияние нелинейной ползучести очень малое, 
а с возрастанием напряжений деформация нелинейной ползучести 
сильно влияет на напряжения; в данном случае при q Х^к^см1 
влиянне линейной и нелинейной ползучести почти одинаково, а при 
q = 15 кг/см* и q = 20 кг;ем~ затухание напряжении o?'/j с учетом 
линейной ползучести достигает до 24% и 26%, а с учетом нелиней­
ной ползучести уже до 38% и >57'% г. е. при большом напряжении 
учет влияния нелинейной ползучести стал необходимым.

2) Напряжение s//), вследствие ползучести бетона, растет. Но 
в данном случае, с инженерной точки зрения, рост напряжений «<(/) 
не имеет практического значения.

3 Напряжение в арматуре вследствие ползучести бетона, 
увеличивается до 45%. При учете влияния нелинейной ползучести 
рост напряжений уменьшается.
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Пи «Ь>и

ՐՍՀԼՍԼԴՐՅԱԼ ԴԼԱՆԱՅՒՆ հՈՂ_ՈՎ.ԱԿՒ ՋԿԱՅՈհՆԱՑՎ_ԱԾ ՍՈՂՔԸ 
Ս.ՌԱՋԳՍԿԱՆ ՍՒՋԱՂԱՅՐՈհՍ՜

Ա 1Г Փ Ո Փ Ո |« Մ

// <-цЛш քին uut/րի հաշվււաո։ մ inf ա սա ՚1ե ա и իրվա մ / աո աձւք ական մ ի- 
չավա լրա մ ցոՀհվոդ /՛ ա'/in ՛//։/ш / էքլսէնաքին իւույովակի հա վա ս Шրակշո ո < [;!/и ւնր 
ներրին հավ ա и արա < ափ ճնշման ա դղ ձ ցո ւ թ քան աակ։ 0 1/ տա'/ ս րծ ե քո վ հավա՝ 
սա/րակշոու խ քան ՝>ավաս ա ր՚ս մ /I ե ըն՚քաներէվ արսրաբին շերտի նլու.թր ան- 
սե՚րքելի, խնդիրր բերվում է յա բու !քեեբի ինտենսիվս։ JJ յան նկատմամբ ՝Էոլ~ 
աեբքւի ւււիսքի ոչ-րքԼ^ւոքին ինտևոբա/ հավաոաբման>

И./Ч հավասարման [ուծումր որոնվում /, փոքր и/աբաէքեաբի նկատմամբ 
աա/փճանա լին տ!ա սովէ Ничи չին մոաաւիէրա թլուեը ներկա րսցնէււմ է
իմհդրի քուծէէէ.մր պծալին էէողրի հաչ՚քասսւմո՛[:

Ե րկաթ րե՚ոոնև խո/] տք ակի համար բերված են խվալին որինտկներ և 
կարքմված ևն tut]լուսակներ:
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