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МАТЕМАТИКА

Л. Л. Талал ян

Представление произвольной измеримой 
функции рядами по функциям системы Шаудсра

Функции системы Шаудера определяются следующим образом. 
Пусть а < b и [IV7/} />2 последовательности всех рациональных 
чисел интервала (a, b\. Рассмотрим последовательность

\V2 = b. W3....... \V„...

Пусть -։ է) и •>..(/) определяются следующим образом: ?։(Ա"։ւ - 1» 
?։(^’շ1֊0 и с, է) линейна на [а, ծ|, ?2(U^5i —1 и ©«(О
линейна на [a, />|.

Для //>2 отрезок խ, ծ] точками U7։, W2,.... Ж>-| разделен 
на // — 2 частичных интервалов и пусть (IV7/, U7*) есть тот интервал 
из них, который содержит IV7,,.

Функция определяется следующим образом: ?,։ 11) 0 вне
интервала (Ա7,, Ա-Հ (включая концы этого интервала), о,. (Ա՜Հ) 1
и линейна в каждом из интервалов (ԱՀ, ԱՀՈ), (Ա>„, ԱՀ).

Известно, что система ’ft (л՜). ?2(х|,..., ?л (*)»••• является базисом 
в пространстве непрерывных функций, определенных на խ. b\. При­
чем. если ք(է) непрерывная функция, определенная на [a. Z/J, то ряд

V/i?/(f) 11)

где

Ղ = ք(^\), c2 = /(ir2)..., g = /( ահ՛,- У />շ (2) 

равномерно на խ. Л| сходится к /(/).
В настоящей работе доказывается следующая теорема.
Теорема 1. Для произвольной измеримой функции f {х}, 

определенной почти всюду на խ, ծ|փ, существует ряд

• /(.v) может рашытьсн + или —֊х на множестве положи тельном меры. 
В нанес։iioii теореме ^Меньшова о представлении измеримых функций тригонометри­
ческими рядами |1] преднолагастси, что представимая функция конечна почти всюду.
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»

•—
Л- I

который сходится к f х) почти всюду на խ, ծ|. Причем

11m сп = 0. 
П-щ

Для доказательства теоремы нужна следующая лемма.
Лемма. Пусть f[x) почти везде конечная измеримая функ­

ция, определенная почти всюду на [а, Ь\.
Для любого г > 0 и целого положительного п можно опре­

делить действительные числа а„, а-„ i,.... ат и множество 
/:<=|л։ Ь[ такие, что выполняются следующие условия

Г. < 2 «• : k п'

*2՜’. mes Е I — г 
то

.3°. | V Uk*k (х) /(х)|<£ для любого х^Е

k*ji

4°. у a^k(x') ,<;/|Л')| + £ для любого хб-Е 

k-n
и s = п, п-\- 1,..., т.

Д о к- а з а т е л ь с г в о. В силу теоремы Лузина существуют не՝ 
прерывная на խ, ծ] функция gi>) и множество ք0^խ., Л] такие, что

/(х) = £(х) при x(:Fa (3)

mes/:n>1 ֊֊֊-• И)
—

Из построения системы 1?л(х)} и из (1) и (2) легко видеть, что 
для каждого из интервалов (ԱՀ. №’*), полученных разделением от­
резка խ, ծ| конечным числом точек Uy։, U'z2,..., некоторая 
бесконечная подпоследовательность ?д։1л), «^(х), ..., ?»*/(*>,... по­
следовательности {tprt(x)) будет обладать следующими свойствами:

а) = 0 при л-н (Ա?յ, W’fc) у = 1, 2,...
L>) для любой непрерывной функции '(.v). определенной на ин­

тервале (ԱՀ, и такой, что (IV’J = - ( НЛ) ֊ 0 ряд

լ CiltJrikJ (х), 

а՝де

<?/Л1 = ՜ ( IV'r i ), ■ • . с i*, = т (ll7,-/.- j] — \ Ciks^ik.^ U'ZB7), 
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а через Wlkft j = 1. 2,..., обозначается /-тая рациональная точка по­
следовательности рациональных точек IV'2, 1ГЛ,.... Wn,... отрезка 
խ, ծ], попадающая в интервал (U7/, W,}, равномерно сходится к'(х).

Заметив, что система փ»ւ (х). ?м-2(х).... для отрезка |Ա7,-, И7,] 
строится точно так же, как система (фя(х)/ для [а, ծ|, легко видеть, 
что имеют место также следующие условия

с)
յ-\ х€(«7/ IF,)

для любого xi-(lV'l՛, \Vk) и л= 1, 2.....

d) 1^1 <2 inax h(x)| /=1. 2....

Пусть .V > п настолько большое число, что в каждом из интер­
валов (IV'/, U7,). полученных разделением отрезка |а, /?| точками 
1V1։ Ա՛Ղ,..., IV'_v, колебание функции g'(x) меньше чем s;

Внутри каждого интервала (Wzi. №*) возьмем интервал (Ա’Հ. U7,), 
IV/ Ա7,-<Հ IVZ, так. чтобы

г, - սՀ> iv',֊ г, ֊ ~ (5)

Функцию g'(х) на отрезке խ, ձ| определим следующим образом: 
для каждого интервала (IV/. IV/) полагаем

g'(x)=g(x) при х^Н/', «Հհ g\\V>] = ^(Г*) = 0 (6)

и линейна в промежутках (IV/, IV/) и (IV/. IV/).
Очевидно. g'(x) будет обладать следующими свойствами

max |g'(x)|< max |£(х)|; (7)
IF,) x€(W. IV/)

2
mes £ |£ (x) Ф g' (x)| < —- (8)

В силу условий b), c), d) для каждого интервала (IV7?, IV\) 
можно определить действительные числа ..., aiSiS> такие, что
выполняются условия 

I

|7-«

У 1 XI

I7՜1

при xg(\V7, IV\);

max

(9)

(10)

для любого x>'(U7i. U7,) и 1 < s

^,/1^2 max |g'(x)| ./= 1. 2,, f. (11)
xfcfiF/. IF,)
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Перенумеруем функции (x) в порядке их следования в после­
довательности (?Л(х)). Пусть эти функции будут ?,,(х).......
<?*(*)•

Так как все эти функции получены после Л-ого шага, где 
Л’>л, то *։>я.

Полагая ач a^j, если (л) = д ֊ 1, 2....... $) и а,«0

при г r/=l. 2,..., s и принимая во внимание условие а), мы 
видим, что числа an.i «/. где полагается / = *., в силу (9), 
(10) и (II) будут удовлетворять следующим условиям

«)
г
Ем*
Л-п

для любого х խ, Л|;

для каждого интервала (Ա՚ձ. U’*) имеет место

fc-n

I Я' (Jf) 1 
х€(П *'*)

max

для любого х( ( U7,, Ա7») и л < s < /;

*.) |а*|<2 max для любого п k I.
Х£[а, ծ|

Принимая во внимание (7) и (8) н учитывая, что колебание функции 

на каждом интервале UZ,. IV,) меньше чем ֊■» из условий а), 

и ;) мы видим, что нами доказано следующее.
Для любого и целого положительного п можно опреде­

лить действительные числа а„ ....... at и множество Foc:|a,
такие, что выполняются следующие условия

а') | | < 2 max л<Л</
*€lfl« Н

?') mes ЛГ0 1—£
i

Va*cp*(x) -£(x)
lt-n

s

*—л

При x^Eq

<|g(*)| + ‘-

для любого A'('Z:0 и л
Ясно, что если мы 

столько большое, что

s i.
возьмем целое положительное число /И па­

тах
А€|а. *1

2g (*)
Л1
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и воспользуемся условиями a’), {Г), Հ , S') М раз, взяв в этих условиях 

— вместо г и каждый раз беря п больше чем номера всех функ- 
2/И 
цнй, участвующих в предыдущих шагах, то мы определим действи­
тельные числа ап, а„+ь.... ат и множество Е<> такие, что будут вы­
полняться следующие условия:

1) I < £ k — п. и \, т

2) mes £Ь > 1

3)
т
У а.^(х) -£(х) л՜ г Zfo

(х) 
k—n

<lg(*)l Н

ДЛЯ любого х£Е* И Ո ՏՀ tn.
Обозначим E*=FQ-Eo. В силу условий (4) и (2) будет 

mes Ճ > 1> — a — s, 

а из условия (3), учитывая 1), 2Լ 3) и 4), мы видим, что выбранные 
нами числа а1Ь дя+ь..., ат и множество Е удовлетворяют условиям 
леммы.

Доказательство теоремы. Пусть F\x) измеримая функ­
ция, определенная почти всюду на отрезке '[а, ^1- 'Обозначим через 
Л+ и .4 те множества, где функция соответственно равна 4- оо и 

со, и через В множество, где f(x) принимает конечные значения.
Имеем:

mes Д+mes Д-4-mesB = ծ а. (12)

Пусть {տ*| — последовательность положительных чисел, таких, 
что

ОО

Л- I

Функцию /Дх) определим следующим образом:

Л(Х) =

fix] при xfB 

4-1 при xf/և 
— I при

(13)

(14)

Применяя лемму для /։(л), £>0, п = \, определим действитель­
ные числа а.,.... a,h и множество Eh такие, что выполняются ус­
ловия
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1°. I ak J < e։, Zr= Լ 2,... . л։

2°. mes £j > b — a — i։

3°.

4е.

«I
Vflm(X; —/jlx)

s

*֊1

< 1/, (A-)l + 4

для любого x£Et

для любого X Ւ

и տ = 1. 2,..., л։.
Предположим теперь, что числа </։. л2,..., ап........ ап> и

множества Ev /Լ.......... Ei определены.
Положим

//мС-И —

Л/
/|Д- у<и?*(х) при В

*- I

-г ։ при +
— 1 при л(£Л_.

(15)

Применяя лемму, для Л,։(х. «/+> и п, f- 1. определяем действи­
тельные числа аП։ . Խ аЛ| + 2......... aW4.։ и множество £i+։ такие, что вы­
полняются условия:

Л) п, 4-1 Հ п < ։

/Ի mes Ец. j> b — a —։i+։

C)

D)

ГЦ+1

k=ni • 1

У "*? (*)
*= Я|-+ ։

<։,+ • ДЛЯ любого Հհ Ei+է

Վ f i • i 1 X 4՜ -» r I

ДЛЯ любого nt 4֊ 1 <.S <4i+t.
Таким образом мы определяем последовательность действитель­

ных чисел л,, а........ апи последовательность множеств Ел, Е2.......
которые удовлетворяют условиям Д), В), С) и D), а /н։ (•*) опреде­
ляется условием 15) для любого i 1, 2,....

Покажем, что ряд

(16)
*-1

удовлетворяет условиям теоремы.
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Из условия А) вытекает:

Нт ап = 0.

Положим
■» -х,

£ - V П 

ж- I ♦~я
17>

В силу (13) будем иметь

roes /: — b — а. (18>

Покажем, что на множестве Е ряд (16) сходится к / lx).
Пусть х^ЕА..

Начиная с некоторого номера лг будем иметь

х£ЕпА, для любого (19)

Пусть —наименьшее число из чисел Л/, фигурирующих в 
условиях Л). в). С) и D), для которых />лх. и пусть л>'б.. Ясно, 
что для некоторого i, i > /0 будем иметь

ո.<Լո <лнь (20)

Имеем

Ո Ո{, п
^аь<?<(х)= У л»^(х), (21)

*֊> *-’• * = п/։+1

л 1 я»+1 л/+1
У V ат(х)— v а:?д(х). (22)

л։4-1 fe-ո 11

В силу (19) и (15) х) = 1 для всех տ, поэтому из ’условий С) и 
D) получаем:

I Ո/tl էУ V а<:. х)1> У(1 Լ),
•-4*=Л,-Н

ЛГ*1
У <Н?* V) <2ւ I + «ж)-

Следовательно
Я /
լ ^i?»(A-)> լ (1—«»)—2(i I «мժ.

k^nt^ +• 1

(23)

(24)

(25)

л - П + 1

Если и -* оо. то /-* о© н в силу (13), (21) и (25) получаем
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a
lim У ak<?k- (-<) = 4-oo для любого хС:ЕАь. (26) 

п — *■ I
Точно так же можно доказать, что

п
lim У а*<рЛ(х) = — оо для любого х^ЕА-.. (27)
0-« Л-1

Пусть теперь х^Е-В. Для некоторого целого я,- будем иметь

х^В-Еп при п > пх. (28)

Возьмем /0 настолько большое, что /„ — 1 > л .с и пусть Пред­
положим, что п удовлетворяет неравенству

ո,ՀԼռ<.ռւ^\. (29)

В силу (15) и условия С), где вместо i подставлено / 1. будем
иметь

У։г**Л. (д-i /(д-) 
ft-l

а из (15) и (30) следует

I//+1W1O.
Из (29), (31) в условия I)} следует

I п
У, (1^к(х)

М-1

В силу (30) и (32) имеем
/I

(х)—/(х)
Л-1

(30)

(ЗИ

(32)

(33)

Очевидно i -- оо, когда /z — оо, и из (33) и (13) вытекает

Нт Уадл(д-) =f(x},
Л- I

где х произвольная точка из множества Е-В.
Теорема 1 доказана. Возникает вопрос, существуют ли ортонор­

мальные системы, обладающие указанным в теореме 1 свойством си­
стемы Шаудера?/

Справедлива следующая теорема:
Теорема 2. Какова бы ни. была полная ортонормированная 

система функций ,?п(д);, определенных на (а, />]. можно опреде­
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лить ортонормированную систему !Фп(х)). обладающую следую­
щими свойствами:

а) каждая функция Фя(х)л=- 1. 2,...) есть конечная линей­
ная комбинация функций системы (®,(х)}.

б) для любой измеримой функции /(х), определенной на 
|«, />|*. существует ряд

об
Տ<։.Փ« Ч

Л**.է
который сходится к /(х) почти всюду на խ, ծ|.

Мы будем пользоваться следующей леммой, доказанной п ра­
боте |2| (см. также |3|, стр. 381; следствие леммы 31

Л е м м а. Пусть (?- (x)J — полная ортонармированная система 
на խ. и /(х)£ Л}|а. &].

Тогда для любых : 0 и п>\ можно определить действи­
тельные числа сп^\, • . <’п ч янжество /?с:|ц, ծ|, обладающие
следу ющими свойствам и;

m
I) /(х)֊ V С|?<(х)

*-«+։
< «при х Е

2) աօտճ>ծ- a -s
3) |«к ,^е А’ = м4֊1, п 2,..., т).

Пусть Р„(х) все полиномы с рациональными коэффициентами 
и (։„} последовательность положительных чисел таких, что

lim гв = 0. (34)

Применяя лемму, мы можем определить последовательность функций
kn -1

Ф’(х1= V с,-©их) (л =« Լ 2....)

/=-М֊1
и последовательность множеств ՛Հհ, такие, что

I Ф‘(^) — Р-(х) <ея при х £ Ея (п = 1. 2. ..J

mes > ծ - а — ч (л = 1.2, .-)•

При этом можно предполагать, что £ւ<ՀՀ։շ<Հ-• • < k. 
Положим

(35)

(36)

(37)

. . Ф, (х) 
Ф«(Х) г- - 

|Ф4Х)|
Ф« (х)
’л+J \"» (ЗЯ)

Очевидно {Фя(х);
• Функция / (д)

есть ортонормированием система.
может p.iпняться +эо идк —оо на миожссгпе положительной 

меры.
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Из (361 и (37) вытекает, что последовательность обладает сле­
дующим свойством.

Для произвольной, почти везде конечной измеримой функции 
g(x), определенной на [а, ծ], каковы бы ни были и нату­
ральное число Л’, существует функция Ф„ (х), где «>Л/, такая, что

тЕ{ 'Ф«(х) g(x)!>3)<s. (39)

Пусть /(х — произвольная измеримая функция, определенная 
на |д, ծ], и — последовательность положительных чисел таких, 
что

У Ъ < + оо.
А՛ - I

•40)

Возьмем последовательность {gjt(x) ) почти везде конечных из­
меримых функций такую, что

Нт^А(х) = /(xi (41)

почти всюду на խ. ծյ.
Легко видеть, что, применяя свойство (39'1, из последователь­

ности (Фя(х)) можно выбрать подпоследовательность {ФЯ/(х)}։ обла­
дающую следующим свойством

rnes Е
k

(*) £*'*)
/-ւ

П ос. ։ едовател ьи ост ь 
дующим образом

(42)

действительных чисел [aj определим еле-

ИЙ(х)!1 при S = Л/ (/ = 1,2....),

О при s ֊-Ճ- п։ / — 1. 2,...).

Ряд

43i

У^ФДх)
Հ-J 

будет сходиться к f (х) почти всюду.
В самом деле, из 38) и (43) следует, что

ОО оэ
Va^(x)= (х). 144.

Л—J 1"1

С другой стороны, из условий (40: и (421 следует, что

>Պ» ) <
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Inn 
л-«

к -֊£*(*) (45)

почти всюду на |а, /?| см. например |3|. стр. 372. лемма I).
Из (41) и (451 следует, что

Um У փ; (х)=/(л-.| 
к-- —

1-1
почти всюду на [а, ծ|.

Отсюда, в силу 144). ряд

£&ФЛ-Н

будет сходиться к /л) почти всюду на [а, />]. Теорема 2 доказана.
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(К. Ս». քմ։Աէ[ւսԼւ։։ւքւ
ՑԱՆԿԱՑԱԾ ՋԱՓեԼՒ ՖՈՒՆԿՑԻԱՅԻ ՆԵՐԿԱՅԱՑՈՒՄԸ ՍԱՐՔԵՐՈՎ- 

ԸՍՏ ШКШЬ ՍԻՍՏԵՄԻ ՖՈՒՆԿՑԻԱՆԵՐԻ

Ա Ս' «1» II Փ ո հ 1Г

Ապաւյսէ.ցվոէ մ են հետև լալ թևորելները?
Թևորեմ 1. l;li|>uiQ[ib|ip • Շաո» դերի и իստեմն I.' որոշված

|<7. b\ (Խռովածում: Այդ դեպքում ցանկացած / .է) շաւիելի ֆունկցիայի 
КинГшр դււյություհ ո։.1։|ւ

ОС
V С„^я(х) 
a- ։

շարք, որը (| ու դամիաու if I. f (д* j ֆունկցիային համարյա ամենուրեք |ճ, /?| 
fiuiuujuiAnuf, ընդ որում

llmc-'n =0. 
я»֊

Թ ե n ր ե մ 2. Ցանկացած |9п'(л*)} սիսսւհմի նամ՜ւսր, որը սրրոնորմւսլ 
I; հ |րի։| />| 1։աաւ|ածո։ մ. կարե|ի 1. որոշել |<Z. />յ-ում օրթոնորմալ
{Фл(Х ՚ սիստեմ, որն ունի նեւոհյալ ւասւկա րյւււններլւ'

ա) Յա րաըանչյո։ ր Փ.։ (л՛), (// — 1, 2,...) ֆունկցիա նանդիսանում հ 
՚ zn (X սիստեմի ֆունկցիաների ։|երչաւ|որ դծային կոմբինացիա.

ր) {մ, ձ| նսոովածո։ if որււշված ցանկացած՜ չափհլի / (.V) ֆունկցիայի 
К ամուր դոյու թյուն ունի
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05
V олФ„ (x)
л- 1

շայւք, npp <[ու.զամիսաւմ I. ք ix)֊|։G Ihud’uipjiu uu(bfint.pb|>:
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