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ТЕОРИЯ ПЛАСТИЧНОСТИ

Н. X. Арутюнян

Плоская контактная задача теории пластичности 
со степенным упрочнением материала

В настоящей работе приводится решение плоской контактной 
задачи теории пластичности со степенным упрочнением материала.

Согласно упругой аналогии решение этой задачи тождественно 
решению плоской контактной задачи нелинейной теории упругости, 
при степенном законе связи между напряжениями и деформациями, 
когда последние развиваются в определенном направлении.

Предварительно, в § 1. решается непосредственно в перемеще
ниях, задача о пластическом равновесии полуплоскости со степенным 
упрочнением материала, находящейся под действием сосредоточенной 
силы, приложенной нормально к ее свободной поверхности.

Далее, пользуясь этим решением, в § 2 доказывается, что, решение 
плоской контактной задачи гёории пластичности со степенным упрочне
нием материала сводится к решению сингулярного интегрального урав
нения Фредгольма первого рода (2.17) с ядром Klt,x) է х‘՜' 
(օ<:».<ւ;ւ.

Пользуясь методом, предложенным М. Г. Крейном |1] для ре
шения интегральных уравнений первого и второго рода с ядром вида 
I\(t,x) = H{ ։ л* Լ решение основного интегрального уравнения 
контактной задачи (2.17; для пластичности со степенным упрочнением 
можно представить в замкнутой форме как для случая симметрич
ного. так и кососимметричного нагружения сжимаемых тел.

В качестве приложения рассматривается контактная задача о 
давлении жесткого штампа г плоским основанием па нелинейно-упру
гую полуплоскость пол. действием сосредоточенной силы Р или мо
мента /Ио, приложенных к середине штампа.

Отмстим, что предложенный здесь метод решения контактной 
задачи теории пластичности со степенным упрочнением нетрудно рас
пространить на весьма важную для практики задачу о контакте двух 
сжимаемых гел в условиях установившейся ползучести; при степен
ном законе связи между скоростями деформаций и напряжений пол
зучести.
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§ I Равновесие полуплоскости, нагруженной сосредоточенной 
силой, приложенной к ее свободной поверхности

Рассмотрим задачу о пластическом равновесии полуплоскости, 
нагруженной вертикальной сосредоточенной силой, приложенной к 
ее свободной поверхности, при наличии степенного упрочнении мате
риала фиг. 1). Эта задача а условиях плоской деформации, в напря
жениях, была решена В. В. Соколовским |2|. который нашел распре
деление напряжений, и деформаций в полуплоскости при одновре
менном действии вертикальной и горизонтальной си։. приложенных к 
се поверхности

Однако задача определения перемещений в рассматриваемой по
луплоскости пи заданным компонентам деформаций, приведенная в 
работе |2|, своди гея к решению дифференциального уравнения с пе
ременными коэффициентами, которое и замкнутой форме не инте
грируется Поэтому в этом параграфе дается решение »гой же за
дачи непосредственно в перемещениях, гак как именно в такой форме 
ош» нам понадобится в дальнейшем при исследовании плоской кон
тактной задачи теории пластичности со степенным упрочнением ма
териала.

Воспользуемся уравнениями теории упруго-пластических дефор
мации при плоском деформированном состоянии тела в форме

г. = — («. ։).

П.1) 
£֊=().

Фиг. I.

Л где

* = =• = — (։,+ ։.). Н.2)!

написанной в предположении о 
несжимаемости материала

£ = =г 4֊ Կ = 0. 11.3)

В зависимости (1.1) чер з обозначена интенсивность касательных 
напряжений

Պ -= J ։=/ -- г ’ ♦ Հ-->1) г ь
а через с, -интенсивность де>|юрмаций сдвига

«г = ту- V (v — и)* 4- («/ — կ )*-ր (•/-“ »•)* 4- - ՚ 1
I' о

Уравнения равновесия в цилиндрических координатах (г, 9, г при
менительно к этой задаче имеют пил
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Ժ I I — к<И
<1Г (Л

Зависимости 
смещений

диZr ֊ --- -
dr

оц 
ծք։

+ րժ- +2тЛ = 0, 
or

(1.6)

между компонентами деформаций и компонентами

լժէ> ւլ
ր dh ր

dv է» 1 du
•2тн> - •— ֊ 

Օր г г (Л

(1.7)

dz
-0,OW

где и, v н ս՛ компоненты перемещений вдоль направлений коорди
нат г. О и z, дают дифференциал ыки* уравнение совместности де
формаций в виде

— 4-րՀր:։ յ. 2ր (Ո' — ր °Կ -2г'1 ,И 2 - -0. il.«)
<)0? օր՝ dr dr ardh ah

Граничными условиями заллчн являются

34=Ն=0 при 9=+֊. П.9)
а-*

т. о. на свободной поверхности полуплоскости отсутствуют внешние 
условия.

Условие пластичности с упрочнением материала принимается в 
виде степенной зависимости между =, н =.:

Պ = (1.10)
где А’ и р —физические константы, причем О < р Վ 1, гак как кривая 
деформаций .1.10) для реальных материалов в состоянии упрочнения 

9
обращена всегда вогнутостью вниз. При А' - -у Е и ч = I имеем 

обычный закон Гука для идеально-упругого тела.
Будем искать точное решение поставленной задачи н переме

щениях в следующей форме:

« = *|/։(r)Z'(5)4-A(9j|,

? = Д(0)|. (1.11)

К-*՜ 0. х = ± 1 .
где /։(г)./s(r), ZiO) н /о(0 —некоторые однозначные и непрерыв
ные функции, подлежащие определению но всей полуплоскости 
—L б н г > Q.

2 2
Из первых двух соотношений (1.7) имеем

(1.12k
Г
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Пользуясь соотношениями (1.12) и условием несжимаемости материала 
(1.3), находим

AW֊֊ [ЛИ-г ЛИ1.

Положим, что касательное напряжение во всей полуплоско
сти равно нулю. Тогда, в силу (1.1) и (1.7). будем иметь

^_5'+1^=0. (1.14)
дг г г дг>

Подставляя в (1.14 выражения для компонентов перемещений и их 
производных из (1.11) и пользуясь равенством (1.13 . для определе
ния функций/0(г/), 7(0 и Հյ (г> получим следующие дифференциаль
ные уравнения:

• '՛ ^(|. (М5)
7"(0) Հ֊/ 0) = О,

и 
гТрГ' ֊; гЛ(п ֊/։ւր)[1 ^1=0, (1.16)

не — параметр, подлежащий определению в дальнейшем.
Общий интеграл уравнения 11.161 есть

1։_. 

при —օշ<լ>,՜<ՀԼ

1 ie С\ в С..- постоянные интегрирования.
Принимая очевидное условие, что при г՜ »со перемещения и 

и г должны быть конечными, в силу соотношений il.ll), (1.13) и 
(1.17 получим, что Сх 0. Тогда выражение (1.17) тля (г примет 
вид

/1(г) = г ' '՜ (— ее<>?<!., 11.18)

где для простоты дальнейших выкладок принято С\. 1.
Пользуясь выражениями (1.7), 1.12 , (1.131, (1.11) и (1.18) на

ходим 

ври этом функция ZiO) является решением уравнения 1.15).
Интенсивность деформаций сдвига հ пеплу соотношений 1.5) 

и (1.19) будет

1 i ֊ -г 1 " / 1.2(1)

а интенсивность касательных напряжений з/։ равная согласно (1.4),
1.2.1 и (1.14) «|= | вследствие степенного условия пластич

ное ги с упрочнением (1.10) определится формулой
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v='b-,l-A-|. ('Դ(Վ 11.21)

откуда

о,==«+>.2К I ут^Рг՜'1*1' ։՜“ ’ ■/'(«> р (1.221

Полученные выражения (1.19), (1.20), (1.21) и il.22_i для компонен
тов деформаций и напряжении, в силу равенств (1.10), (1.19) и (1.15). 
тождественно удовлетворят как уравнению пластичности (1.1), гак и 
уравнению совместности деформаций (1.8).

Подставляя выражения для компонентов напряжения из (1.22) 
в уравнения равновесия (1.6) и учитывая, что = О, находим, что 
эти уравнения будут удовлетворяться, если положить

_ 1,
I* (1.23)

go = const.

Но на свободной поверхности полуплоскости напряжения отсутст
вуют, т. е.

3» — Հր0 — 0 при О = + Հ-*

Это условие будет совместимо с (1.23) только в том случае, если 
принять =6=1) повсюду. Тогда (1.23) примет вид

(1.24) 
GQ = 0.

Приравнивая компонент главного вектора усилия, действующего в лю
бом сечении полуплоскости, ограниченной цилиндрической поверх
ностью г - const, заданной вертикальной силе Р, получим равенство, 
которому должно удовлетворить напряжение з,

Р = — Տ zr • cos fj • rdi. (1.251

Из соотношений (1.24) следует, что, при 0 < р 1. параметр изме
няется в пределах — օօ<Դ.* 1, причем знак равенства р ֊ X* 1 
соответствует, согласно (1.10). случаю равновесия упругой полу
плоскости.

Перейдем к определению смешении и и v в полуплоскости.
Решение первого дифференциального уравнения (1.15) есть

Д (0 = С. cos С 4֊ Со sin 0. ՛ 1.26)

Решение второго дифференциального уравнения (1.15) будет иметь, 
б Ипвепиа ЛН. серия фи։.-н.и. паук. .4 2
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различный вид в зависимости от значения н- Для р- == ֊ 7|0) есть
2

линейная функция
Х(6) = С3 ЬСД (1.27)

а при յւ =* ՝ , ZiO) выражается, через тригонометрические илиг ипер- 
2

болические функции, следующим образом:

/ О С, cos аО -г С4 siti /Л р-> —
2 (1.28)

7. (6, = С3ch аО 4֊ С., sh л0 }*<֊—»

г 2ц. — [
где ^-г—------- . а Са, С., С5 и — постоянные интегрирования.

Г
Положим, что (рассматриваемая полуплоскость не смещается в

горизонтальном направлении и не поворачивается, да к что, при
ОжО, у-=0. (1.29!

Тогда согласно (1.11), (1.26), (1-27) и (1.28) будем иметь

Գ = Գ = 0. 11.30)

и выражения (1.26՝. (1.27). 1.28) для функций /в(0) и х(&) примут 
вид:

/о(0 ; ֊ C6sin О, 

х(в) = е,б и=±.
**

Z(V) = С4 sin /О Н->4’

Z (0 | = С., sh ,36 JJL<4’ 

где I и 3 связаны с так:

г. . 2р֊1 Б,__ 1-gp
а2 р2

Теперь, пользуясь равенствами (1.22), (1.25i и (1.31), определим 
значения постоянной С.. Будем иметь

(֊. _________Рт _
/<”im 1)J”(|1) ’

где положено
1 т = —, у. = — 1

!л
J(uj=4 11 = 4'

(1.32)
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/(н = 4/'Л cos Zo/cos OrfO

83■ ... ■

(1.33i

2
./1 u) = 43 ‘ I ch 39 cos 9 <79

0

Л' ни- физические константы, которыми характеризуется, согласно 
(1.10), модуль пластичности материала.

Подставляя в соотношения (1.11) выражения функций 7. |б ,/о(0), 
/։ (г. и /։(г и их производных из (1.31), (1.18) и (1.13), после неко
торых преобразований, получим, для определения перемещений, сле
дующие формулы:

рт
Кт[т -

ր'”"Հ(0. jiJ-C.cosO,

(2 —m)P" 
֊!)/%>)

u,-}-CesinO.
11.34)

где введены следующие обозначения:

т( (0, ;л) — 6

i)(0, |i = sin/0

Т, О, UI = sh 80

(1.35)

и использовано значение С։ согласно формуле (1.32).

Перемещения точек границы полуплоскости, т. е. при 0 = ±—> 
2

будут

[м| с=|«1 г=ВРтг'֊т՝9 ջ- Э— -у-
խ|(__ ,= —|Վ ,Л= + (1*36^

где положено
Д = 0: й=------- !— р=—.

16 № 2

1/П —2)sln— /cos —
2 2 1

? =^“(m-TlV",((l)’ "Г(т--1)Г(И ^^՜շ'
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(т —2) Sh 3 Հ՜

/<"’•/л -1)Г(у)

Полученные выше формулы справедливы, когда материал находится 
в состоянии упрочнения, г. е. при 0<յւ< I.

Отметим, что. как следует из формул 11.36) и (1-37'. при ква
дратичном законе нелинейности, т. е. когда ч f 1 fр. - ֊■ • /л = 2 ). 

все точки границы полуплоскости в вертикальном направлении имеют 
только жесткие смещения, равные и \ - v , _ = С.

Пользуясь соотношениями (1.22). (1.24). (1.31 и 1.32), для на
пряжения получим следующую формулу

3,= _?/։|’ճ1ճճ1է, (1.38)
г./ (и)

которая совпадает с формулой, полученной В. В. Соколовским [2] 
другим путем.

9
В заключение рассмотрим случай, когда К = k Ւ.— модуль

•J 
упругости материала полуплоскости) и /Л ц 1. что соответствует 
задаче и равновесии несжимаемой упругой полуплоскости, нагружен
ной сосредоточенной силой.

В этом случае общий интеграл уравнений (1.16) и (1.15) при 
выполнении условий 1.29) будет иметь вид

/։ г) ֊ - С In г.

7. О =C4sinG, (1.39)

/о(0. -Qsinb.

Подставляя эти значения /։;Н. ’/-(0) и Д(&| в выражения (1.11) и 
(1.22) и пользуясь условием (1.25 . получим известные |3| из теории 
упругости формулы для компонентов перемещений и напряжений:

и— — In г-cos О С cos О, 
2֊/:

ՂՐ
V — ֊ 1пг sin 0 '— - sin 0 — С sin 0, (1-40)

2к£ 2к£

2Р cos О
Qr =-------------

Г. Г

где С некоторая новая постоянная, равная С- - (С։С4-г Сс).
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§ 2. Плоская контактная задача теории пластичности 
со степенным упрочнением материала

/'. Постановка заоачи и вывод основного уравнения. При ре 
шении задачи о пластическом равновесии полуплоскости, нагружен
ной сосредоточенной силой Р, мы исходили из уравнения теории уп
руго-пластических деформаций, которое, как известно [4], с даста- 
тоно полцатой описывает пластические ^формации при простом на
гружении, что, в данном случае, имеет и место.

Термодинамический анализ показывает |5], что уравнения теории 
упруго-пластических .деформаций с условиями текучести Мизеса. или 
условиями упрочнения материала, по своей структуре, являются урав
нениями состояния нелинейно-упругого тела.

Поэтому решение нелинейно-упругой задачи для тела, подчи
няющегося закону напряжений-деформаций, выраженному уравнением 
(1.10). тождественно решению задачи пластичности для этого же тела 
со степенным упрочнением материала, если деформации пнем развива
ются в определенном направлении.
Принимая за основу нелинейно-упругую аналогию, ниже лается, в 
общем виде, решение задачи о контакте двух тел, ограниченных 
плавными поверхностями и подчиняющихся нелинейно упругому за
кону (1.10).

Пусть два соприкасающихся между собой в точке, или пи линии.
нелинейно-упругих тела прижимаются затем одно к другому под дей
ствием внешних сил, равнодействующая которых (фиг. 2 перпен
дикулярна к оси ох 
и проходит через 
начало координат О.

Установим соот
ношения, которым 
должны удовлетво
рять перемещения 
точек области кон
такта сжимаемых 
тел.

Положим, что 
уравнения поверхно
стей. ограничиваю
щих первое и вто
рое тела до дефор
маций, таковы

Поместим начало координат в точке первоначального касания тел, а 
реи ох и оу направим, как показано на фиг. 2. Под действием внеш-
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них сил первое тело получит перемещение 'Հ, а второе тело—переме
щение &>. Кроме того, точка Д, расположенная на поверхности пер
вого тела, и вступающая с ней в контакт точка В второго тела, в 
результате происшедшей деформации, получат, соответствен но, пе
ремещения Vi и г» н направлении оси оу.

Но координаты точек Д и Н после вступления их в контакт 
становятся одинаковыми, что позволяет установить следующие соот
ношения, связывающие перемещения точек обоих тел

т/։ —6։ fix- zz։i = - - v* |ч — Д(лЧ- "Д. (2-2)

Рассматривая лишь малые перемещения, можно в 12.2) поло
жить

f\(x — ul В /■’(д-+ Н։)

Тогда, для перемещений точек контакта этих тел. получим следую
щие условия

i'j + = 5 —ft \x'l - f (л), (2.3)

где S = о։ 4՜ (>., — сближение этих тел в направлении оси оу.
Будем полагать, далее, что трение между сжимаемыми телами 

отсутствует. Тогда на участке контакта каждое из этих тел будет 
испытывать лишь только нормальное давление, которое обозначим 
через Но обычно область контакта бывает мала по сравнению 
с размерами сжимаемых тел. поэтому можно считать, что переме
щения на участке контакта этих тел будут такими же. как у гранич
ных точек двух полуплоскостей (верхней и нижней ,"находящихся под 
действием того же нормального давления р (л* . что и рассматривае
мые сжимаемые тела |6. 7|.

Разобьем эпюру давления р х\> ’действующего ла участке кон
такта Տ(օ х Հ b}t на элементарные полоски шириной ձէւ и высотой 
р Л)(/=1. 2, З,- - п\ и рассмотрим действие одной из этих поло
сок (например z-onj на нижнюю полуплоскость.

Если в точке х — է к границе полуплоскости приложена нор
мальная к пей сосредоточенная сила Pt р . f t > -\г, „ ,то граничная 
точка этой полуплоскости с координатой л* получит перемещение в 
направлении оси оу v. определяемое согласно (1.36) формулой

-.1 = Д - Л- 1 -"4Հ + С. (2.4)

или, в другой форме,

vv — hi р । ձ I ՃՀ-, (2.5)
где положено

А, = Д1‘ Л-л* Г1.
cf. (2.6)

т = 1
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В дальнейшем будем называть обобщенным перемещением 
точек границы полуплоскости.

При одновременном действии системы сил i =
= 1. 2, 3 -- //) обобщенное перемещение *^*(л) произвольной точки 
границы полуплоскости с абсциссой х (а х- h будет в общем 
случае некоторой функцией от этих сил v* = п* (Р։, Ргг-Рл), кото
рую можно представить в виде ряда

Л—я J-n
V ^С,р(1,)М,+ v V Сцр (ք^ր է,)ճէ^էյ+ 

/-» *-i j. 1

> — /։ It-л J—и
+ V V (2.7)

»-։ <■-։ /-1

г те Cf, Cjk в C,Jh — некоторые коэффициенты, зависящие от х и 6 
/ - 1, 2, 3,а также физических констант А' и и.

Но с другой стороны, при действии только одной силы. т. е. 
когда Pj 0 при j^i и Pf = Р,, при j — i выражения (2.7) для у* 
должны тождественно совпадать с точным решением этой задачи, 
определяемой формулой (2.5). В силу этого будем иметь

\:. = հէ. Сй = 0. С,п = 0 (2.8)
и выражение (2.7) для обобщенного перемещения v* примет вид

У- л л
= V hjp (/у) |. V c)kp (էյյրէէ^ձէ/ճէ* -f------

7-1 /■**

(/. £ = 1.2, З,- - Л). (2.9)

Вследствие малости участка контакта 5 (« <. л՛ <; Ь). с той сте
пенью точности, которая принята здесь при решении данной задачи, 
можно в выражении (2.9) для обобщенного перемещения г,:" ограни
читься главным членом разложения. Тогда из выражения (2.9), после 
перехода к пределу (ДЛ֊>0), получим

г”=л'‘Ргг֊^՛ (2Л0)
где интегрирование производится по всему участи) контакта .S.

Пользуясь соотношениями (2.6) и (2.10), для определения пере
мещений v точек контакта, получим следующую формулу

. Ր p(t\ dt lw , n ...•у=л|.1тг^тН+с> <2Л1)
где гл = ՛ . а постоянная .4 определяется согласно 11.371. 

Р-
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Если это же нормальное давление р(х) будет действовать на 
границе верхней полуплоскости, то граничная точка с абсциссой а 
получит в направлении оси оу перемещение ■<՛. равное

р (/) di 2Л2
J 1/-Л-1 
s

Таким образом, выражения для перемещений и v.. согласно (2.11 
и (2.12) будут •

т' p(t)dt

_ (Г Г I Г ւՀ՜ л> J ’

где

т — 2) sin ~ 2
■ ։=

(т — 2) sin
Д2=А7(ш-1)У>)

(2.14)

(т -2)sh?~
4 —____________ ±_

• 1

f/w —2) sh ?—
/և' ՜ №(т - Т)Ли)

Л= Л = 0

а Л\ и А'2 — физические постоянные, которыми определяется модуль 
пластичности материалов первого и второго тела при одинаковом 
показателе ч.

Подставляя выражения для и г՛- из (2.13) в условия (2.3), тля 
определения давленияр(х) получим следующее сингулярное инте
гральное уравнение Фредгольма первого рода

где

р :}(!Г
Л(л-. •2.15)
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/-•(а-,7) = |7֊/о(Х)Г,
, . 2-16)

t />։'-*) 4֊/Их) 
h х}

а Հ-некоторая произвольная постоянная, подлежащая определению 
в дальнейшем.

Т а ким образом, с и н г у л я р н о е интегра л ь и о е у р а fl- 
не и не 2.15) является основным уравнением плоской 
контактной задачи теории пластичности со степен
ным упрочнением материала клн нелинейной теории 
упругости при степенном законе связи между де
формациями и напряжениями (1.10).

2'. Решение основного интегрального уравнения плоской кон
тактной задачи для плаСтичности со степенным упрочнением. 
Пусть первоначальное касание сжимаемых тел а плоскости хоу про
исходит в одной точке, которую примем за начало координат (фйг. 2 
Положим, далее, что областью контакта X между этими телами после 
их сжатия является отрезок оси ох, -ւԻ-х^а.

Тогда основное интегральное уравнение (2.15) плоской контакт
ной задачи примет вид

f77 Հ’-֊^ = О-, t) (о<|֊<։. ՚շ.ւ7)
J I '• A 1 — n

где

(2.18)
Л, 4- .4.,

В интегральном уравнении i2.17) — а < х, է а и 0<|»<1. а 
/'|,л. у — непрерывная функция; ограничения, налагаемые на нее, 
будут уточнены в дальнейшем.

Уравнение (2.17) впервые было изучено Карлеманох։ |8]. В не
давно опубликованной работе И. И. Ххиезера и В. А. Щербиной 
|9] дан другой способ решения этого уравнения с помощью формул 
обращения сингулярных интегралов.

В настоящей работе, для решения сингулярного интегрального 
уравнения (2.17), воспользуемся методом, предложенным М. Г. Крей
ном |1| для решения интегральных уравнений Фредгольма первого 
и второго рода с ядром вида

А (Л х)«= H(\f ֊ .v;). 2.19)

Этот метод позволяет получить решение таких уравнений в замкну
той форме в целом ряде новых случаев конкретных ядер вида \2.19). 
Болес того, для известных случаев, применение этого метода дает 
решения, но своей аналитической форме отличающиеся тем, что в 
них отсутствуют сингулярные интегралы, берущиеся в смысле Коши.
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Следует указать, что свободное от сингулярных интегралов ре
шение уравнения контактной задачи линейной теории упругости впер
вые было получено Н. А. Ростовцевым |10|.

Обозначим через g(t, а) решение уравнения (2.17) при Л(х, ?) = 1. 
Тогда общее решение уравнение (2.17) согласно |1| выразится формулой

р (л*) —---
2,И'։а)

I ֊ i Я (с <Հ)/' Л 7/‘^ 
| «а v

•£(л. а) -

о••
1 _ 

•WZ|W)
• ֊ \g(t. ււ)Ւ(է,ղ)ժէ 
du \

du

ւ d
2 dxj ЛГ<«)

է. и)՝ F t. i)dt du. (2.20)

Здесь

•И(п) - խ(/. u)dt
•J о

(0 и 'Հ. а), (2.21)

2ճ ширина контакта, а т —некоторая постоянная, которая при за
данной ширине контакта 2а определяется из уравнения равновесия

р (л* dx. i2.22i

где Р равнодействующая внешних сил, действующих на сжимаемое 
тело, причем при выводе уравнения (2.15 предполагалось, что на
правление Р перпендикулярно к оси ох и проходит через начало 
координат О.

Допустим теперь, что связи, препятствующие поворотам сжи
маемых тел отсутствуют. Составим основное уравнение контактной 
задачи при этих условиях.

Соотношение |2.3.Լ связывающее перемещения граничных точек 
сжимаемых тел у, и было нами получено в предположении. что, 
при сжатии, эти тела совершают лишь только поступательные пере
мещения Տ, и Հ, в направлении оси оу и что между ними происходит 
при этом сближение равное Ь -= \ ~

Пусть теперь при сжатии эти тела, кроме поступательных пере
мещений й, и Հ. вдоль осн оу, совершат еще поворот относительно 
начала координат О соответственно на углы а, и а: положительными 
направлениями будем считать повороты прогни часовой стрелки).

Тогда между граничными точками сжимаемых тел, имеющими 
абсциссу х, произойдет дополнительное сближение, равное а0.с, где 
% — а։ -t- а-. Чтобы получить для этого случая условия, которым дол-
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жны удовлетворять перемещения точек контакта сжимаемых тел ■у1 
и Ղ1.,, на ю в соотношении (2.3) постоянное сближение заменить пе
ременным сближением ^Ч-а^х. Поэтому будем иметь

v։ 4- уи = 24- аол'—/I (л*) - /I (х). (2.23)

Подставляя в (2.23 выражения для t»։ и v* из 2.13), придем к тако
му же интегральному уравнению (2.17) лишь с той разницей, что в 
правой части его вместо функции Ւ (х, у), определяемой соотноше
ниями (2.18), будет

FI д'. ], ։) = |‘( 4- 7.x — ք0(х)]1՛, (2.24)
где

*=-т֊-г> '2-25»
Д|-г.4ц /1)4-л г

При этом значения постоянных ՝; и а определяются при заданной ши
рине контакта 2а из уравнений равновесия

J-U

= | Р (*) dx.
—«
f <г

/Ио = ( p(x)xdx,
—а

(2.26)

где Р - сумма проекций на ось оу всех внешних сил, действующих 
на сжимаемое тело, а .ИЛ момент этих же сил относительно начала 
координат 0.

Таким образом, и в этом случае общее решение уравнения ՚2.17 
может бы1Ь получено по формуле (2.20). если только в ной /• (х, у) 
заменить функцией /•՝(-*, у, а . определяемой соотношениями (2.24).

Отметим, что, как следует из работы [1|. формула (2.20 • достав
ляет единственное интегрируемое решение уравнения (2.17), если 
ЛГ(а ° |0<Հ^</հ>, где /» некоторая конечная постоянная, а 
функция /(х, у, я) дифференцируема и такая, что. после подстановки 
ее в формулу (2.20 , интегралы, содержащие эту функцию, имели 
бы смысл.

Перейдем к определению функции #(/, й), г. е. к решению син
гулярного интегрального уравнения

՛ ; Л. a) at
J ! Г—-e|։ * (0<|1<1). (2.27)

Для этого, следуя идее М. Г. Крейна |11|, рассмотрим интеграл

I f dz

' ? is* a2)2 (z -х)*՜*
(2.28)
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взятый по контуру, составленному из наружной окружности Гя ра
диуса R и внутреннего контура ABCD/:/՝KL(iMN!QA, который обо-

Прежде всего нетрудно убедиться, что подйитетральная функция
՛<*

во внешнем отрезке II а, а), распадается на три одинаковые ветви. 
В самом деле, положим о։ — arg (z 4-й). ®*^arg(z — а) и ®8 = 
— arg(г .г). При обходе против часовой стрелки произвольного 
замкнутого контура Г„, изображенного пунктиром на фиг. 3, ?2 и

?3 получают приращения 2-, следовательно arg/(z) = ֊12'֊յւփ

]») получает приращение 2՜. и f\z՝ возвращается к исход
ному значению. Будем рассматривать ту ветвь функции ] [2), которая 
на верхнем берегу отрезка (— а, «) принимает положительное зна- 

ченне, т. е. (z х)1 u>0 (za-<?)* >0 при z>0.
Тогда, согласно теореме Коти для многосвязных областей, бу

дем иметь

(2.291

где

:z — а I 2 ՛ z -г а ՛ ՝z ֊ л' )1՜ ՜’1
(2.30)
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Но интегралы но малым окружностям С, С, и С\ стремятся, очевид 
но, к нулю при р — 0, следовательно.

1>

2֊i
(2.31)

Здесь /(/ ZOi и ./’(/ —/0) значения функций Հ՛հ) шгверхнем и ниж
нем берегу отрезка ( а, а).

По замечая, что J {! /0) =/(/4-/0) (где черточкой обозна
чается сопряженная функция) и меняя но втором интеграле соотно
шения (2.31) направление интегрирования, получим

՝ <7
_!֊( = —— i 1гп/(7 -- iQ)dt.
2г. i ,1 - J

rj?

Вычислим контурный интеграл

/, = [/(֊’) dz. 

'гя

2.32)

2.33)

где /(z) выражается формулой 2.30). Для этого воспользуемся раз
ложением пашен ветви f z) а окрестности бесконечно удаленной 
точки. Согласно (2.30) имеем

м-

2.34)

и
л®\ 2 ' X С՜’

где 11----- -) и ^1—— | означают те ветви этих функций, ко

торые положительны на отрезке а. ос) оси ох. Разлагая последние 
по формуле бинома, найдем вычет выбранной ветви /(zi в бесконеч

но удаленной точке. Он будет равен — е ( коэффициенту при — с 

обратным знаком ]• Тогда, на основании теоремы о вычетах,получим

p(z)Jz = -2r?e /п=2«/. (շ.35)

Подставляя значения этого интеграла к соотношения 2.32). находим 
+'О

— ։ im/(Z + /о) dt = — 1. (2.36)
* J 

— а
Далее, согласно 2.30) и фиг. 3). имеем
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/ f Jh

_ /К|* ձ
£ ՜ ,а* т

(i֊x)’ *

_ 'ՋԼ _ JLշ շ
ճ ((Г---
7՜°՜?) U-0’՜

при л՛ < է Ю <Հ а.

при — а < է 4- /0 < л*.

(2.37)

Подставляя выражения для /7 4-/0) из (2.37) в (2.36), после 
преобразований, окончательно, получим

+ Л 1ՀԱ 2
•sin հ(ճ։ է1

откуда непосредственно следует, что

_JL Sin —
Ц((, а: = ’ sin"֊ ■ (а*֊/*) ՜ - 2 - 2.39)
Л - 2 -/(а* -

и является решением интегрального уравнения (2.27).
Пользуясь формулами |2.39) и (2.21), для 417) получим

21 ՜ր է1 *
М (է) =------------—-----------т------ г-. (2.401

где Г ($) гамма-функция.
Ниже, при исследовании напряженного состояния в сжимае

мых нелинейно-упругих телах, будем отдельно рассматривать слу
чаи симметричного и кососимметричного нагружения этих тел. 
Это, во-первых, сделает более обозримым полученные формулы и, 
во-вторых, каждое из этих нагружений представляет самостоятельное 
значение, гак как соответствует определенной характерной деформа
ции этих тел. Следует отметить, что случай произвольного нагруже
ния сжимаемых тел не может быть получен, как это следует из (2.20). 
։։ (2.24), путем наложения вышеуказанных двух случаев, и должен 
быть решен отдельно как задача самостоятельная, при помощи общих 
формул (2.20), (2.24) и (2.26).

3:. Симметричная задача о контакте двух нелинейно-упругих 
тел.

Пусть как поверхности, ограничивающие сжимаемые тела, так 
и внешние силы, щйствующие на них. симметричны относительно 
оси оу. Тогда уравнения этих поверхностей у = /д(х) и у = /Я-П 
будут четными функциями х, в силу чего правая часть основного
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интегрального уравнения (2.17) будет также четной функцией. Тогда 
в силу очевидной четности функции g (է, а), последний член в пра
вой части формулы (2.201 пропадает и она принимает вид

а
Р(х}^ ֊ а. Ռ(Հ а) yds

М la) լէ/aj 
о

g՝x, а} -

« а
— (֊Ж*, «)/ , ■- 7 I .Հ ՚տ. “}F(s. t) ds

J a«[ M («) aw, I
X П

du. (2.4 i)

где
a

Mta) = a) ds.

Заметим, что при вычислениях второй интеграл в (2.41) удобно 
иногда представить в преобразованном виде на основании формулы |1|

մ 1 d/1 1 մ Г ЛР ,ճ՜ d,
ds ЛГ (տ} մտ] Л1 (s) ds А Г (s) ds\/W ($)/ (2.42)

Подставляя выражения для g(t, а) и /И(Г) из (2.39) и (2.40) в 
(2.41) и, пользуясь равенством (2.42), после некоторых преобразова
ний, получим

(а*1
) аа л-у

d J' F\s, \}ds 
da\ Г(а2—Հ-’)1

и

ՃԱՃ ք 7)^ 11 
du du ,1 У (ir — .$2)н- Jj 

ճ
( a -Հ .v <a),

i 2.43)

где

Введем обозначения

Фг(а. 7i-
»

I* ZiifljJI у

Փ։(«. 71 =
и

d j* /-'i.s-, -։ .7.S-
du,} I s*

II

(2.44'1

Тогда формулу 1.2.43) можно записать в форме
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.. . ւ аяФ|(«, Հ) Г du d , u • 1j ..4-Հ/„1"փ՚("-’)>) l2֊4°!

.V
( — a^Qx^a).

Путем замены переменной интегрирования s = /zsin? выражение для 
Ф։(«. , из (2.44) можно представить в виде следующего интеграла 
с постоянными пределами:

Ф, (и, յ) = и} ՚ F՛ и sin 7) cos' ՝\dv. (2.46)

'iV
Предполагая существование непрерывной и ограниченной про

изводной Fis. Հ) при 5>0, после щфференцирования иод знаком 
интеграла (2.46), получим следующее соотношение, связывающее 

71 с Ф։ (и, Հ): 
и

7) = (1-н)Ф,(«. •:)+ (2.47)

Интегрируя последнее слагаемое по частям и замечая. что /Հ'(0, 71--O, 
соотношение (2.47) представим в виде

пФ։ («, 7) О ~ К՝ ФЛ". 7) + 
а I _Jt

+ ւ [(«*—S*j Դ".Տ, 7)<fc. (2.48)
2 — PJч

Далее, пользуясь (2.47), нетрудно непосредственным дифферент։рока 
нием убедиться, что

d
</«

и ф; и, 1'} ="‘

и
d Ր Ւ' (s, •() sds 
du J ] (tF — s8)՛՛1

I)
2.19)

Произведя интегрирование no частям в правой части равенства (2.49) 
и дифференцируя затем полученное выражение по //, в силу четно
сти функции /-(а\ y'i. находим

d 
du

«:1Ф| {и. С t) 4s
J i .-r- •

(2.501

Подставляя это выражение в (2Л5). для p (.v; получим окончательно 
следующую фо р м ул у

| ՀրՀՓ.՛.■■■՛, 7 > г Հ /՜՜ >. ; । </տ |
I | Р — л-«? .՝ I (/? a-sFJ I 1Г — Ss)>‘ f (2.51
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В формуле (2.51) первый член представляет решение с особенностями 
в точках -г а и подлежит сохранению только в случае заданной 
ширины контакта 2а ՛, при этом постоянная у определяется из урав
нения равновесия 

«7
P-2\p(x]dx. (2.52)

о

Второй же член этой формулы представляет непрерывную часть этого 
решения.

Подставляя выражение для р(х) из (2.51) в уравнение равно
весия (2.52), получим

Р-2/Հ՚յլ)

-и 
sin ~-

ճՓւ(«. ; .՛--------
2(1֊;W)*

u^du
|Հ(/Ժ-

Ր Ոտ, 4)ds J (2.53)

Здесь использовано значение интеграла:
и

М (и)֊
“U

2 sin — 9

Sin „’֊*

2il
(2.54)

Меняя порядок интегрирования в последнем слагаемом выражения
2.53) и пользуясь равенствами (2.5-11 и (2.43), имеем

sin — 
9P =------- —

(1֊ 'A ՜
аФ|(а, Հ1

It и
Г . I* F" (s, ‘(ids 

- и du —.1 ,1 I .u֊-s-y
(I <1

(2.55)

или. еще раз меняя порядок интегрирования н замечая, что

и du
К (и2“5аУ (2-Н

(2.56)

получим

Sill 9 
(Т֊7й= лФ։ а. 7)

« j-JL
1 Г տ֊֊ -խ2֊տն F'[s,^ds

2—I'-J
(2.57)

7 И.чпсстия All, серия физ.-мэт. наук, Д» 2
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Пользуясь, далее, соотношением (2.48), уравнению >2.57) можно 
окончательно придать следующий вид:

Փ,(<։.ւ) = -^-. 12'58՝՜
sin — շ 

где

-IT-/.W, /,.(л-)= •/'(у+֊Д1АЛ, (2.59)
••Ն 4- Л, 

а .4, и .4շ определяются по формулам (2.14 .
Таким образом, когда ширина контакта 2а задана, то постоянная 

7, входящая в формулу (2.51), определяется из уравнения (2.58). 
Когда же ширина контакта 2</ не задана и контакт происходит по 
плавным поверхностям, гогда значение постоянной 7 определяется из 
требования, чтобы в формуле (2.51) первый член, представляющий 
решение с особенностями, исчез, т. е.

Ф: а. 7)

/I
d I՛ F s, 7) ds

</«•,) I' (7z3 — s*|3
II

(2.60)

где Ւ՜(տ. у) определяется формулой (2.59.1.
Таким образом, когда ширина контакта 2а не задана, то значе

ние постоянной 7 определяется из уравнения (2.G0 .
После того, как из уравнения (2.60, определи.’.։ значение ши

рину контакта 2а- находим при помощи уравнения равновесия (2.52). 
Подставляя выражение для р(х) из (2.51) в (2.52: и учитывая ра
венство |2.6О). после применения формулы Дирихле, получим:

ф, («.;-) =(-’-ei) 
sin -■

2

Следовательно, уравнение (2.61) для определения ширины контакта, 
тождественно совпадает с уравнением (2.58) для определения посто
янной 7, когда ширина контакта 2а задана.

В качестве приложения, рассмотрим контактную задачу о дав
лении жесткого штампа с прямолинейным основанием шириной 2а 
на нелинейно-упругую полуплоскость. В этом случае имеем:

AW = 0. /■■(х.7) = Г. |2.б2)
/-Чл, 7) = F'(x, 7)«0.

Тогда, пользуясь уравнением (2.58) и равенством (2.54). для 7 полу
чим следующее выражение:
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(2.63;

Подставляя это значение ; A в формулу (2.51) и замечая, ч го. согласно
(2.44 , (2.54). (2.62) и (2.43'1.

Փւ(«,

~а
-.■"shi — а ։и‘ 9

2Л'(-л7՜ (2.64)

для определения давления р\х) на 
получим, окончательно, следующую

площадку контакта под штампом 
формулу:

(2.65

При р —1. т. е. когда имеет место закон Гука, формула (2.65) при
нимает вид:

Հ’—•֊ , (2.66)
(fl֊- л-1

что совпадает с известным решением |6] контактной задачи линей
ной теории упругости для плоскою штампа. Этот результат можно 
было получить и раньше, так как при а — 1 основное интегральное 
уравнение (2.17) переходит в известное интегральное уравнение коп 
тактной задачи линейной теории упругости, решением которой и яв
ляется (2.66). Заметим, что при ;«•—-0 уравнение (2.17) теряет смысл.

4 . Кс: асимметричная задача о сжатии двух нелинейно-упру
гих тел. При кососимметричной нагрузке функция Ւ (л՜, а) будет не
четной в области контакта сжимаемых тел а х а. (в этом слу
чае постоянная 7 равна нулю) и тогда в правой части формулы (2.201 
первые два члена пропадут и она примет вид:

G It
d ք Հ (x, ս \ du i* ... ,

P(a') = ֊֊֊ Հ ֊, ։ .Հր(Հ “U (s.
dxj M'(n) J 

x 0
(2.67)

Подставляя выражение для и (О из (2.39) и (2.40) в (2.67 .
получим:

/'I-՝-, (
dxj

u^dii
V (Ff-

f.s, yds (2.68)

где A'p) определяется равенством (2.43'), a

f:(x, a) — |ax—Al»]1*. (2.69)
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При этом полагаем, что а- ՜՜>յէփ7յ՜ -• 3.---Л » fn(x)—

f \ Iл*՛ -Ն/? -а)
= 7 ------ Հ есть нечетная функция,

Л, 4- А.
Из соотношении (2.68 и (2.69) следует, что /> (х) является не

четной функцией, поэтому достаточно ее определить и интервале 
0 х и, так как р — X)------р(х).

Введем обозначения

Ф2|Н, 3!
Г Л* ($, a)<fc 
J i (i?

Ф;(«, л
d [’ JF ! S. a ։ ds 

du J J ir №|‘ 
о

(2.70)

Тогда соотношение 2.68 можно представить в форме

AW 'ւ'у \'! \ "'■ л’> I" ‘ЧМ«. ’ Л' (Յ.Ո)
2 — J» dx J du I 

Л
Интегрируя правую часть равенства 2.71) по частям и дифференци
руя полученное выражение по х, получим

р(л-, = /<,^)а".2?»(54|-ч.х С £J1LL-’> .
| <г ֊ -■ ՛•/ J | — л3։

(2.72)
По, аналогично (2.47), в этом случае имеем: 

, и
иф'^и. з) = (1 ф. («. а) -г I՜/ ■ 2.73)

.1 V ,1Ա--Տ=)>

Хф.1й, 3)р[х\ = к^} ,։ — =
г I ճ' — X3 н

Подставив это выражение в (2.72). для р л) окончательно получим 
следу кипу к> формулу:

(■ էլ (s. ,
l («’- յԴ J ) ՚ ՚

•»

В формуле (2 74 первый член представляет решение с особен
ностями в точках х = ~ а и подлежит сохранению только в случае 
заданной ширины контакта, при этом значение постоянной х опре
деляется из уравнения равновесия:

а
.V0 = 2j/’(^)A</x. (2.75)
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Второй же член этой формулы является непрерывной частью ւ-.oro 
решения.

Подставляя выражение (2.72} для р (л*) в уравнение равновесия 
(2.75). получим:

Л/0 = 2Л-(р)

յււՓՀս, х) — /քՓշ(«. я|| du
Հ (к* —

(2.74

Здесь использовано значение интеграла
и
Г s'ds___
I ]Հ (//•—.Հ2թ

(2.77)

где В{р, (/>—бетта-функция, равная

Меняя порядок интегрирования во 
(2.76) и пользуясь равенством (2.77),

1 ’(Р Пу,.
Г (/> ֊Ւ <7) 
втором слагаемом соотношения 
находим:

Гփ(1 — р.) | «Ф2(и, г du - ( «8Փշ и. a) dn 
'ч о

(2.78)

Интегрируя последнее слагаемое в правой части (2.78) по частям, 
затем меняя порядок интегрирования и пользуясь равенствами (2.56) 
и (2.43'). окончательно получим следующее уравнение, связывающее 
величину постоянной я с моментом внешних сил .Ио

sin ~ " յ А
--------------- 2 C(u5-s5) *Г(5, <L)ds. 2.79) 

հԱ — р)(2-р) J

Таким образом, когда ширина контакта 2я задана, то значение по
стоянной г, входящей в формулу (2.74). определяется из уравнения 
(2.79).

Если ширина контакта 2а не задана и контакт происходит по 
плавным поверхностям, го значение постоянной а определяется из 
требования, чтобы в формуле (2.74) первый член, представляющий 
решение с особенностями, исчез, т. е.
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ж է Г F' {s, a) ds .. ...Ф- (а, а I — 0, (2.80)
о

г ле /’(.■?, а) определяется формулой (2.69).
Следовательно, когда ширина контакта 2а не задана, то значе

ние постоянной а определяется из уравнения (2.80), а ширина кон
такта 2<7 при помощи уравнения (2.79).

В качестве приложения рассмотрим контактную задачу о дав
лении жесткого штампа с плоским основанием шириной 2а на нели
нейно-упругую полуплоскость, когда к середине штампа приложен 
момент, равный .Ио.

В этом случае, согласно (2.69,՛, будем иметь:

/о(*)=О», Лх, a) = a*x\ 9 8
/■■'(х, а) ца^Х*՜1. F'(х, а) = р (р—1 -sW՛՜.

ч
, . С и1 -da опчт 11 — Р х I —— ----------- • (‘2.831

.) /("֊ -хч * * * 8 9Н 

.г

где A՜ pi определяется соотношением (2.43'1, а а* — из уравнения 
(2-79).

Обозначим второй член в формуле (2.831 через (I —«..»/; (х). 
Заметим, что /։(х՛, будучи нечетной функцией, непрерывна во всем 
интервале -а х а, за исключением х — 0, где /։(х) терпит раз
рыв. при этом имеем: 

a
/,(| 0) =-/.,(-0) - lim x f—"^մռՀ . (2.84)

.V
И

/.(±а) ֊0.

Интеграл Л(х) равномерно сходится относительно х в промежутке
9 х В самом деле, интегрируя /։(х! по частям, получим

Подставляя значения Г (տ, ъ- и F" s, а) из (2.81) в (2.741 и замечая, 
что 

приведем формулу (2.74) для р(х; к виду

/Их; 1**‘~А‘(и) а՝-хх

2sin- 1 :л--х2՛
9
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* Т а 2

/4(Л- =fl> л (а~~ л>)-----.ս ~:Դ С(-՜ ~ **)J-----du, (2.85)
2 — |1 2 — |i J /? *

0

откуда сходимость интеграла /։(.v) очевидна для всех значений
0 х^а. При л՜—I 0 из соотношения (2.85), после замены перемен

ит
ной интегрирования и = - • и услнвия что jt^l непосредственно 

следует

М+0)«-/4(-0) = (!-/’) \// =

։») sin \
(2.86)

В дальнейшем условимся считать в ’.очке .г =0

Ա» ЛН-О)-ЬЛ(-О) (2.87.1

Тогда формула (2.83) для р(х) примет вид

р|д') = р««у~А՛ ։ р) | а*-'х
՜>1 I 1 (a5 —Xs)- 
о

<։-!•) /.(*՛} (2.88)

(0<՝х|«а)
при этом ր (0) = 0.

Подставляя выражение для /։(х) из (2.85) в (2.88) и разлагая 
1 I

числитель подинтегральной функции х։ ՜ по формуле бинома, 
после интегрирования получим

/>(*)
2sln^ 1Г*«=֊л=։ 

2

«֊*

• !_z 'xiat—-*а>
2- Ji 

(з-нш-ю у r(*-2 + j) г, 

2-11 .Հ 2*—иг(*)г|-^--։՜)

где Г (.$) гамма-функция.



104 Н, X Арутюнян

Пользуясь уравнениями (2.79) и 2.81). для а» получим следую* 
щес выражение

а,- 4,И,|1-И. 
’АЙ2

(2.90)

Подставляя это значение «֊։՛ в '2.89) и учитывая (2.43'), для опреде
ления давленияр л) на площадку контакта под штампом, получим окон
чательно следующую формулу

։-•§֊
। jl-нИ : —н)

2 — а 2 — чи

(0 < л՛ < а).
11ри этом р (0) = 0 и р I ֊ х) = — р (л).

При а — 1. т. е. когда имеет место закон Гука, формула (2.91 
переходит в 

что совпадает известным решением -7| контактной задачи линейной 
теории упругости для плоского штампа шириной 2 а. когда к сере
дине его приложен момент .Ио.

Институт математики и механики 
АМ Армянской ССР Поступило 3 IV 1959

*1». !w. £,tiiri>i.pjm.Gjui(i

ՊԼԱՍՏԻԿՈՒԹՅԱՆ ՏԷՍՈՒԹՅԱՆ 2ԱՐԹ ԿՈՆՏԱԿՏԱՅԻՆ ԽՆԴԻՐԸ 
ՆՅՈՒԹԻ ԱՍՏԻՃԱՆԱՅԻՆ ԱՄՐԱՊՆԴՍ՜ԱՍԲ

Ա ւր փ ո ф П Ի Մ

եհրկա աշիւաաու թ լան մեջ րհրվում կ պլաոաիկութ Լան տեսա թլան 
հարթ կոնաակաափն խնդրի լուծումը նլա թի աաոիձանա լին ամրապնդմամր:

Սա աձ դակուն անալոգիալի համաձա լն արւ թՀհէք ր (t լուծ пи! ր համընկնում 
Հ աււաձդականա.թլան ո >• գծաէին ահսւււթքան հարթ կսնաակւոա/ին իէնգր(ւ 
լուծման հևա, երր դեֆորմաէլիալի ու րսրվածութլան միջև դո/ախլան nt'hL- 

ցոգ կապն արտէոհալավում Լ աստիձանալթէւ օրենրով։
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butխա պ!, и, առսւօին պա րադրաւի էէւմ, տ և դ աւիո խու մնե fin վ [ածվում /.՜ 
սուհսէ[ւթէէւ.թ լան պչսէւււււիկա.թ լան իՀ1ւրլ ի ր/ւ 'll (ttt քժ ի սա աի ճանալին ա մ ր ա պրնդ֊ 
մտմր. բնդանևլէւվ, որ կիսահարթա.թլան վրա ազդում Լ կենտբոն աцшЛ ո ւ <! , 
ուղղված նրա աղատ մ ակե րևու լթ ի նորմալով:

Ապա, երկրորդ պա րաղրա!իա մ, սղտվելով ալս խնդրի լածոլմից, ապա֊ 
ցուցվոււ/ Հ՜ որ, եթե ընդհանրացած ւոեղաւիոխման վեկտորի վերլուծա թլան 
արսսսհալտոէ թլան մեջ բռւվաբւււ րվե [ միտքն ղլ խավոր անդամով, երբ կիսսւ֊ 
հարթ ա թ լան մակերեա /թին կիրառված է բախշված բեռ. ապա պլաստիկէո- 
թ յան հարթ կսնւոտկտա/ին խնդրի լա ծում ft. նրոթի tn и աի ճան 1Иլին ամրա֊ 
պնդմամր, բերվում Լ 1\ { է, X 1 ~ : ֊ Л' —1 0 Ղ I). կորիզով !երեդ- 
հորքի աոաջին սևոի սինղտ.լրսր ինտեդրսլ հավասարման (2. 17) [ած
մանը!

Օդտվելով K. է, X I —- 1 / 1 ,1----X ) ւււեսրի կ՛՛րի՛/ ունեցող աոաջին ե
երկրորդ ււեոի ինտեդրալ հա վ ա и ա ր ո էմնե րի լուծման 4. ՛!'. երեքնի | / , առա
ջացրած մեթոդից, ա սա ի ճան ա լին ամրաւդնդմ ամբ պլա и տ իկութ բոն կռնւոակ- 
ւոալին խնդրի հիմնական ինաեդրալ հավաи արմ' տն / ՀՀ. 17 ) լուծու մբ կարելի 
Հ նե րկա լտընե լ փակ ձևով, սեղմվււղ մարմինների ինչպես սիմետրիկ, նալն֊ 
պես ե ոչ սիմետրիկ բեռնավորման ցեպրա մ։

11րպեււ կի [till unt թ լան րննա րկվէէւմ / հարթ հիմը ունեցող կարծր 
շտամպի Հ.նշամը սչ֊դծա/ին աււաձդական կիււ ահաբթ ա թ ւան վրա, կենա րոնա- 
ցած խ ումի կամ Լ( մոմենտի աղդեցութլան ւոակ, որբ կիրառված 1՜ չտամ՛ 
ւդի մեջտեդու if:

եշենր, որ ալստեղ առաջադրվող ասաիճանալին սւմբ՛ա պնդում ով պլաս
տիկա թ լան ւոեռռւթ լան կոնտակաա/ին իւնղբի լսւծման մեթռդբ դմվար չԼ 
տարածել պրակտիկա/ի համար շատ կարևոր երկու սեղմւէող մ ա րմ իննե րի 
կոնտակտի իՀհդրի վրա հառւոտտված ռոդրի պա /մաններու մ, երբ ռոդրի դե֊ 
՚իործ ացիալի արաղությունների և բորվածաթլանների միջև կապն արաա֊ 
հալավում է, tnu ա իճանա /ին օլւե՚ււրով:
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