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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

Н. О. Гулканян

О центре изгиба призматических стержней 
прямоугольного сечения с несимметричным 

прямоугольным вырезом

Задача поперечного изгиба призматического стержня прямо 
угольного сечения с симметрично расположенным прямоугольным вы­
резом была решена Б. Л. Абрамяном |1|.

В данной работе рассматривается задача об изгибе призмати­
ческого стержня прямоугольного поперечного сечения с прямоуголь­
ным эксцентрично расположенным отверстием. Задача решается вне 
деннем вспомогательных функций |2|, сводящих задачу к решению 
бесконечных систем линейных уравнений. (Доказывается вполне ре­
гулярность этих систем. Даются формулы для определения напряже­
ний и координаты центра изгиба. Приведен числовой пример опре­
деления координаты центра изгиба и напряжений для призматических 
стержней квадратного поперечного сечения с несимметричным квад­
ратным вырезом.

§ 1. Постановка задачи

Пусть внешняя изгибающая сила Р приложена на свободном 
конце стержня параллельно оси х (фиг. 1) и проходит через центр
изгиба, т. с. изгиб не сопрово­
ждается кручением. Функция на­
пряжений при изгибе F(x, у) 
внутри области поперечного се­
чения удовлетворяет следующе­
му уравнению (3):

р
-֊֊/'(у). (»)

где у0 —координата центра тя­
жести сечения,1 осевой момент 
инерции поперечного сечения относительно оси .у*, f(y) — произ­
вольная функция, v — коэффициент Пуассона.
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Для двухсвязных областей на внешнем и внутреннем контурах 
должно выполняться условно:

Ժ/-' Р . , ,.dv 
ds 2/ ds (2)

I {СЛОЖИМ

/(У)-/г.

Тогда уравнения (I) и (2) примут вид:
(31

dF Р 
ds “ 2/

/(!֊>)

ds

(4)

(5)

В силу симметричности области поперечного сечения относительно 
1си у решение ищем только в области \KMOA. Чтобы распростра­

нить решение на всю область сечения, требуем, чтобы на осп сим­
метрии .V = О

Ջ-ճԼ=օ. {6)
дх

Из граничного условия (5) следует

Ճ-У’ = 0 дГ(х.у] =0 df-(x, у) =0 
ду •՛ х if дх V—о дх у—а

т. е. на внешнем контуре F{х, у) — С. Эту постоянную С примем 
ранной нулю. Тогда будем иметь

Fib, у) = /’(а, 0) = F(х, а) = 0.

На внутреннем контуре:

(7)

dF(x, у)
дх

==о, у-մ,

dF(x, у}
дх

= 0,

dF(x.y) I 
()У

^(^֊շծ՛, 
Հյ

(8)

Для непрерывности значения функции F(x, у՜) на внутреннем контуре 
положим

F(x.d,) с„. F^b-d..y) ֊ Գ + (<4-2*Иг

И
!>d. 2ծ)(«-ժ3֊Հ). (9)

Значение постоянной Со определяется из теоремы Лейбензона о цир- 
суляцин касательного напряжения [3j.
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Пусть
(Х.ДГ|

А’(х, у) = /-’2(х, у)

Հ. (*■ У)
При решении задачи введем 
шение будем искать в виде:

внутри области OABDO՝.

. . OELMO\

„ . IKMGL

вспомогательные функции (2), т.

(10)

е. ре-

(а*. V)

ЛД*. у) = ։Г2(х, у) -|

Л (л*. у) - »Г, (х, у) -|- ՛0 в области ЛЕСВА-,
1 ф. (Д', V) * ОЕС1Ю;

0 W CDGFC\

Ф2 (х, у) OECDO\

<!>., (А-. у) • (iFl.MCr,

ք 0 * FIKLF-
1 <Ыл՜, У) GFLMG.

Вспомогательные функции Ф/(х, у) / = 1, 2. 3. 4) выбираем так, чтобы 
внутри областей, где они существуют, удолетворяли уравнению Лап­
ласа. т. е.

у) ֊ 0 (/ - Լ 2. 3. 4). (12)

Тогда функции ’Г,(л՛, у, (/ — 1.2,3) согласно (-1) будут удовлетворять 
уравнению Пуассона

Г!’Г։ д', у) & - (13)

Из условий (6)—(9) на основании 110 и 111 получим следую­
щие граничные условия для функций ФДх, у) и Ч\(х. .у):

Ч-, (.г. О) = 
дх

= (/>. у) + Ф։ (/>, v) - Ф, (X. 0) = Ч’2 [Ь. у} =
о

= ։Г։ (х. 0) + Ф2 (х, 0) = Ч’2 lx, а) Ф., (х, а) Ф2 {Ь, у) =

. . Ժ4Հ
= Փւ(Հ.ր)= . 3 

ժx
= Ч’3(Х, «) = ՝Г3(А. у)фф։ ь. у) 

г-0
= Ф3(х, а) = 0; (14)

Ч՛., (ծ d2. v)=C0 ; /V/.
2/

-4<Z2-2*)(y-//։)

՝F3(x, <z d3) = CQ \- 2ծ) խ-մ3 - Հ).

Для непрерывности решения надо потребовать, чтобы
ԺՓՓ։(ծ J2,y)= 
()х

= 0: Ф։ (х, Հ) = >Г3 (х. Հ) — Со; 
л՛ Ե—d,
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Ф2(х,</,) = -^- =0,

Փ,(ծ֊4 у) = 4-։(ծ-մ2. у)—Со — —* {di-'2b}ty-d^

Փ<(*. а— Հ) =0;
(fy խ-„֊յ.

р//
Ф<(*-<4,у) = *,(i>֊d2.y} С„ — '֊, (<4 2*)(У Հ).

Հ /

Փ;,(ծ-Հ,ր) = -^-! =0; (15)
<>A- |,

Ф։(л՜, a — rf։) = Ф2(х, a rfs) - Co '*.! (d2 - 2l>\(a - d, - d2).

Граничные условия для определения функций 4\(.v, у} и Фцл\у) 
неоднородны, но. следуя Гринбергу [4]. решение ищем в таком же 
виде, как и при однородных граничных условиях, т. е.

<Ю .
Ч’։ <х. V) = У Н., (х) sin —

— Հ
k I

d, 
0 P /pjr v

где Hk (a-) = “ ’Г։ 1 -v, у) sin dy\
J

Т2(х,у)= VU„(y)sln^{l>֊
—4 d.
t-i

где
»

u“ (■՝՛) = т f T»։x- >՛)sin kT' ■—dx- 
dt J a-.

b-d.

Դն I Л*. У) - V (X' sin у (a -y),

где 14(х) =
fl

9 Г kr.Հ- 'Գ >>-. у) sin (a - y) dy;
a» J d.։la-d3

•x>
Ф,(Л-, у) V UZ^xjsln-^ 

t : d<

где
ill

UZ*(x) = ֊^(^։(x,3))sln dy;

о
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где

ОО
Ф,(Л-. У)= S 

г,

Գ(>') . Փշ (Л\ у) Sin </л;
di J d.Ь-<1,

ОО
\.ч kr

ф3 (*. v) ֊ ՝ Lk (X) sin — (а — VI.
Ь-1 Հ

где
ԻՉ Ր քշ-

I.k (Л-) = - - Փ3 {x, у) sin т {а у) dy\ 
d-4 J d.

где

эб
Ф։(х, у)= У KJyjsin К" h Л\ 

' Мл*- ։ 
ь

^д(у)= ֊ f Ф,(х. y)sin - dx. (16)
di J (1շծ-rf,

§ 2. Решение уравнений задачи

Для определения функций /7*(x), и К» (у) получим
следующие дифференциальные, уравнения:

/А.(х)«= । 1/ >‘Св
\ dy 7 d\

Е + 77гН՝Г”№( л‘+'+Уо1<-։։‘-1П:
/(1 4- V) Խ

էՀ (у)- (֊ )Ն (у) - — (7֊^ Գ +

+ 77rh^|(
V'։m ֊ (֊)‘и*(х) - ^‘[c. ;.^,ժ,֊2ծ){« <1, Հ)

\d9 / az 21

2 Р'* / , г, . ս- 1։ , 2d3. ь Pv

\dj dy
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2Л֊< 1)* v pr^b — x],4----- Ч— V ----(Z-։ а»Л" 1

^(Հ-շա>'֊Հ)
(1. -I

A'.V) ֊ I֊ V А'»(У) ֊ ֊^֊^֊ С, + 
\ մշ 1 Ո՜չ

2M-1)* 
d\

V Vp{b— մ..)-sin/h‘ (« — у) 
, Ժյ Հ- /

Из условий (14) и 15) на основании (16) получим следующие 
граничные условия для этих функций:

И>(х) - ИДх) 1։ .„ = Ц7Л (* d2) -= U7* (х; = o*(rf.) =

- G*(y) у.и, - К. (a-da) = А', (у) = Լ. (ծ - rf..)

= Mx)|t..^ = 0; (18)

Ht [b) + U7։ tb) =0, U, (0) + C,k (0) ֊ 0;

t4(a)+^(e) = 0. V*(A)+A*(*)“0. (19)

Решая уравнение (17) и используя ’условия (18), получим сле­
дующие выражения для искомых функций:

//։. (X) = Ch ֊ շճ-,7֊֊; I*. (1- ։)*” + 
d1 (№) /(14-v)

+ Уо1(-։)*-1]| ֊ 2(-l)fcC0 . -- ■ — —->

t * (у) = Ck ch k^- + Զւ-տհ ֊՜՜՜
аг

kr. I kv
... . r ,kr.x 2(-l)‘ , Pd...
V (x = E ch ------------^T֊2— c« + -Հ7

d3 kr. 2/
2b)(a-d3 Հ) 4-
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(20)

«Ш- ll՜՜ П - Cosh։ Л’’ Ա- b + dj + 
kr. 2Ժյ

?’-^։|1Ь(х_НА).уР<-'П> 'А +
\ Հ /

2ւ D**M v Ujdj pr.(b-x)
՜՝ -■'’+(?) ''

G> (У) = ֊ f sir (Հ у) + 
k- 2dշ

d2{ if Pd2/, ...Ji- .
՜ ֊.֊֊ —’(Հ֊2&)տհ J ֊ y)--{k-y I d2

+(=մճր.^№_2ծ)(Հ_,) +
rv •• /

•H,, b - - ր/շ) 4-

, Դ oa
2A< — 1)*^ v Hp{b^d.) p^, 

- - ferf, v <A •-di
s> ։p=

*U) =

+ Л) + — ' '։ d՝‘ sA - (x - b + d21 V +
րմ= ա

\ a3 )

12 00+ 2k^ n*o V ճէ P- >’ 2Ա.

’ "p=+(ZJ)՜ d'-

a^d3] + kr. 2dz

+ t ' ( J)^' —- ( <» — 2/f (<t — d3 — մ,) ch ֊֊ (v a -r <A) 4֊ 
«՜ / d2
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■I 1)‘ '№-2«')sh֊(y-a-| tf3j +
\kr. ) I d.

+ sh(y_a + У Pl-^-^լ
rf= Հ. p‘+l^)

k~ I

и i a >| 0Հ1
+ 2fcjp. S_^^gL. .sln^(a_y).

\ «2 /
Подставляя в (19) соответствующие значения функций /7»(л), ՇՀ* (у),- - 
и /<л (у) из (20). получим совокупность четырех бесконечных систем 
линейных уравнений, из которой должны быть определены постоян­
ные интегрирования Аь, С*. /Л и Ек, что возможно сделать, если 
эта совокупность систем вполне регулярна.

Покажем, что полученная совокупность систем вполне регулярна. 
Делая подстановки

ОО

с; + Հ1;
Р ։

ос

г Հ-, , k^(l , A' ~QEh - — C*cth — />csch -֊ ; 
«2 «շ

c J^sh^,c;.

6.= (21)

приведем эту совокупность бесконечных систем уравнений к виду:
■х> ос

А\ о-ьрСр Ч- V и*л4՜ 7*;
р-1 р«1

(22)
л- I
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Ор ОО

п- 1 /»- I

где

.и ,2d>k ' .k-b . k~d.2 .к- pr,d. р- . , . z
«а-л = — sch sh ch-—(ft մ->)-տհ - sh — խ — rf։)X

”4 , մj dx dx d., d*

u 2d2k . k- /г-ft . k-d.. , p~d. . p-d- 4Z4g— ch — \b dz sch Sh —֊ sh ‘ ’ sh չ—* X 
а-մ, dx dx dx d2 di

X esch —---- kdz \=
Հ /

ilftp —
՝2kd.. , sh a~d..

di;,. 2&kd.՝ 1

= ";К5Г
k—d- . A՛—ft . A՝— i . p—dj . p-d-j sch — ch (ft — d.) sh --—L sh ֊ X

Հ3 Հդ d3 d.. d>

, p-a 
X esch - 1

. 2^1 ch (6 _ rf։> sh sch « sh'Ji d3)sh p-^ >. 
մ;։ di d:> di di

..I 
Ա-

Հ -
Հ/ftrf? kr.‘

d\

X csch^ -֊ • 
d՝

, /г- . к-b . к-diCoch (ft — (/2)sch — sh
dx d{ dx

P 7 ’>
(Հ -y0)------ --ch

abd.: ■ /14-.
к-... . . . k-d,. kr.b•(ft —f/2)ch sch — 
d.\ dx d}

^ty0 , j ,
abd2 I I փ v

2 . A’zft . k-sch - ch ft-մ.,) 4-
A--3 d, d.
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tZ. 1 />* . V t . k'd2 .} 1\-1--------- (.</,֊֊ vobsch — sh—- ch — (b— d2y,

I I 4- у ab ՛ №

lib А’П= / (I 4-v) Հ Հ
,11 = Ճ. W J.՝՛'՛ d՝L cth —՛ 

/ 1 r у ЛМ (lb d*

I)'֊' 2d,yV l_c։di W, _ /'«/2 (Հ_շ„ J r 
ab a. I ab Arc2

1 — > . I u I * / q . . > % ***• —. •

1-л</, ' /г-* ° ՜ 7[՜4- ■') 3 ab ( ։՜ >0 ՚ / 1 -h v| ab

~ill _• к
a ‘IP -l d. .

. . . 7ft3CVo—« + ab I ] -i- - k~~*
Հ։) cth k"f :' 

Հ.

2P у id.2 (—1J* krd(a-y0)csch ,3 4 
di abdz R՜'

ab I
7 A • ~ 2b} (a d'} + Դ՜ -7 i ? A (3</ ՜ 35Կ ЭД - 
d3 krd ab 3! 1 v k-՜

>dr: 1 2P v 
ab Fr«’ /՛!+’/ (23)

=
d\ 2 .ch

abd..b-^l(\ •/)
— (b — d->) sch'' — ch 
ds d.

k-d, 
Հ.. («֊Уо Հ<) 7

Հ ' ՝‘ . y# 1 // '-ll 7 |/’ lZ bch kJ- 4 
/(14-՝<)A--3 abd2 d:l d3

d;i r j . 1 i-•7 <A' ՜ Հ .’’o^ — sh t-2 ab
k-d.. . krd) .k-r.sch֊֊ ch (ծ-մէւ ■
da d-j d 3

1 
kz2d: ’abd-

л| /?-մտ . k-b .kr.Sh—-—sch֊ —ch /i fZ2> I 
d-> d-։i

, P d3 1 { , n,, . ... k-d< , k~ .. . , h-b
+ ~T ՝ T1 ~ГТ {di2b տ ժ3֊ rfjsh֊ - ch (Z; ֊ մշՌմհ •1 A’-։ abd. d3 d3 dn

Совокупность четырех бесконечных систем уравнений можно свести 
к одной бесконечной системе

,^ч 7| С-.р 'Հ.ր •- l)v. (24.
է>֊ I

если положить

•V- — Z.JX- Cl; ֊Z^..-շ. /՜Է = Z.I.Q-1, Լհ --  Z\!;\

և;- ? ՜- a^;t\ Շհէ_.|, 4/։—i — <7!.^; С.Ц--3. \lt = \p հ - 0;
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Си֊...v>_ , = Сц4— 2. ip ж C 4fe—2, Ар Cu_i,4p-2=0; 125)

Сиг-1. \р <2^, C’u-i. \р- i "՜ С՝,к ։. 4/> C.\k-\ |р_л=О;

C4*. 4p-2 = aJJ,,

■՝ ֊ rl>

Легко показать, что

Си. ip : — а[:р,

Ьлк /ли

('•к. ip — Си. ip л—0;

.Jfl _ .,л• л ’ "4* էՀ. •

ОО
-d^ ll^ e■>.,<— 14-

j-եէ-մ,— մ )

р
4а

у = У й=;, 

Р-1 Р^1

ОО с
լ c.-.t 1. р > — ՝

р-1 р
oo
\ I Си. P

p-J р-1

յլ
4ւ

I 4֊е
х> .

j2֊^ Հ - >! )

Здесь были использованы следующие неравенства:

տհ
k-d. , к- Հ . k-b ch (b sch — 1

Выбирая при

. b~ lir.ash - (a — rfjcsch 
d3 d3

clhx

k-d.

(0 х <х>).

Z =
а.)-

1 -ь е
խ-rf,-մ,)

для всех • получим

-■п
<Հ 0-rfj

Если же ժ3>ժ1( то а придаем значение
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7. 1 4 е
- :՛ а, 

е

и для всех ’/ имеем:

сю £<**>]
-г е

? (a rf. rf-J ■

Р- 1

т. е.

V с./<1-0
/'-»

для любого •/ и 0>О. Следовательно, система (24) ввел не регулярна 
|5|. Свободные члены системы (24) ограничены Ի,Հ. М. Как известно 
(5]. в этом случае система имеет’ограничеиные решения, удовлет­
воряющие неравенству

Рассмотрим несколько частных случаев:
1. Ժ, а (1Л, т. е. случаи прямоугольного сечения с внутрен­

ней внецентренно расположенной трещиной, система (24 остается 
вполне регулярной;

2. b - մ21 т. е. случай прямоугольного сечения с горизонтально 
расположенной трещиной вдоль оси. Система 24) также вполне 
регулярна;

3. dx - ժ3. т. е. случай сечения с центрально расположенным 
прямоугольным вырезом. Как это видно из (23).

</.4 Պ-Լ г <П.2п. а1՝„ - Л'р к/г кр է:ր հր էր

Совокупност։» четырех бесконечных систем (22։ вырождается в 
совокупность двух бесконечных систем:

Xi
.и; = мл, 

Р- I

XI
Ջ арт-и; - ь՝1,

р-՝

где
>•. — /rd , //I*’ Ckf> - (lkp ~

/,! . 7П -ЛИ
— u I it »
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§ 3. Определение постоянного Со

Постоянная Св определяется из теоремы Л. С. Лейбензона |3| 
о циркуляции касательного напряжения при изгибе:

р * [2F- ,Ъ(>^-]‘2 = (Л
Jdrt 2/J J ' (1 • I J
Կ

где Զ площадь, ограниченная внутренним контуром L;\
у0— координата центра тяжести замкнутой области Ճ.

Поскольку было принято f(y ծ’ и - 0, то это соотношение 
упрощается

Л.
Учитывая (10 и (И), формуле (26) можно придать вил:

/л
ГТ֊ (Л .МО'-֊<ձ֊Հ) (*-֊''?. (27)
I I 4֊ ՜*1

Решая бесконечную систему 24), получим значения постоянных ин­
тегрирования, выраженные через Со Затем находим функции /7д|.с), 
^Л(у).---. Л'» (у). через которые определяются функции напряжений 
Ф,-(л*. у) и ФНх, у).

Подставляя в 27) соответствующие значения функций у), 
посте некоторых преобразований получим следующую формулу для 
определения Со:

Г А — b - <։ - մ, - ժ3 1
° ^՜+ ՜՜հ г

/>у
= TTj ,֊ <л֊ус)(п֊մ, —մ,) /»-</,)- 

/(I 4-*)
1 Pv - 1 Pi

Pd
- ш/а| ֊ -у dt - 2b) (a dt) (b - ժ7) 4-

21 d2
I + /7ПГ711՜(a - rf« - d>} (2yo -a + d,-d,i-

4/

I Инвест ЛИ, серии фи •.•мат, м»у«. .4 .՛
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, . 1 V Т11 , 1 V , к~1) ։ ■ kjin f \֊ abd* \ — ֊՝- X -j- X —ch—esch -sch—(b — մ2) 4- 
a — /? а — A — k d, d. d.*-1 k- I fc-1 ’ 1 1

V 7л , k~b . k~ .. . dA VI Z-IA-. 34֊ ՝ ch- csch sch . I >> di)----- - >,—;-----
b d% d:i d:i ~dz fc_։ k~

*x> „ '•K' ,- _rfa у Z„ _ Հ. у Zjj-i csdi to sh to, sh հշ ia _ &
~dz ~՜ k2 z-d^ kz dr. d., d»к- 1 1 k— 1

°c
di v Zj*֊i , kv.a k~d, . k-d3— ' ~ esch - sh------  sh —
a՜d. — k~ d: d2 d2' Հ-- J

ec
d2 V • 1 fi~a 1 k~d\ ։ ^“«3— X—-n esch —■ sh----- L sh — • —

azrf;, ( k" d2 di d2

d^ Y1 -։
7-rf3 /г23 * I

, kr.y. k-d* . k~esch ■ sh - / sh -- {a d3)
d.. d2 d2

§ 4. Определение центра изгиба

Координата центра изгиба определяется по формуле

b~,ydxdy. (28)

Подставляя о (28) полученное значения функций напряжений и 
произведя интегрирование, окончательно получим

у.֊- + ^<2« - </»)! +</?(3ft֊</:,)L«֊rf3)։֊</ii)
6/

। • j d\ ч՜՝ Z,jfe_3 k~ . . . , k~d2 , k՜^ I , d2 \4(it)d.. X . sch (ծ-<4)sch- si։ „ iԺ - k-- d. 2d, d, \ 2 )

, .abdi v Հ , —4-4 -•֊ x « ֊- 1 — sch-----ch---------
2di -2di

-L,. փ _sch

a՞'- — k* I 2dn 2di 
.և_ Ղ L
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, л., kr.d ., k՝r.d2 .. k-d3 + d^th }+ddh- \-dtth
2d. 2d., 2d.

I հ Հ d\ th 
։’ 2d

kr.d,

t , Уо 1 I- ад- ад-i- d/W֊ад|

O CO
abd.d^ 7. ,k~ k-d. . k~>, . sch (/> ժ2) sch sh 

k՝' d3 2r/3 d.
«—•. 4

С, I - 2ab 4- ftrf, -I- bd, - йЛ| —° v
4-1.3

OQ
+ 8 V 1

/(1 + v)
|2rf,.dith l1՜՛1- -tfitli -‘և - 2adsth к՜^- 4- 

2</շ 2d, 2d,,

4- tf.jth + շՀ ■ a ֊ Հ) th ■
2մյ» 2d.

27.1*4 և’^
^d\th krdi- -\-l-d֊(d.-2b)^a — ք/3-Հ)թ6/, — Յսծ + Ma-f-2<гЛ| 

2d3 41

± (rf։ _ 2t). (e _ rfa _ rf։J v 1 krt + ճէհ 1. 
** / *<• *"»<յ Հ<«2 )

Если вырез расположен симметрично, т. е. dy ֊ մՀ, го из фор­
мулы (29) следует, что. как и следовало ожидать, у,-= а -

2

§ 5. Определение напряжений

Напряжения определяются через функцию напряжений следую­
щим образом [3]:

1 х,=
ду 21

ծ/՛Ys=-—- (30)
дх
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Подставляя в (301 соответствующие значения F х. у), получим:

abd^r.^ А k~x . k~ . . л kr.y _' (— I) ch sch—(b Ժ. icos Z«_3>b 
rf, rf, rf, rf,

+ Գ I ->֊— ժl {I 4- •* ь
£-7 £ (tf. /J

— (xs-//4;
2/

,z abd^r. \>. k~x ,kz k~y>- ՜ 4 (—1, sh sch b d I sin • Z։f. з
Հ /Г, d\ Հ Հ

0 x b — d*, 0 у dv
ՀՕ

abr.y.^ t + ։ /г-մ. k~a ,kr. kz{b — x) ...sh—-^cseli ch -(«—y)sin---------- Zu-H-
a *“ a2 d* d* d3

co
abv. \i .. Հ»-մ3 . k-a . A'-v . k- b — x\ 7I ՝ 1) sh----- csch — ch sin - • z-• «—

a ՜“ d-> d* մ-Հ-1 ՜ ՜

1а--4-л-«> (2Ь) -| b(b-Հւ| { ^֊-{b x](di-b-}-x)‘r

. abr.x-y , * . k-d. , k-ռ , /г- . kr. (b — x) ,7՝ ( 1) sh 1 csch sh a — v)ros Zk֊--t
7 di dt dt di

. kr.d3 . kr.a kr.y kr.(b x) r.
' I sh csch ֊ cos ------- —Z«-i

г *“ </.. d-i di d.ъ֊. ։ - ...

b — d.։ x b, dt :՛ у a — d.A, 
co

.z abdi~ v, I « ւ^՛ n < -7A- ՝,(—I) ch—sch {b z/jicos , i« у Zu- -
ժ3 — ։ մ։ d3 d3

Հ(" ^՜

- "՜5')| + /(1/Լ)՝ 6՜,3(" v = -rf5|֊֊J(^ л=); 

cv
... abd2r. у՝, .. . j k~x . .. . . kr.
^ .՝= . 2j(—*) Sh — .sch -(b — d.) sin (a y)-Za-;

, , d3 di dA

0 •. x b — d2\ a — d3 <, у Հ a.



0 центре изгиба призматических стержней прямоугольного сечения г '

оо
v abd-jT. \-л .а- , b- knd2 Л~\՛д.— —-- 1) sh—— (ծ—xjcsch — cos֊

Հ "յ ժ« ժւ Ժ»

cc
՚ 111,՜\Րէ ո* է br.ds ,kny kr.a kn(b- x) у— - ՝, (— 1) sh ch -csch sin------------ - /.^ । -

« — dz d, d. dt

■TV
I ab~ V. . Ajkv . kn . . . k-a ։ kn(b — x) .. .f---- >.(— l)ch—-sh (a-rfj.csch- sin- /«*-?+

9. dn d< d— d‘>ft-l ՜
Л-. <x>

I 14*+1 l. b- . k~d2 kr.V+ N, ( 1) sh — (ծ - X) csch “cos - -t-
Հ " d, d, Հ

_ to
, 2Cov,- , Jt»-i , bny , find. . kn-f- ՝ (-1) ch sch ’sin (/>-֊ a)+

a2 — d* d֊> d2/. J

4- /Л? 1 (Յր-մքյ-Ւ ~Հ֊ 2v)-
/(1 I v) 6 ՝ > 1 /(1 4֊v) 2

Pv 4ժշ . . . v I . kr.y , Ik-Kd, , bn .----- —Г — Уо ՝.—:Ch csch----- -sin— (b А-)

Рч_
/(i 4-v)

'2d{ v (֊if

Л=1

. Л- , ...» . bnd2 kr.ysh --- (a ֊ b + d2) csch------ cos —-
Հ </, մ,

у 1 . k֊
/(!+>) «* d,

(a* — b -I- </.)csch 
di

knycos ֊֊ • -

v abd-Հ. v t find-: . kny .
/ =------— ՝ (—1) ch Թ-x)csch sin ՜ /«--ձ-ր

մ։ -։ dt dx dx

co
, (ibny-y * knd-Հ ,knv kna kn>1 —11 sh sh—-csch cos (b — a-)-Z^_։ *•

a d2 d~ d2 d2

co
, ab՜ V , fe v bny kr. . kna kn+ - ՝ Ij sh-- sh — (a — fZJcsch cos b a-)Z.u. .

a ““ d-, di d - d-i*-։ - - "
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. ԼԳ\- {֊ l)‘Mch£
Հd

. . kr.d~ ։ kny(b— x) csch------ sin —-
d. d.

OQ
. 2C„\i ,.*+։ . Aw , knd. A- Հ- °' (- if * sh • csch ’ cos — (b — x) -

d - d2 dz d,- a- ։
QO

/X 4Հ» . . v 1 . кг՝У . Azc/, k“ it IՀ 1 ..sh /csch / 'cos —,/> -л) +
/(1-J-v) Ժ > , A” di d-i d2

Pv 2di v (- If ։ k- . . , . . , k~d2 , Any ,4- • >. -ch — (л — b +d81csch— ■֊ sin— * -
/(!+>) Ժ- A3 ԺՀ Հ, dx

P'< 4y0</. v I , An , , , . . kr.d2 , Any• 0 1 \ - ch (x — b 4 rfjlcsch sin—'
/!■•) ֊•■ к- </, </, rf,

А —O^y<<7j.
oo

X. - У(_р*‘ sh — x| csch A"^2cos —(п у)2«-|-
d^ Հ“ք ds d3 ժ3

IX-. ab~ xi ձ. I k~d /iT.a kr. . An , 7
4- -У( 1) sh ‘csch ch (а у) sin (ծ-x)Z.u-4 

a d՛, d> d2 d-շ

'lf>" V (— 11' 1 ’sh Л " (a ժ3) csch л”,։ ch 4” (</ v)sin';" b -x)Zv;-]-1-
i dz d2 dz d..

'I -^° V(—i)Xsh-՛-(ծ x) csch —cos^" (a— yj-j- 
л լ d։{ d;i d?։

X ^ (-1 Teh-֊ (<z v) csch Sin K" (A x) 4֊ 
— d.. d2 di

J_ ֊ (-(> V ( _ լ j4 - I a vJ cscJj SjU {I) _ л-1 ;
d., d* d> d-- A- I

Հ - rf, ^(-l)‘sh~(ft X)X 
/Ժ3 A i Ժյ

X csch л ՜/՜ cos/e-(a - y)4- 1. \d.i — 2b){a d3 - Հ) X 
(I % if ft I
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2rfJ
> /(1

Р-/ 1 Pv 12 ‘-'"+7(Г+,т1|3(в-',։-

-^֊'J //>’ л)

ЛК 1 1cos -֊֊ (а — v) — 
Հ

Ь -} di) esch COS֊;' (ti — у) -Г
ժ, ժ,

V* -L ch — (a — v I csch — X
ТЛ rf« d>

Xsln^l^.1 -£(x’-»’);
dz 21

X csch k-“- 
d.

co
L’։ ՝ 
1 4‘

/s

-1)‘ . Л- 
v shZ{x

■|<y; (a rf։—y.)

v abdiT. v t k- . . . kr.di , k~ . . ,
) - 11 ch—(ծ —x) csch sin- -(л֊у)/и-|-

«•» , , di di• — I

, k-d. k-a .k-f . kr,4-— > (—1) sh——1 csch sh (fl y)cos (ծ-—x)-Zu_a4- 
a fc-“։ d, di d. di

. ilbi- \՜^ 1 A'•- , , k •֊• k<• r «1------У (—If Sh - a </3)csch -- sh ֊ (a - y)cos (ծ- x)Z«-։+
•X —։ d2 di di di

ЭС
, 2C0Vz u k-d* ։ k-\a^y).-r — ՝(— —4

dz di di di

oc
4--у?У(^ l)A’ shA fl—v) csch k <4tco$K"(ծ֊ x՛ -r- 

d i “։ dz di d :

I ,f^(di-2b.(4-di <)V( b
ltl- Г, d-

X csch sin (fl — y) -t- 
dz di
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4- \d.-2b} V|֊l)‘ 'sh*՜ (fl-y)X
l <4

, , k-d3 kr.X csch cos (b x ՛ —
Ժ-. d2 

Иг
oo
V L ch йу֊(л - ծ 4- <У X 

rf=

X , k-d, csch ----
<4

sin ~ (a -y)

2d« /Ь
<x

/(1+^ k”
ch — (a* — b -г d.) csch----- - sin (a — v) —

Հ., a:t d.t

Л

2C
/■>* 4c/.. . . v 1 i k~ > V . b-dz... ..<-</ Уо) ձ ., sb ֊ (a ֊֊ y) csch —-3 X

/(1-f-v) к- г d- d- 

k-
X cos ։ <b — A). 

«2 
/? — d2 < a- a — d.. < у a.

§ 6. Числовой пример

В качестве примера решена задача изгиба стержни квадратного 
поперечного сечения с несимметричной квадратной полостью, т. е. 
для а = 2Ь, 2 \b — d2] = a dt- d3 при следующих относительных

4
размерах и толщине стенок d.. — d, d^^2d3— ։ d, а = 2Ь — 3d. В 

3
расчетах принято v = 0,3.

Из решения бесконечной системы после применения лимитант 
[5] получены следующие оценки сверху и снизу для неизвестных Z^.

0,27813 С° 
ab2

-0,00111 р 
ab:t

0.27604 ֊° - 
аЬг

4-0,00826—: 
ab'1

0,20908 Շ° Դ 
а (г

р 
0,02433 

ab3
Z. 0.20606—J 

ab-
0,03785 Л ;

ab3

0.29464 —° 
аЬ-

֊ 0,10763-Р 
ab3

Z. : 0,29268 (^- 
ab3

-0,09885 —; 
abz

0,18512 С° -0,05037—.
ab9 Z. 0,18223 С° 

аЬ~
֊ 0,03744 —; 

ab3
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~ Т ' " ~~~՜— ■ ■ ' ■ ■ — ■ ■   J- " " — .֊ - ---- - R-— —  

0,17171 ֊° -0.00684 /? Z- 0,16858 С* |- 0.00718 ֊֊ ; 
abz ab3 ab* ab3

0,15360 5 4 0,00006 Л 20 0,14904-4 + 0,02052 Р ; 
a b~ ab3 a bz ab3

0,19102 6Հ—0.06576 — Z. 0,18778-^4- 0,05127—; 
abz air' abz а№

0,13519 0,03953 - Z* 0,13096 С° 0,02057 - ;
ab~ ab3 ab* ab3

0,17166 С\ 0,05816—<Z, 9 0,15696 С°+0,00774 Р ; 
ab1 ab3 ■ ab֊ ab3

где
0,11247 Р Со 0,12319—• 

b b
Для координаты центра изгиба у( получены следующие оценки 

снизу уг и сверху у,:
0,44331 а уг 0,47721 а.

За расчетное значение координаты центра изгиба у;3 принято среднее 

арифметическое между нижней границей у,- и верхней границей уг 
у® = 0,4602 а, 

что дает ошибку расчета менее ՛.,
3.6%.

По приближенной теории тон­
костенных стержней замкнутого 
профиля (6) для этого случая на­
ходим յ

v: = 0,3961 а. . I* * стр
Погрешность приближенного зна- լ»
чения у.’ по сравнению с точным 
yj составляет 14 °/,>.

В таблице 1 приведены значе­
ния касательных напряжений на 
нейтральной осп оу при ^ = 0, эпюра которых построена на фиг. 2.
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Таблица 1

«֊4 4'4՚ (V

0 1.8215 2,0193 1,9206Հ
■1 1,8671 2,0015 1,9358Ճ1
2 1,9912 2,0-817 2,0361

3
2.1486 2,2859 2,2172

7Ց rf’ 2.2089 2,-3564 2.2826<*ւ 2.2061 2,4048 2,3056
t։—d3 2.4332 2,5955 2,5143

a~ 8 ժ3 2,4298 2.5842 2,5070

3«- ։֊մ3 2,4165 2,5555 2,4860

ծ I 2,3717 2,1782 2,4250

Д- 4 2,3043 2.4432 2,3738

а 2,2737 2,4360 2,3549

Здес ь /V. —нижняя граница касательного напряжения; Х:- верх-

няя граница, а ?

Институт математики и механики 
АП Армянской ССР Поступило 27 V 1958

*Ъ. О. Դ»ա [puiGjuiG

ԱՐՏԱԿԵՆՏՐՈՆ ՈհՆՆԱՆԿՅՈՒՆ ԱՆՑՔՈՎ. ՃԱՏՎ_ԱԾՔ ՈհՆեՑՈՂ. 
ՊՐՒՋ.ՄԱՏՒԿ ՋՈՂհ ԾՌՄԱՆ ԿԵՆՏՐՈՆհ ՍԱՍհՆ 

ԱՄՓՈՓՈՒՄ

հողվածում դիտարկվում է՜ արտակ1ւնուրոն ուղղանկյան անցքով ուղ֊ 
ղսէնկյուն հատվածք ունեցող պրիզմատիկ ձողի ծոմ ան խնդիրք։

եհրմուծելով о ման դա կ ֆունկցիաներ, խնդիրք քերվում է ղծալին հա֊ 
վասարուՁների անվերջ ոիււտևմԼերի չու.ծմանը։ Ապացուցվում է ալդ սիստեմ-֊ 
ների (րիվ ոեւլո ւլլա րու թ լո ւնըէ Լարումների և. ծոմ ան կենա րոն ի կոորդինատ­
ների համար ոէոացված են րանաձեե ր: Թվա լին հաշվումեերր կատսէրւէած են 
արտակենտրոն քառակուսի անցքով քառակուսի հատվածք ունե ցուլ պրիզ­
մատիկ ձողի ծռման խնդրի համար։
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