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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

В. С. Саркисян

Кручение анизотропных призматических стержней 
с удлиненным профилем

Задача о кручении изотропного упругого стержня с поперечным 
сечением в виде узкой н длинной области была впервые поставлена 
Динкином |1| и в дальнейшем математически обоснована Д. 10. Па­
новым [2, 3|.

В настоящей работе рассматривается задача кручения анизотроп­
ного стержня с узким и длинным сечением. Решение представляется 
в виде ряда по степеням малого параметра л, введенного в уравнение 
контура области.

Обобщен метод, развитый в работе [3].
Исследован вопрос об асимптотической сходимости этого ряда. 

Для иллюстрации полученных результатов решены некоторые задачи.
I. Как известно |4|. задача о кручении анизотропного стержня 

сводится к решению уравнения
Ժ4' о о'2’Г , А .. ,

2^։շ г-г + «շշ —г = - 2г՛ (1.11
ох- и хи у Оу2

с граничным условием Ч'(х, у) —О вдоль кривой
Fix, у) = 0.

тем, что все ординаты огра-

Фиг. 1.

ограничивающей поперечное сечение стержня.
Здесь Ч*(х. у)— функция напряжений, Ди—упругие постоянные. 

V֊ относительный угол закручивания.
Рассмотрим область D. ограниченную двумя пересекающимися на 

оси X кривыми (фиг. I).
Область Ох отличается от D толькс 

ннчииающих ее кривых уменьшены в 
отношении 1:/.. где 0<Х<1. Предпо­
лагается, что I) и D, конечные одно- 
связные области.

Пусть область, ограниченная двумя 
лугами кривых

у - Խտ, (х);
у = Хт.2(х), (1.2)

эквивалентна 1-(х, у) — 0.
Здесь ?х(х) и принадлежат к типу кривых, показанных на
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фиг. 1. и имеют необходимое количество непрерывных производных 
для рассматриваемых значений л\

При помощи (1.2) граничное условие примет вид

Хф։(л)| -О,
(L3) 

‘И*. >■?,(*) | =0.

Положим 
у = Хт<: ‘Г (х. v) = Ф (д', т(; X). (1.4)

Имея в виду (1.4). преобразуя уравнение (1.1), находим

Л *-Պւ д-7 —2/ձքւ2 7------- հՊշ . = -LW. (1.5)
<>л- dx(ht ժհ-

Не трудно видеть, что граничные условия (1.3) можно представить 
так

Ф [л֊, ք։ (л); Х| ֊ 0.
(1.6) 

Ф К ?2(Л-);Х| =0.

Представим решение дифференциального уравнения с частными 
производными (1.5) в виде ряда по степеням X:

»
Ф 1 х, т,; л) = V рк (х. Т/) • X*. (1.7)

tf^O

Из уравнений 11.6) при помощи (1.7) легко получаются

Рь |д'. «։ (x)J 0:
(1.8)

Р» I*. ?* (*)] =0 0, 1, 2. • • •).

Подставляя значения Ф(л\ т։;л) из выражения (1.7) в диффе­
ренциальное уравнение (1.5), сравнивая коэффициенты при одинаковых 
степенях а, находим

_ (Г֊Р,, .
2</,2 -Г 6’22 -----J

oxdr( dt*

d2P„ п , d2P..
Պւ • . . ֊2Պյ- ֊֊ - -Им . ft =֊2v, 

дх-‘ <)x(hi dt\-
(1.9)

Л d2Pk (FPk+l . , 0iPk^ -
an ' A t ' դ a ՛ f*2: j 50хг OX<J\ ԺՀ

() [k= 1, 2. 3,

Из реккурентных уравнений (1.9). при помощи (1.8), последова­
тельно определяются функции Р* х. т() \k 0.1. 2, • • •).



Кручение анизотропных призматических стержней с удлиненным профилем 23

Ро(Х,Ч)=О,

Р։ (.г, 4 = 0,

/'։(*• 0------ — IV—|?| +?։(х)|-т<4-«|(х).?2(х)|, (1.10)
о»

Р։(х. v»= ',J . D, (7, -?։)*հՏ- l?i + ?5 -И] Г, }֊ ?։ (*)•?, (х)),

где иол символом I), понимается частная производная ио х. После­
довательно опр» делив функции /%(х. »;), можно записать выражение 
для Ф(х. т։; а), а следовательно и для функции Ч’(х,_у):

’Г(х.у) ?«} ■'"+

ч ֊*-’-d, »|;+?։ւ-!Հ։ -(?, +?,-Հ- + •/.’+
I /. I

или

■r U.У = - ■>■’+/.. I *- . y.(?l + ?։) + a-’ p!L X
as I aa an

X 4՜ ?s) • • • • !՛ 4-!----- — • ri ՛ ?: հ ՛ У ՚ ?j 4- ®a) X

X Dr(«։ - ®.) 4-• •-r • • • 4.11)

Имея функцию напряжения ’F x, у), можно определить касательные 
напряжения и жесткость стержня.

Полученные результаты значительно упрощаются, когда имеем 
сн м метри ч и у ю обл аст ь.

II. Случай симметричной области

Если область О, симметрична относительно осн х, то

= - Vj(X)=/|X).

Тогда

/•(х. у) = у։-/.^(л) = 0, 
или

Ii=±/(x). (2.1)

При таких условиях сиги мн реккурентных уравнений (I 10) упро­
щаются и примут вил:
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ճ23

Р3 = 0.

/ձ֊(Հ V’- ‘Ն Р’Л
2ճ£«

(2.2)
/j _ 7< '՝/* r‘՜) . . Հ)'ք2
' ь — j «։։«շշ T . 

Յճէշշ

Л = <f- ՀԿ ■ j ֊ ; • D։ (ՀԲ*/2) - (Հ- D» Г)
4-

4֊(/‘- V) •
•4։«f2~ Л'*==

24а$։

где

£Л = — (А-= 1,2. ... .
dx*

Имея значение /\ {х, rj, можем для симметричной области записать 
выражение функции напряжений

V (Л-, J.) = + ХЧ . | (!«/>_у»). | “,լՕ=/= -- V■ X

[4(7,, սՆ — 

■ 4i^„—

2Պւքւյ.,~«^/։Ձ(7._Ղ. 1 ^;,а֊3-ь 16«։։Պ«շ-12Հ։(?;շս„
՜՜5-3!  ̂ ՜/?/ ՇՎ

. ZT-l/’/Հ/ն-

3"ճ՜ /J (Հ-Հ^) >2.3)

Определим жесткость анизотропного упругого стержня при кру­
чении

й (՛>./ I> ft
Г = 2 J’ [ V [x.y]dxdy ■ j’/Mx-H.*- —$֊■ ^fWf-dx t

u -X/ • a a

4- f' ■ ‘V •
3w'22 dx +
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или

2 4а1։а?, — <77,<.’п Г >
+ 15 ՚ ՜ նժ -J | + 0'

Г = -^-. {t'dx Н«. £’J- - \lWpdx + X 

3a„ J (и2й J 3
4» <J

X (p- ՀՀ dx +

U,,.- ցէց»). v
240 • a\:

• twpdx -ь о (Г), (2.4)

где
t = 2)/(x).

Рассмотрим некоторые конкретные случав
I. Стержень эллиптического сечении. Пусть контур попереч 

кого сечения (фиг. 2 задан уравнением

Так как поперечное сечение представляет собой узкую, длинную
область, то, естественно, как малый 
параметр взять отношение полуосей 
эллипса

х=А, о<>.<1.
(I

Тогда уравнение эллипса (2.5) мож­
но записать так

У = ±Ь/(д-;. (2.6)
где /а {х) = аг — .Vч s.

ч‘(х.у)=֊ .р.7.(Х)_у.|.(| + Л*֊’1-
‘‘»s \ U-ZZ a z

Так кик малый параметр л всегда уловле.порист нерлвснству

«к
ап

Из соотношений (2.6) и 2.3 легко получается выражение функ­
ции напряжений для анизотропного упругого стержня с эллиптическим 
поперечным сечением



26 В. С. Саркисян

io ряд (2.7) суммируется

.... X2 иг2 л*2) v
’I1 у) = ------------- լ—-

__________у_

1 + /’ • "1։
ճ32

2.8)

Жесткость эллиптического стержня определяется из (2.-1) так

—а

С
о/

‘Г л-, y)dxdy

֊« - >/

(2.9)

При помощи (2.8) тля компонент напряжений получаются 
выражения

следующие

Ժ4-
ду <7շշ

2т>у 

4-Х2 • 
ճ։.

■2.I0I

~*Հ —

Ժ՝1*
•у-

дх ճշ5

2vX*x՜ 

1~֊;л •
«а.>

2. Кручение анизотропного стержня (фиг. 3) трапецеидаль­
ного поперечного сечения.

Уравнения линий АВ и CD можно записать так

Фиг. 3.

2d:

2ծ

i2.ll)

как исследуются удлиненные 
d-i профили, го отношение — являет-

ся малой величиной (օ<Հ֊^<1յ .

Введем обозначения

, d, d: — d./. = —, a — -----L,
b 2d.

bd։ 
с — —1

2d,

Имея ввиду э1и обозначения, уравнения (2.11,1 можно представить так

у2 )-72(л-) = 0. (2.12)

где

/= х) = (ах + с}\

2

у +
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Из выражения 2.3). при помощи уравнения (2.12), получим вы­
ражение функции напряжения при кручении для анизотропного 
стержня трапецеидального поперечного сечения:

ЦТ (х, v) _ , Ои . а, +
11 շ; ' (I շշ

д2 \
4֊ к4 . -V • «4 4-/» • . а* ... . (2.13)

а22 а1?

Из выражения (2.13: видно, что

.Г1Л., V) . _А_ , (2Л4}

Я23

если малый параметр г удовлетворяет следующему неравенству

Имея функцию напряжения, определим жесткость рассматривав 
мого стержня

ծ 4 X (.XV I- г)

7՜ ՜ 2 | Ч* |л-, у) dxdy =

<1 -.(Jr r>

2>.э1(ab 4- ci4 —1,4|-v 
a«) 

^շ։

или
b di — </{ V______

7 ՜ 12 ՚ ',Гя11-ач ь*\'
* Q-շշւՔ I I — —■ • R I

\ (?■>՛> / 
где

d>. = » k tg£.
2ծ

(2.15)

Для компонент напряжении получаются следующие компактные 
выражения

2ւ՛ v

(2.16)

2/гЧ՛ •(((..>.* -|- ր?ւ 

aai21 1 - П“ - Л-= 
\ ճյյշ

Кручение стержня 
задача является частным

треугольного сечения (фиг. 4). Настоящая 
случаем предыдущей, т. е. ժ։ 0. ժ_. = d.
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будем иметь

. d IX = —, а = —,
b 2

с = 0. (2.17)

Учитывая |2.17 . из (2.141 (2.16) находим

7. А&ииционный профиль (фиг. 5). Пусть сечение авиационного 
профиля ограничено дугами полукубических парабол

а х 
у=1 — •[ (2.18|

b I b
где

3| 3 .а = —----- -  //.
4

т. Ь
Пусть л является малой величиной. 

Ь
Тогда уравнение (2.18) можно написать 
в более удобном виде

у2 — - О, (2.191
где

27
J - X) = СХ ( Ь ֊ .V)2. (■ — .

Имея в виду (2.19 можно выражение <2.3|. после некоторых 
элементарных действий, представить так

Ж(х,у՝, = + X’v • y։i ■ • c(3x 24) +
I ’ ։Z22

+ y(A7»֊y=|֊1’֊1i + ...i ; ,‘v ,ր-֊Հ.
“•22 I 1 <1!Л
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Xil8x2—2|ձ.է4-7//'ւ
2«и«?г • е-

(Зд-: - հհд- 4- Ьг} 4- у (/*/• — v։ i X

4Ժ (<2*։</13ր?23 - 4«n«f2) (3a- — 2b) 8c2«J։a։։
3!< ’ ՜ ՜ Ж: (Зл--2Л) 4-

4- (*Т ~ у4) •
՜ Յժ ; 4a֊։<7֊ , - <?-տՀ72...

Հ՜
2'i

2t2(rta2rt-I«-;> —2ап«У

'2 1180л֊3 36(»fr.va 21 9/Ar — 38/>31

12c3a'^a'-V2

«՛.:
(5.v3—lOfrx1 j Slrx— Z>’)—24t3X

<յ՚։ճ -II * - 4al։«‘
3-3!^

4йИ: i 6л*3 12/;.c2-|-

4- 7b՝x - />’) r • • • 4֊ (2.20)

Для жесткости рассматриваемого стержня получаем выражение:

7՝ = 0,162՛ ( I 1,428 -11 • Х44-0,565 •/ 8 (2.21)
«гз \ «տ։ аХ /

Если принять, Gn Այ.յ — 0, т. е. рассматривать изотропный стер­
жень, то тля жесткости из (2.211 получается хорошо известное выра­
жение

Т = о, 162ծ/յ» (1 -1,428-֊; ֊6.352 ■ ••• .
\ /)2 Ь* 1

Здесь существенен вопрос сходимости ряда (2.21).
Исследуем асимптотическую сходимость ряда (1.11). который я в 

ляется более общим. С этой целью обобщим результаты Д. Ю. Па 
нова |2| для нашего случая.

III. Доказательство сходимости ряда (1.11)

Распространим основную теорему о дифференциальных неравен­
ствах С. А. Чаплыгина на уравнение (1.1).

Теорема. Дано уравнение (1.1) t: области

/.(’1՜ւփ2;՚^0.

где

•2 2
/. (‘К) = V jy + A. ժ44* 

dxi дхк
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Հ2յ՚շ - A'j — *^2t А'2 — V•

Дана некоторая функция Ух. у՛. которая внутри области 
D имеет конечные, непрерывные частные производные и конечные 
вторые производные, а на границах области, всюду равняется иска- 
.мо.чу интегралу ՝Г х. у) уравнения (3.1который должен обладать, 
в той же степени, свойствами непрерывности.

Функция V(.v. у) будет нижнею границею интеграла для вну­
тренних точек области, если результат се подстановки в урав­
нение (3.1) всюду положителен, т. е.

ЦУ : 2г՛ >0. (3.2)

Доказательство. Из (3.1) и (3.2) получается неравенство

Л(У -Т) ֊ v V<U(-l), + ։'-""֊֊H>0. (3.3)
“• OXi ОХ է/-1

Составим скалярное произведение

( V' ( V-Ч*)) = ֊ Փ)ԺԶ. (3.4)

Для выражения (3.4) применим вторую формулу Грина

(( У ֊ V). - Л ( И-'Г)) = j* •(֊ 1 )'**• -V<?՜— X

d(V'-U-) Г ձձ Ժ(1/-Փ)
X ՜- ֊2ժԶ ~д^~ х

Л Г i *

X c.os (v. xt) ds. (3.5)
A

Здесь Ի, л\)- угол между осью ox< и внешней нормалью данного 
за м кн у того конту ра.

Контурный интеграл, стоящий в выражении (3.5), есть нуль по 
условию У ՝Г 0 на границах. Следовательно, выражение (3.5) при­
мет следующий вид

«11
д( V ֊ ‘I’)’ =

Ջ

d{V ‘Г) 
-------г а շշ •

(/у

дх

ԺԼ1/֊ 
tfy

2а։3 ■
д(У-Щ 

дх

(3.6)

Известно |4]. что для упругих постоянных материала стержня имеются 
такие условия

<?л>0
(3.7)

Он > 0
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<2։ւ<1շ-> — ճ՜շ^>0. (3.8)

Обозначим через g՜ следующую квадратичную форму от двух неиз
Л(У-Ч-) 

дх
ժ(17-4՜) 

dv
вестных

8 ՜I дх 1 OxI +йиЛ^Ыф. (3.9)
ւ

При помощи i.3-9) выражение (3.6) можно записать так

((V'-'Г). -Z.(V-»-))=J յ^ԺՁ. (3.10)

, ՚ ս

Если иметь в виду условия ՚3.7) и (3.8), то очевидно, что ква­
дратичная форма будет положительно определенном, т. е. g>0. Тог­
да, пряная часть выражения (3.10) будет существенно положительна. 
Следовательно

I (V՜* —Ч')։ -L Ц/— '!'))>0.

Учитывая (3.3.1 находим, что I7 -‘Г не может быть всюду поло­
жительно. Итак, относительно функции Г — Ч' можем делать два 
предположения: или I) I7 Գ՚<ՀՕ внутри области, или 2) поперечное 
сечение разбивается на части, из которых в некоторых частях имеет 
место V — Ч’<0, а в других частях имеет место I7— 4՛ > 0.

Не трудно видеть, что второе предположение приводит к про­
тиворечию. Таким образом находим

И— ՝Г<0,

или

И< 4Հ

Аналогично доказывается, что для (/—верхней границы интеграла, 
имеет место следующее неравенство для внутренних точек области D

Ч'< U.

Итак, получается
|/< Ч- < U.

Теорема доказана.
В частном случае, если положить, что п։1 = л<,2, а։» = 0 получа­

ется теорема, доказанная иным методом академиком С. А. Чаплыги­
ным |5|.

Лем м a. Исли Ч’(дг, _у) обращается в нуль на границе области 
I) и удовлетворяет внутри нее уравнению

Լ (4՛) - - 2-v,



32 В. С. Саркисян

то для любой (функции F(x, у), удовлетворяющей уравнению 

A(O=/U-.y)

в области D{ ( D и обращающейся в нуль на границе области D. 
имеем

1^(А'.у)|< «Пл-.у)1

внутри и на границе Dv если только \f(x,y)\ 2v в этой области 
и на ее границе.

Д о к а з 8-тел ь с т в о. На основания доказанной выше теоремы 
имеем 4*(.v, у/. О внутри Id, а значит и на границе D..

Построим вспомогательную функцию Ф(а*. „V! следующим образом

1) А (Ф) -г-2г’ = 0:

2) Ф'х, у) —0 на границе Dv
Легко заметить, что

Ф(х, у) < ‘Г (л. у) внутри и на границе /Հ

Обозначим через Ф։(х, у) следующее выражение

Ф։1л-,у)-/?(л-, у) Ф(л’.у).
Очевидно, что

Ф։ (х. у) = 0 на границе А), и

А (Ф,1 _./(x,yi~ 2v>0.

Еще раз применяя теорему, находим

ՓյԱՀ у)<0 внутри А)։.
Л это значит

/* Iх, у) < Ф (х, у1 < ՝Г ։ х, у), 
или

Л(х, у)<՝Г(х. у).
Аналогично получается

F'(х, у) > - 4' (х, у).
Следовательно

/Чх, у>| |’Г(л։, у) внутри и ла границе Dv
Теперь докажем сходимость ряда (1.11). Изучаем решение нашей 

задачи как функции
Образуем разность

Составим выражения

"՜Հ' гй.....^2. (3.12)
дх- дхду dyz
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Подставляя значения ря из (3.11 в (3.12). имея в виду уравнения 
<1.9), после некоторых элементарных действий, получим

>•" • а։։
Հ/Հ

■
(3.13)

Оценим выражения (3.13)

]/?. (х, у: X) : > Io’,/-'.., (х. >֊ j • «„ + 2Х- • • а„ х

I3.IH

Эти множители, рассматриваемые как функции х. суть функции ре­
гулярные внутри н на границе Dv а как функции г,—просто. много­
члены Во всяком случае, мы будем иметь в области

у)l = о»?*» л*.’■акр—.

(Ч) /J^P„(X. ij) I.

/>vPJx, т4) ,7л.

^’„P^x. ’J - DyP. X, r, />„.

Тогда неравенство (3.14 примет вид

R. (х, у; >.): < • ((/>„-, 4- >•£•) • fl։։ • (3.15)

Теперь применим доказанную выше лемму. Пусть эллипс с по­
луосями а и ծ содержит внутри себя область D. Функция напряжения 
для этой области согласно (2.8) будет удовлетворять неравенству

q. * aWv L а1 у«_| . аЧЛу
’՝■ I ճ* ծ1 J +

Очевидно, что можно подобрать эллипс с полуосями а и \ծ, который 
будет содержать область Г)х (фиг. 6). Тогда функция напряжения для 
Dx будет удовлетворять неравенству

‘Наук֊֊ ~~ . (3.16)

Применяя лемму, из неравенства (3.15), при помощи (3.1G), будем 
иметь
3 Ншссткя АН, серии фш. ил:. киу*. .4 1
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('Лх, у: ЛI • а֊Ьг • v ■ Цр,,-! 4- г.р„} » а„ + 2Х • а12<?я| 
(3.17)

агап 4- W8flu

(п -= 2)

Для /2 = 0 оценки из 3.17) не получается, но ее легко можно полу 
чить следующим образом.

?„(•<. 5՛:'•> = 4r(x,y)-pJ.r, < ) ='Г(-*. У).Имеем

.%(*• у: л)|<

^x,y^-an^- 2«12.-3y4

= - 2v.
<¥

Применяя лемму, находим

<1£Օ2-, + '-Տ/րնո
(3.18)

Аналогично и для случая п 1.
Таким образом полученные 

оценки (3.17) и (3.18) решают вопрос об асимптотической сходимости 
ряда (1.111, так как из них следует: при л—0 для любого п ?п(х, у; 7)-*0.

Ереванский ։ос\дарственным 
университет Поступило 2 XII I9S8-

Վ. U. Uuii-qutuiG

եՐԿԱՐԱՑՎ-ԱԾ ՊՐՈՖՒԼՆեՐՈՎ. ՍւՆՒՋՈՏՐՈՊ ՊՐՒՋՄԱՅԱՋԵՎ- 
ՋՈՂ_եՐհ ՈԼՈՐՈՒՄԸ

И IT Փ П Փ И Ի IT

1Լշիւատավ} լան մևշ tj իաա րկված Լ երկարացված պրոֆիլներով անիզո­
տրոպ պրիզմայաձև ձողե՛րի ոլորման խնղիրր։

Լուծում ft ներկալացված է շարքով րաո փոքր' / պարամետրի։ Լետա- 
զոտված Լ լուծման ա սի tf ոլտ ոտիկ զո ւ զսէմ իէոո ւվժ լո ւնր s /’ն՚ւ՚էան ր tn ց վ ած Լ 
Դ. Յու. Պանովի |3, 3 մեքժողըէ Դիտարկված են մի քանի կոնկրեա խրն֊ 
ցիրներ։
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