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МАТЕМАТИКА

А Л. Талалян

О представлении измеримых функций рядами

§ 1. Известно |1|, что если последовательность функций <лф. 
определенных на ограниченном измеримом множестве G положитель­
ной меры, образует нормированный базис в пространстве LP{G , ի 
для любой измеримой функции f(x), определенной на G, существу­
ет ряд

</!
V а„ <?,, (а),

«—յ
который сходится по мере на множестве G к /(х), причем

lim a,t = 0. 
п • ■'

В связи с этим естественно возникает вопрос:
Какие последовательности функций {/«(л*)).  кроме базисов про­

странства /.р. обладают гем свойством, что любая измеримая функция 
/а՛) представляется в виде ряда

со
a,t fn (л՛) (ae — действительные числа), 

л-1

который сходится к этой функции по мере.
Чтобы сформулировать теорему, доказанную в настоящей работе» 

введем следующие определения.
Определение 1. Последовательность 'f,t х}\ почти везде 

конечных измеримых функций, определенных на խ,/ф называется 
полной в смысле сходимости- но мере, если для любой измеримой 
функции f \xt, определенной на խ, ծ; существует последователь­
ность конечных линейных комбинаций функций системы '.fa (х . 
сходящаяся к f(x] по мере ни խ. /ф

Определение 2. .Иы будем говорить, что система х)} 
почти везде конечных измеримых функций, определенных на խ. /ф 
асимптотически ортогональна, если для любого =->(.> можно оп­
ределить X՛ такое, что для любых целых пт>Х'. и -л т. 
функции ^пх и ^т(х ортогональны на некотором множестве 
^т.а, мера которого больше, чем b а—■, т. с.
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s,. л՛հհՈ x\dx = Q. b — a- •=..

b т.п
Справедлива следующая георема.
Теорема 1 Пусть последовательность \fn՝x\ почти везде ко­
нечных измеримых функций. определенных на խ, ծ], полна, в смысле 
сходимости по мере и пусть функции этой последовательности 
линейно независимы на любом измеримом множестве F меры 
incs ճ> яо>0. где (1դ<Լ6 а — некоторое фиксированное число. 
Тогда можно определить последовательность f.vj. *.  обладающую 
следующими свойствами:

1. Каждая функция ?я(ж|, п I, 2,--« является линейной 
комбинацией функций f\՝x).f2\x.՝--. fa՝.X\ и, наоборот, fn՝x) 
п - |, 2....... является линейной комбинацией функций ’-рДл ..... ?«(-*)

п п
■5„(л- - д fkix], /н (л*  । = ^ 1 х , я = 1, 2, • • •

Հ-1 А-1
2՛ Система. {тДл՜}) асимптотически ортогональна.
3 Для любой измеримой функции f,x:. определенной на 

[а, Ь\, существует ряд
о>
У, дп XI, 

«—։
который сходится к /{х\ по мере на [я, /փ

Заменим, что в теореме 1 требование асимп готической ортого­
нальности системы {?л(х)} нельзя заменить более сильным требова­
нием ортогональности этой системы на [а, /;| в обычном смысле даже 
тогда, когда функции последовательности (Л(х)) интегрируемы с квад­
ратом.

В самом деле. В работе |2| была построена ортогональная и 
нормированная система (/Дх)| функций, определенных на [0,1 j п 
обладающих тем свойством, что 

fn (.с) = b,։-i ха~' при л- f (И

где Ья. я—0, 5. 2-• • отличные от нуля действительные числа.
Так как система х”rl, • • х,!-• • • для любого фиксирован­

ного п полна в пространстве Lz [0, 1|. то система {/Дх)| будет пол­
ной в смысле сходимости в среднем второй степени на любом отрезке 

֊Լ J 2, • • •.
Ի J

Отсюда следует полнота системы (/я(х)} в смысле сходимости по 
мере на отрезке [0,11. Очевидно, что ,/Ja')} будет линейно незави­
симой на любом множестве меры большей, чем 1/2.

/1л֊) м<>жет равняться х> или х на множестве положигельнон .мерм.
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В силу того, что система (/•«(-'•)} ортогональна и иормнро.°,т п 
легко видеть, что если {®л(х)} произвольная система, удовлетворяю­
щая условию 1) теоремы 1 и ортогональная на |0,11. то каждая 
функция ?х (х), А = 1, 2-- получается из функции /л(л-) умножением 
на постоянное число.

Теперь можно показать, что ни одна из систем {®л(л‘ указан­
ного вида не будет удовлетворять условию 3) теоремы 1.

В самом деле, если ряд

(2) 
и—,1

сходится по мере на |0,1| к f(x), то в силу (I) на отрезке 

та же самая функция будет представляться степенным рядом
У/

У Сг.Хп.

Л-0

(3)

сходящимся к иен по мере на . В том случае, когда функ­

ция /1Л- почти везде конечна, из того, что ряд 
на [i • 11 к /(а), будет следовать стремление

՚3) сходится по мере 

к нулю по мере на

, 1 последовательности Тогда для любого а0, ’/? < Л'о < I 

будем иметь
11m смл’ О, (4)

ибо в обратном случае для некоторого £0>0 и некоторой последо­
вательности • имели бы место неравенства

Ին Ч. £= 1. (5)

Но из (4/ следует, что ряд (3) сходится при |л|<1 к аналитической 
функции, и тогда /(д | почти всюду на |’/з, 1| будет совпадать с не­
которой аналитической функцией. Отсюда следует, что для рассмат­
риваемых систем {?«(>')) условие Յւ теоремы 1 не будет выполняться.

§ 2. Прежде чем приступить к доказательству теоремы 1. сфор­
мулированной в § 1. приведем некоторые определения и теоремы ра­
боты |2|.

О п р е л е л е и и е I . Последовательность \ք„ л-յ | почти везос 
конечных измеримых функций, определенных на խ, ծ|, называется 
полной в смысле сходимости почти всюду. если для любой изме­
римой функции ք х . определенной на |а,/>], существует последо­
вательность конечных линейных комбинаций функций системы 

сходящаяся к f'x] почти всюду на խ, /փ



6 А. Л. Талаля։։

Очевидно, что - го определение эквивалентно определению 1 па­
раграфа I, т. е. из полноты системы » смысле сходимости
почти всюду следует полнота этой системы в смысле сходимости но 
по мере, и, наоборот.

Мы будем пользоваться также следующими теоремами, дока­
занными в работе |2].

Т е орема 1 . Если последовательность \f,t ՝ х i} почти везде 
конечных измеримых функций, определенных на խ, />|. полна в 
смысле сходимости почти всюду, то она. остается полной в смысле 
< ходимости почти всюду также после удаления из этой системы, 
любого конечного числа функций.

Теорема 2°. Для того, чтобы последовательность {քո(ՀՀ 
почти везде конечных измеримых функций, определенных на խ./փ 
была полной в смысле сходимости почти всюду, необходимо и 
достаточно, чтобы для любого տ^>0 существовало множе՛. :тво 
/ такое, что ines F >b — а - г и система \fn (л՜)) полна в про­
странстве I. ձ(Ր.).

В силу замечания, сделанного после определения 1 . ясно, что 
в теоремах 1° и 2' предположение полноты !/«(х)| в смысле сходи­
мости почти всюду можно заменить предположением полноты в смысле 
сходимости ио мере.

§ 3. В этом параграфе мы приведем доказательство теоремы 
1 см. § 1 .

При доказательстве мы путем пользоваться теоремами 1 и 2 и 
v '.едующей леммой, являющейся частным случаем более общей леммы, 
•доказанной в работе |1| (см. лемму 2. |l|i.

Лемма I. Пусть О. система функций, опреде-
нных на ограниченном, множестве Ci положительной меры, пол­

ная е, . Пусть f х ՜ L.[Cj) и f v = 0 при х Eocz(j. Тогда 
( >я любого = () можно определить функцию F(x Lz((i и мно­
жество е0. такие, что выполняются следующие условия:

! л՛) _ о при х е0, где mese0<4.

' ’ I |/lA’i F(x | -. х dx <Հտ. k 1, 2,- .
о ’ ՛ ՝ I

, n I I м շ , I
Vaft?*(x)  = IJ l/lo n=l,2,---,
Л-l f r t-1

для любого c1 cz <7 — et>. где

л.՛,. = J/i.vi - Л(.\)| x dx, k ֊ 1, 2, - • • 

о
Легко видеть, что из этой, леммы непосредственно следует

* Через О. 11. мы обозначаем ортогональные н нормированные системы.
11 В частное 1 и мпожсстио 1:\, может быть пустым или иметь меру нуль.
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Лемма 2. Пусть О. Н. система функций, определен­
ные на ограниченном множестве G положительной меры, полная 
շ и пусть յ х հ ..

Тогда, для любого տ>0 и целого положи тельного п. можно 
определить множество <։oczG и действительные числа да., ։. 

ат, такие, что выполняются условия:

1. meseft < s,

2. at' < п -}- 1 < А’ < ու.

3.
in
v U<.?։iX>_/!A-. <s.

11 *'՛•՛

где e произвольное измеримое подмножество множества G — е0.
В самом деле. Пусть п фиксированное натуральное число. Возь­

мем в формулировке леммы 1 т,>0 вместо н и определим функцию 
/-1л') и множество е0, для которых выполняются условия а .
Յւ и *;).  где вместо s- взято т,.. Так как п фиксированное число, ю в 
силу j5,) мы можем взять ц настолько малым, что

II V at ?л (а) о՜ •

" л--։

Одновременно мы можем п|к*дполагать,  что

£
’•< 2

Так как в силу а;
/(.v) - F[x} - / (.с), х-а-еЛ,

(3.1.1

(3.2)

(3.3,

то разложение функции fix) — р(х) в‘силу полноты системы {®й(х)) 
будет сходиться в среднем на множестве G —1?0 к f(x). Следователь­
но существует натуральное число т настолько большое, что

I ш
V f х)

Zr-1

При этом мы можем предполагать, что

т f> н.
Из (3.1) и (3.4) следует

V а*?А(л) - /(Л- |, <2,
ԼՃ-Հ,Հ՚-л | Л 

(3.1)

(3.5)

(5.5)
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а в силу условия 7), где տ = ՛,, и неравенств 3.1) и 3.2) будем иметь 
также

т
У а*?к(х) ճ т. З.Ь)

где е произвольное измеримое подмножество множества G — ей.
Условия 3 и 4 леммы 2 совпадают соответственно с неравен­

ствами 1'3.6) и (3.01.
Условия 1 и 2 вытекают из а и 3). где вместо г взято г„ и из 

неравенства (3.2) Л-мма 2 доказана.
До к а з а те ль с՛в о теоремы 1.
Перенумеруем полиномы с рациональными коэффициентами

Р,(а*).  -Գ х).--- (3.7)

и возьмем последовательность положительных чисел խ.Հ таких, что

Я — > • • • > sn> • • • (3.8)

ж

У Տյ < +
i-l

(3.9)

где (?0 число, фигурирующее в формулировке теоремы 1.
Так как система {/л(х)| полна в смысле сходимости но мере, то 

в силу теоремы 2 см. также замечание после теоремы 2 сущест­
вует множество />), такое, что

mes Р, b - <ւ (3.10)

и на Aj система полна в смысле
По предположению, сделанному в формулировке теоремы 1, а 

также в силу первого неравенства 3.8) и неравенства (3.10յ, функции 
системы (/»(х)| линейно независимы на множестве Поэтому, ор­
тогонализируя в нормируя эту систему на множестве Ev мы получим 
систему функций, определенных на [а, />] и обладающих сле­
дующими свойствами:

а) каждая функция ©J/’ix), п = I. 2.--- является линейной ком­
бинацией функции /։ (х), /п(х) и. наоборот, fn՝x) есть ли­
нейная комбинация функций »<’>(x),• • •, ?j,nix)

п._ п
= S /.U) = S<fnH4« = U- (3.11)

Л-1 Л-1

в) функции ©<։>(х)։ // = 1,2, на множестве /:, образуют пол­
ную в смысле L3 О. П. систему:
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,՛ । Ս н փ т
^^dx - (3.12)

.1 т “ I 1 /; = /«. 
г.

Применяя лемму 2 к системе ;•?},’>(л՜)), когда f\X) = /\ (.г), п = О 

и • = ՜1 • мы можем определить числа л'.11, а՝а”, •••.<*:;?  и множе­

ство с։с£., такие, что выполняются условия

2.

3.

II, 
М„Ф?«>(Л)_р։(х) <֊и:, г,։ 4 ’

(3.13)

(3.1 Ն

(3.15)’е

fc-l

для всех 1 < տ п и для любого множества е, —ех.
Теперь рассмотрим последовательность

?&,(*).  (3-IG

которая остается из последовательности х): после исключения 
первых nt функций.

Для последовательности (3.16) выполняются предположения тео­
ремы 1, т. е. она полна в смысле сходимости по мере и линейно не­
зависима на любом множестве меры большей, чем «0.

В самом деле. Из условия а) непосредственно следует, что си­
стема (х), полна в смысле сходимости по 
мере и линейно независима па любом множестве меры большей, чем ай. 
так как этими свойствами обладает система ’/Л (х) Остается заметить, 
что в силу теоремы 1° система (3.16) будет полной в смысле сходи­
мости по мерс (см также замечание после теоремы 2Ղ

Предположим, что мы уже определили действительные числа

1 2 «1 Л|-г’Л ' я» ’ ’ Я. множества

£j, Ei,^-.Eh 6'յ, л»,---, քյ и последовательность функций

»<»»... Չ(Ո .. .փէ/’») .... o’/-» yz՛ ...
•I -Պ’ ։Лу_а՝М 'wy-l ։'9-| + J’

... -J», ?0) ,... (3.18)•Ոք 'Ոյ^ր\ք -ՈյՀ

для которых выполняются следующие условия.
А) Для любого /, IsSU'ss;/ имеют место соотношения

. . 5/ше$ г.; > b — а — ֊’Г
(3.19)֊
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е, с , nies ei <Հ ՜}

r։i
У (x) г1

2

+2-A(.v) •

(3.20)

(3.21)

(3.221

/-•=«,_։ • 1

для всех s. hj-i-t 1 s г/,-*)  и любого множества е, е<=-Ег—е՝։.

* Мы полагаем л0 = 0.

Е1) Функции системы (3.18) с одинаковым верхним индексом / ор­
тогональны и нормированы на множестве /?,- и ортогональны всем 
следующим функциям на том же множестве:

l\(o^lrfx= 1° " ' ,w. f = 0 1 1 (3.23}
.) 'п 'т |1 п = т .) 'п т ւՀտճյ
ճ’.ք С/

(324)
11 п = т

‘Կ

С) Последовательность 

удовлетворяет предположениям теоремы 1. ։. с. полна в смысле схо­
димости по мере и линейно независима на любом множестве меры 
большей, чем ав>0.
Д) Обозначая последовательность (3.18) через

•М*)>  (*).•••  (3.26)
будем иметь

п п
/„(Л֊) = ^йл*ф*(х1.  (3.27|

Л-И А-1
Рассмотрим последовательность

.. '4(/) • • (3.28)■ I *«у4-2  n.-^k

которая получается из 13.25) после исключения из нее функций
с<Л которые удовлетворяют соотношениям
՚ ,։/-է՜ 1 я/-։+2 Պ
(3.19),• (3.22), где /
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В силу свойств С) и теоремы ! последовательность ’3.28 полна 
п смысле сходимости но мере и линейно независима на любом мно­
жестве меры большей, чем <ւ0.

Применяя теорему 2 . мы можем определить множество £/ յ 
такое; что

ines £/4-1 >b — a- (3.29)

и последовательность (3.28) полна на этом множестве в смысле !.■>.
В силу неравенства (3.8) последовательность -3.28) будет также 

линейно независимой на множестве £'/-։.
Ортогонализируя и нормируя эту последовательность на множе­

стве /Луи. мы получаем последовательность функций

?,/ հ;՜ "-■••• ?;;”;•••• 3-3°)Ոյ ~ 1 Ո ? Հ ՝ Л

определенных на խ. b\ и удовлетворяющих условиям
л

а) ч''"' = I 4/1'?'Л

k = r:f -!-1

.4
<?y> = ճ Հ/;։)?՛/։, n «/-ы (3.31)

Af=ny+I

в) функции (3.30) образуют полную па множестве Л՝,-и О. Н. си­
стему:
Г С «</+։> [° (3.82)

.) 11 л = w
/:У+»

Применяя лемму 2 к системе (3.30),<ко;да f(x) Րյ . £ — мы мо-

жем определить числа . • • •, и множество так.
Л/“‘ "/-и

что будут выполняться соотношенпя (3.19),-(3.22). где / / + 1.
Таким образом, последовательность функций

5(1> 
'Պ

. .. ^С/И) m(/rl> ... оО+П
’ "уи’ Ղ-քԺ1’ ‘ 'nj^k' ՚

(3.33)

удовлетворяет условиям (3.19),-• (3.22), где 1 i ./~1-
Легко внлет, что последовательность (3.331 удовлетворяет также 

условиям В), С) и Д).
В самом деле. Условие В՛ непосредственно следует из (3. 23՛, 

(3.24) первого равенства (3.31) и из (3.32).
Условие С) для последовательности
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^</41! -J./tD փ</+ո .. • (3.34)•и/-г Г -и,2' ’ ՝m+k ' '

непосредственно следует из .3.31 и из свойства С) для последова­
тельности (3.25), так как. в силу теоремы Г, свойством С՛ будет об­
ладать также последовательность

«V) о(/> ... С<У) ... '3.35i

Выполнение свойства Д) для последовательности 3.33) следует из 
13.27) и (3.31).

Так как свойства А). Б), С), Д'՛ выполняются для /= 1, го, про­
должая вышеописанный процесс неограниченно, мы получаем последо­
вательность

1Л-| .. . (3.36,1
| 4' 1 Պ

почти везде конечных измеримых функций, определенных на (а, Ь\, 
действител ьных ч исел

։ Л, + Г ՈՀ J֊rl > ՈՀ

и последовательность множеств (£/1 и (t\ 1, такие, что для любого 
7=1, 2, ••• выполняются неравенства (3.19՛,՛ •՛, (3.22| и, кроме того, 
имеют место также условия
А։) функции системы (3.36) с одинаковым верхним индексом i орто­
гональны и нормированы на множестве Ei и ортогональны всем сле­
дующим функциям на том же множестве:

J ®«’’Հ՚' dx - JO' “ = 0 для всех /</ и (3.37

Ei Ci

п — \ Հ2 • • •; ու = 1,2, • • -;

В, I Обозначая последовательность (3.36) через

?,(*).  ?2 (*}.••  •,?„(*).•-•  (3.38)-

будем иметь
и а

?л(л՛) - V ап« .Л (л՞). /Л(.х:՛ = У bn,K ^(.v; (// = 1, 2, • •• .. (3.39)

k - I А’ - I

Из соотношений (3,37) и из неравенства (3,191 вытекает, чго 
последовательность (3.38 асимптотически ортогональна.

Принимая во внимание также условие (3.39), мы видим, что 
последовательность (3.38) удовлетворяет условиям 1) и 2) георемы I. 
Для доказательства теоремы 1 нам надо доказать, что последователь- 
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пост։. (3.39) удовлетворяет также условию 3) этой теоремы, т. е . тля 
любой измеримой функции / х существует ряд

Vfn?e(X).

e~ J

который сходится по мере на խ,ծ| к / х). 
Напишем последовательность чисел

й’,” <Л1։ •' •« fl** ... д՛1*,...1 * ". Л|+ I ' ". ՜ • n,_ t nt

в виде последовательности 'a.,J. где числа u„ следуют по порядку их 
следования в первоначальной последовательности.

Условия (3.19 . 13.22 системы 3.37 . для системы 3.38 , можно 
сформулировать следующим образом.

Существуют последовательности действительных чисел [uk|, це­
лых положи гельных чисел 0=։ло<л։ /։3 *•••<  
тсльностн множеств {£*}  и |с,) такие, что

■ ,. . в»mes /:»>«-«-
4

<•*  <= , mes ձ < —
4

V ^?1(х)-/\(х) <^-

• и послсдова-

3.40)

1.3.41)

(3.42)

У а, $/{х) 
i- Ci֊!

ч - 2 К- (X) , (3.43

для всех $. где п _։- 1и для любого .множества е, где 
*сЕк— Ск.

Пусть теперь /(х) произвольная почти везде конечная измери­
мая функция, заданная на խ. Л].

Возьмем полином с рациональными коэффициентами Ռ (х) так. 
Чтобы

/', X) — ք Х)'^ < ն-.
где

mesfi, b — а----- l-
о

Тик как 1| <։։ |см. (3.8)1, то. полагая .1։= /:։(/ք*  <•*,)  в силу
{3.4UI, (3.11) <3.421, где А* Хг։, будем иметь

mesA,>^ —« —ч (3.44)
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И

V а,<?Дх)-/(х ն.

Кроме юго. в силу 3.43) имеет место неравенство
п

Ч 4-2 /\(х) v Hh>-1 < п Հ //*,.

После этого возьмем полином Рк,(х<, k.,', А\ и множество Е՝2

что

mes > b - а -

и
nKi

fix) V Л;ФИА-)

?еЧ-|41

е1. 
3՜

Так как х*.  < ?... то. полагая Ай — £.?(£՜հ — й* ?), в силу 
(3.41), (3.42), где А՛ А։2, будем иметь

incs/!._.> ծ— a -se.
nk._

V Պ'*(.<) V <Zi?i -V) ֊f(x) ^s2.
, 1-h

'֊nk,— ! ՜1 , = /Դ։- I ’I 1

В силу (3.43), где k = kz, и в силу того, что .-V_.cz \Ек._ — е, 
любого измеримого множества cczA, будем иметь

и
\ <1>Ъ(х)՝ < з^-j- 2]|/ձ։1-Վ!|ր. /г»,-։֊)-! п ո1հ.

Из (3.45) и (3.47) следует

!1 ^А-։ (Л՞) տ» ~ տջ»

а из (3.51) и З.'О , когда с = .4։.42, учитывая, чти .-ևс: А՛', 

чаем

-} 1 < п Пц,.

Из (3.44) н (3.48; следует
mes > b — а — i։ — *- 2.

Далее, сущёсгвуют полином (л՜ , и множество

(3.45)

• 3.46) 

такие,

(3.47)

13.40),

13.48)

13.4$)

■-). для

(3.50)

(3.51) 

полу՝

(3.52)

(3.53)

А՛ та-

кие, что
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Jmes Е, > ծ — а —

Հ\Ա)֊ /(л-) -

Положим

\ di Z'i ՝>: ՝ —

Пк;- 1 ՜ 1

"AS
У «г-?. Այ (3.54)

3.55)

Так как г*  < е3 [см. 
будем иметь

(3.8)|, то в силу (3.40), (3.41), когда

(3.56)

Из (3.55), 1*3.54.1 из (3-42). где /е = £3, следует 
/ik.

Ф?/(л-)+ \ си

"Հ.
Պ — /'*)

".V, 1 1 1

\ ֊3 ՜ր =*;•
Л,

.4,։= £3(£7

и

В 
тельно

силу -3.43 для любого множества с. гс/:\ е^. а следова-
п для любого множества гсгД, будем иметь

ч ֊2 Рк х} 13.57'1

Из 13.49 , 3.54) и 3.5՜ • получаем

(3.58)
Պ,-է4- 1 А,Л

tit, I n tikt.

При этом из '3.48 и (3.5G) следует

mes .4../Լ > b — а ֊(г. (3.59:

Ясно, что, продолжая этот процесс, мы можем определить по֊
следовательность множеств J.4/I и
чисел 
л о ви я 

а?

последовательность пат\ ральных 
что выполняются следующие ус-/?;<••• такие

ПЬ,
У ai<Zi(x) 4-

"է:
ь») <Կ Հ> (Л) 4՜ ' * '

՛ - "к 1
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"Ay
•••փ У /(Л‘| < էյ,

- ֊ .. м;

п
■с։) У ^£лу+2(^-։-г2/)^5еу-։,

4=^,4-1 ձձ֊«

i.iя всех а, где
V’՞1՜1 п cnk..

Положим

Покажем, что ряд

ап при п/։, յ 1 п п/{ / = 1. 2,--՛
՚Դ = '

0 для остальных п.
(3.60)

сходится по мере на խ. b) к f(x).
Пусть 5>0 произвольное число. Возьмем /,. настолько большое, 

чтобы [см. 3.911

ос 
^си?п(Х).

г,- 1
.3.61)

Положим

У е> < '>• «мм (3.62)

Покажем, что ряд 3.61) сходится в среднем из множестве До

ОО
Л. = П (3.63'1

Тогда в силу :։։ и в силу 3.62 будем иметь 

mes Ао > — u — S (3.64)

Положим

К /IX).
В самом деле, пусть :>0 произвольное положительное 

Возьмем jo^>Jn такое, что

число.

5а.՛ .<֊ •
1 շ (3.65)

Рассмотрим частные суммы ряда (3.61)

ЛУ|) 1 1
(3.66)
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£ <*?л(х),  (3.67}

й- I 
где 

ոՀ> .V (е). 
Возможны два случая

•• пк/и !<«•• ffkj+\ Для некоторого />/,.
2. nkj < п < пк/ (։_ । для некоторого j > j'v 

Рассмотрим первый случай. Легко видеть, что в этом случае 
в силу 3.60՛ можно написать 

* л
Sn (х) = У Д/ 9J (х) =֊

"it, nkt
У У (х) -f- • • • +

।+1 /=/и_ ։ +1
"1.1 н
£ Я/<?/(х)4- У ai'filx). (3,68)

1 flkj+\-\ 1 i=fik^i-1 + 1

В силу условий bj.i и с,!, где вместо յ взято / — 1, учитывая, что 
/ > /(). получаем

l'x) -/Ա)Ա < 2/4-5 Կ. 13.69)

Из (3.65 и (3.69) и из того, что j >/0. следует 

Sa(x) -/(a-)pV<s.

Рассмотрим второй случаи. В силу (3.60; легко видеть, что в 
этом случае будем иметь 

"к, 
Sn(x] = V -г aj^itxi^-

1=/ւէւ-^\ i^n^+У
"kJ 

--- Ւ У Д»«/(х).

Z=«a7_i4-1 

Следовательно в силу условия b։i имеет место неравенство 

SK(x)- 

и, так как Л0<=Л/, j jQ, то 

Ц5Л .х) /(х) £. —

И так. для любого S>0 существует 
— а — о такое, что ряд 13.61) сходится в /•^-9.
2 KAuemin АН. серия фйз.-млт. наук. .՝*  1 *. Գ1՝էւ '••jJ հ.<
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Отсюда следует, что ряд (3.611 сходится по мере на խ, /;| к 
/(*).

Тем самым теорема 1 доказана при том предположении, что 
f(x) почти везде конечная измеримая функция.

Для самого общего случая, когда fix) произвольная измеримая 
функция, доказательство аналогично и здесь мы его нс приводим.

Институт математики и механики
All Армянской ССР Поступило 17111958

II.. II.. fd<ui(iii|jiu(i

ՋԱՓեԼՒ ՖՈՒՆԿՑՒԱՆԷՐԸ £ԱՐՔԷՐՈ4_ ՆեՐԿԱՅԱՑՆեԼՈհ ՄԱՍՒՆ

Ա Մ Փ Ո Փ Ո I» Մ

Ս ա հ մ անում I. [л, ծ| հատվածի ւ| րա որոշված, համարյա ամենա - 
թեք վերջավոր. չափեք ի ֆունկցիաների ’ քո ՚ X հաջորդակսէէ՚աւթյու lip կոչ­
վում I. լյփվ րսս։ չափի Վւ։»<| uiiT|i ս։ո ».p յ ս։ (i իմաստով, եթե խ, /;| հատվածի 
վրա որոշված ցանկացած / (л՞) չափել ի ֆունկցիայի համար դոյություն ունի 
|/я(Х1 սիստեմի ֆունկցիաների վերջավոր դծլյսյիհ կոմբինացիաներից կազմ­
ված ֆունկցիաների հաջորդականություն, որր զա դտմիտում I; /'(х)-|»П 
ըստ չափի |հ?. Ь\ հատվածի վրա:

Հեշտ / տեսնել, որ եթե ֆունկցիաների սիստեմը Լրիվ Լ /. և.|ճ, ծ|-nt մ. 
ապա նա Ц'1"1 ^էՒ^Ւ նաե րսւո չափի ij ուղամիտութրսն իմաստով. րալց. 
ինչպես էյուլր է տրված հակառակը ձիշտ չ/,։

Սահմանում 2. U’hfip կասենք, որ համարյա ամենուրեք վերջավոր, 
չափել]։ ֆունկցիաների {։рЛ(л՜}} հաջորդականությունը ասիմպտոտորեն սր֊ 
թոդոնալ 1. խ, ծխում, եթե ցանկացած з ՜> (), դրական թվի համար կսւրե|ի 
1. որոշեք .'V բնական թիվ այնպես, որ ցանկացած ամ՛բողջ ու դրական Ո I։ tn 
թվե՜րի համ՛ար. որտեդ //Հ> А . 11 А ՛և (х) և <рст (X) ֆունկցիա­
ները օրթոդոնաք են մի Л՝7;,Л բազմության վրա, որի չափը ավե|ի մեծ ե, 
քան b CL — s-ք, այսինքն՝

?Л |л-; (x) dx = О, mes Ւ1Ո, m > b — a — s:

b-ц. n:
'եերկա աշիւատու ի) լան մեջ ասլսսյ ուըվամ !; հետե լալ թեորեմը.
Թեորեմ, 'ւ՚իցուր. |rt, ծ| հաավէսծա մ' որոշված, համարյա ամե!>ուրեյ> 

վերջավոր, <ափե|ի ֆունկցիաների , ք,է (x) հաջորդականությունը լրիվ I», 
ոստ չափի qnt զամիտության իմաստով, ե այդ հաջորդականու թյան ֆունկ­
ցիաները դծորեն անկախ են ցս։նկացած /: չափե]ի բազմա թյու նների վրա, 
որոնց 4՝.։ս’իը ։Г;,Л J., puiii ռՆ I) ֆի|»ս թի’|ը: Ч-.Н ցե՚֊դրու։1՜ կարելի I. при 
շեք А՜; ) հաջորդականությունը, որն ունի հետևյալ հատկությունները՝

1. Ցո։ րս։րս։նչյու ր 'i,. (?;), 11. — 1. 2, • - • ֆունկցիա հանդիսանում ե 
ք, 1X1 ,• ՚ ‘,J{iX ֆունկցիաների դծային կոմբինացիա և. հակա սակր՝ յու­
րաքանչյուր fll (,Vi ֆունկցիա հանդիսանում 1. '*։'X) ,«•«••• . >t. {X) ֆունկ­
ցիաների դծային կոմբինացիա:
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tl II
,.V| - v a^f,. A-j: fn |A-| = V 6л,Л?А(л'). 

а֊-: zr-յ
2.. I հաջորդականությունը ասիւքպտուոիկ օրթոդոնսղ fc;
3. Ցանկացած ք {>■) չ,սփելի ֆունկցիայի համար, որը որոշված Լ 

[fl, ծ|-ում, դռյւո թյուն ունի
օօ 
V Л.Ч ?я X 

ռ՚=յ
շարք, որը [&? /?| հատվածում ըսւո չափի դուցամիտում J. ք\X -ին:

ւհպտրյւսւքվում Լ նաև, որ ն..4ն[ւսէւ /л/5/ դեպքում, երր ֆուեէրյիանհրր 
պատկանում են Д2|(?։ /? [ դասին, թեորեմր րնդ\անր ա պես ճիչս։ չի, եթե 
2) ււրւպմ անւս ։! սա խւ որոոաքւկ օր թ п у ււնսւ քո է թ րւ ւն ր tfni futn ր ի*էր!էն  ք օրթոդոնա~ 
/ութլսէմր |tt։ /?] Հատվածում ոովորական իմաստով։
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