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ТЕОРИЯ ПОЛЗУЧЕСТИ

М. И. Розовский

Об одном способе решения нелинейных уравнений 
теории ползучести

§ I. Интегрально-операторная форма уравнений ползучести 
и их решение

Согласно II. X. Арутюняну |11 система уравнений нелинейной 
теории ползучести, связывающая напряжения «у, ~г, -.х-, ту. и
деформации нг, в., yvv. 7v_, для несжимаемого тела состоит из 
уравнений теории малых упруго-пластических деформаций

2ег<
а'՜5- 3։;՜'’

2а,
У ’ Зг, Դ՜

а..-г = ^г., 
Зг, ',г Зг, Ն։'

где 35«5x + sj |-а., и интегральной зависимости

s, /1 = - ----- 1 О/ (т) — а՜
г

(1.2)

связывающей интенсивность напряжений

— =>)2 -Г («У - «/)* 4- (о.- — «J* I֊ 6' т;у4

с интенсивностью деформаций

(ех-ву)Ч(ву —e.-)s-'sx—Вх)։4֊-| (^тТ*. ~

В соотношении (1.2) модуль упругости /?(/), согласно Н. X. Ару­
тюняну, изменяется во времени по закону

£(0 = £р
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Нелинейная функция имеет вид
/(3|) = Պփ^ք?, (1.3)

где, следуя Н. X. Арутюняну, параметр нелинейности 3 предполагаем 
малым.

Мера ползучести С((, имеет вид

= (1.4)

где փ(Հ) = —4-ՇՀ.

Физические параметры А, Со и 7 определяются из экспериментов 
на простую ползучесть.

Н. X. Арутюнян определил < из интегрального уравнения (1.2) 
путем предварительного приведения его к нелинейному дифферен­
циальному уравнению второго порядка с переменными коэффициентами.

В результате, полагая Е — Ео const, упомянутый автор 
нашел выражение պ з виде разложения по малому параметру 3.

В настоящей статье предлагается другой способ решения инте­
грального уравнения (1.2), который иллюстрируется далее примени­
тельно к двум задачам.

2. Введем два интегральных оператора с ядрами

,)=_£(«) ?+^(Հ֊)ՕՀ Е(-)

Ժհ

воздействующих на некоторую функцию точки .И (.v, у, z) и времени ։՝. 
t t

Pf~ \<Ղ^ -)f<■«.-.)d-. Qf (1.5)

Тогда уравнение H. X. Арутюняна (1.2). с учетом (1.3). будет пред­
ставлено в интегрально-операторной форме

£</ = (! +А (1.6)

Решая уравнение (1.6) относительно з,. получим

=, _ _______________ _____ <* -

В выражении (1.7) знак перед 
физических соображений с, > 0.

Всегда можно подобрать 
при котором

2?Q
радикалом взят плюс потому, что пз 

такое значение параметра малости յԼ



Об одном способе решения нелинейных уравнений 77

4չ£շյ Q
(I -•֊ /Հ'ձ

Поэтому справедливо разложение
„_ Е'֊‘ + J? ,'Լ V,_ 1 (2» -3)И Г 4^е,0

i + А 2зу (շ"’!! (1+Р)’

Принимая во внимание соотношение

Л = 1 - А
1 + р

(1.8)

где ядро R է, հ) оператора R представляет собою резольвенту ядра 
Р(Л՜), а также, выполняя разложение в ряп функции оператора Р

•___ 1
(14-/V’՞՜'

фигурирующей в (1.8). получим
сс

«« = ^(1 -/<) + 2 V(—1)"+1
л—2

(2д)!1 11 ’ Լ 1 ’

1), (2/4—1)2/7... (277 - V 2) : /7

» — 1

(1.9)

*Л 1 *л—1 *ч * *Выражая степенные функции Q и Q операторов Ր и Q, 
фигурирующие в (1.9;. через повторные ядра исходных ядер P(t, t) и 
Q т), получим

Q4-։(7^)/(r)^, (1.Ю)
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в последнем Q„ ։ (/, и) выражается согласно (1.11). а

1\ (и, т) ֊ j Р к) /ձ_ւ (ղ՚, «.) dv. 
и

[п = 2, 3...; •/= 1, 2...).
причем

/ձՀ^) = ^/,Վ Q0^)«Q(tx).
Наконец, принимая во внимание (1.10) и (1.12), из (1.9) получим

t
«/ = Е (Г; е, I f) ֊ р? (է. т) £(,) е, (т) Л +

+ 2V (_ I)«+> (4?)՞-'pQ„., (է, ,) +.

Таким образом, задача определения հ решена и сведена к квадра­
турам.

В частности, например, для старого бетона, т. е. и случае 
Ա[է) — /:ս п /1=0, при этом

P(t rj = Q(7, .) = 7аде-’1'-’>.
будем иметь

Հ = Е, г, - £„ С։7 ( е-’‘1+с^ «֊ч։. Л +

о/.-f’-V՛ - И’’՜1՛* ^-,՛ ՜՜ ,Jl!՛ (43/- с -'Г 1 ( tf~-- -I-

л-2 Հ

. и Ճ.7 7-21
VI (л 4-v)l

В случае, когда կ является только функцией координат л՜, у, 2 
получим

4- - О1' [Г— в1-Գ^ 1
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+ 2Е0СоУ,V !-։>’" (4?Е.с0^)՞-'
л-2

_.,-ւԱ ’.ՀՕԼ՜ C- Ч) I Х՝1 (Հ/ I J (/Z 2 )...(# — k} . J fe_[
- ------- Ւձ ՝* ՜-ւ’

V/ , (2/г —1)2л...(2л-Ь՝/ —2) Ն1 F(n4-v)l
—1 M v«(/i + •/)! Կ4)' Т«*’+Г

^(л-^у)(/г-г-*-1)...(лЧ֊7~А-1Ь .я+,֊а\ |
+ 2»~ --------vAt-h՜ --------- V—> ) •

Jfc-l ‘
3. В общем случае меры ползучести (1.4), т е. для молодого 

бетона, нахождение указанных выше квадратур связано с кропотли­
выми вычислениями. Поэтому, принимая но внимание; что параметр 
нелинейности Ց мал. можно получить приближенное выражение для 
պ с точностью до З2.

Тогда из (1.9) следует
2£Ч?£оa, = £Ml-R)-----------Գ4֊. (1.14)
(1 +Р)3

Чтобы получить выражение г в замкнутом виде, учтем приближенное 
равенство

(1 + A3^i ч-зА
Тогда (1.14) преобразуется к следующему виду

*ւ = £Կ(1 R)-2E^:?Q(\-Rs), (1.15;

где R оператор, ядро которого R3(t, -) представляет собою резоль­
венту ядра ЗР(/, հ).

Расшифровывая смысл операторов, фигурирующих в i 1.15), получим 
/

Ъ = Е (է) р R (t, т I Е I -.) s, (z) - 2? J Q (/, t) 4֊

+ П(^|£»Н 
t

W Ո(/,4^յ՜Չ(/. s)R, (s, x)ds.

Так как при E(t\ = E0 P = Q. ю из (1.14) следует

af- = £oe, -Eo [Ri. - 2?E,(R2 - R:;) г]j. (1.16)
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Отдуда 
/

*։

где Я2(6 -) — резольвента ядра 2Р(/, ' .
Если при l-{f) = E0 исходить из меры ползучести (1.4}, го из 

всех найденных выше выражений о/ наиболее удобным для практиче­
ского применения является выражение (1.17).

Полученные результаты, а также примеры, которые будут рас­
смотрены ниже, относятся к общему случаю неустановившсйся 
ползучести.

2. Некоторые приложения

1. Чистый сдвиг плоскопараллельного слоя

Рассмотрим бесконечный плоскопараллельный слой толщиной h и 
любой ширины, находящийся при /<-г1 в покое. Нижняя граница 
слоя (г՜—0) неподвижна, а верхняя (z — h), начиная с некоторого 
момента т։. смещаемся в направлении оси ох.

Так как теория ползучести И. X. Арутюняна применима не только 
к бетону, но и к другим стареющим материалам, то формула, которая 
будет получена ниже, непосредственно применима к исследованию 
процесса деформации ползучего слоя почвы, заключенного между 
твердыми пластами, или к изучению поведения слоя смазки между 
трущимися поверхностями и г. п.

В рассматриваемом чисто сдвиговом случае перемещения имеют 
вид •и(г,/)=0, w(z, է-) =0.

Инерцией тела пренебрегаем.
Пусть задано смещение границы z հ՝. и i/i. т) = ut = const. 

Тогда «(г, 0 = ^, Л
и, следовательно.

. ֊ "■v/L

ЗА ՜

Пользуясь fl.16) и (1.4) получим выражение касательного напряжения

, „ з Հ —rkz
՜~зГ՜ ft + ЧЧ(՜ *Чг՜՛
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где
Դ = Ն П "Н-оСЛ = 7а = ^7. (£=1,2,3).

Здесь имеет место процесс релаксации. При /<Հ() эффект нелиней­
ности активизирует процесс релаксации, при 3 0, наоборот тормозит.

2. Д е ф о р м а ц и я гр у б ы

Рассмотрим деформацию трубы, находящейся под действием 
внутреннего давления при заданном перемещении внешней поверхности.

Пусть в, и տքյ радиальное и окружное напряжения zr = duftdr, 
հ?= цг/г соответствующие деформации, а и Ь— внутренний и внеш­
ний радиус грубы, q - приложенное изнутри давление, ut, — переме­
щение внешней поверхности трубы.

Предположим, что осевая деформация отсутствует, г. е -:- = 0, 
Если считать материал несжимаемым, то

du и 
dr г

Отдуда, принимая во внимание граничное условие ur(b\ = ii/„ получим
but, bn,,Uf =---- , £,= — £* = - —

г r-

Из уравнения (1.1) следует 

շԳ- , ֊-е-,—М-

1ть\ 12 £. —---- — (2.1)

(2-2)

Из уравнения равновесия

d-, . vr ——! -Г _L Լ=0 
dr г

с учетом граничного условия зг(а։ = q и соотношения (2.2), получим

«г

Ф փ <?. (2.3)

Есйи теперь поставит!՛ в l2.3i вместо г одно из найденных в § 1 для 
нее выражений, а вместо zf. $0 и г, их выражения из (2.1) и выпол­
нить квадратуру по р, то задачу определения напряжений можно 
считать решенной.

Так. например, в случае (1-17) будем иметь

б И <|к>тнц ЛИ, серии фих-мэг. наук, .\6 I
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; 2Sw,Z:ol 3 |а- (2А (2.41

где /е= 1, 2. 3, причем индексы дг։ г. g- = -. ga ծ. 
Для молодого бетона из (2.4) следует

о I ~‘rkz
4-2^М»| Յխ .

(2.5)
Если старение бетона практически завершилось, то можно принять 
Д 0 и (jt = 0.

Тогда из (2.5) получим

=^=- (з«/.-а ֊Թ-։)|1- - _С«— +

3
+ г^и.адуз |« ՜ - (2/ր- 11 r-‘ I v I)» x

A--2

X
k

i + «ад(
l֊t, t-iHrC ;

Здесь также, как и в первой задаче, происходит процесс релаксации. 
Однако, влияние эффекта нелинейности противоположно тому, которое 
имеет место в предыдущей задаче.

В заключение заметим, что для практического определения на­
пряжений s0 и достаточно в (2.5) подставить числовые значения 
геометрических и физических характеристик бетонной трубы и вос­
пользоваться известным |П выражением интегралов, входящих в (2.5), 
через неполную гамма-функцию, согласно формуле

՛* —г1՝~

Ճ' = Դ 7»)-^՚Դ-ւ. ?*>l.

где которая прогабулнрована |1|.
(1

Так, например, если время г измерять в днях, то согласно Н X. 
Арутюняну [11, для бетона, изготовленного на нормальном портланд­
цементе. /1 = 4.82.1O՜5, Со = О,9.1О՜’. 7 = 0,026, £0 = 2.10՝՜' кг/см\ 
Тогда г, =0,073, гг ֊ 0.146, гл = 0,219, == 0,25. </.. = 0,50, ֊ 0.75.
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Обработка кривых ползучести бетона показывает, что порядок 
величины параметра нелинейности 3 примерно ЛЬЮ " Л՛• 10՜5. где 
1 < (Ж, .V) < Ю.

Диенропетронскин горный пнепп-т им. Артема Поступило 29 IV 195Տ

IP. Ь. ft*nqm|ul||>

ՍՈՂՔՒ ՏԵՍՈՒԹՅԱՆ ՈՋ-ԴԾԱՅՒՆ ԽՆՏԵԳՐԱԼ ZUllWONJUPb 
ԼՈՒԾՄԱՆ Սհ եՂԱՆԱԿՒ ՍԱՆՒՆ

Ա ւր «ի ո փ ո ։• ւր

Մածելով (l.ii) ինտե ’){"‘Ч օպերատորները, ե, hl. Հարւււիք լան/անի ( ‘/.XJj 
հավասարում ft բհրվսււք Է ք1մ> ) ին /z»/> ղ րտր օպե (tin ա rtրա լին ձևին։ ( ! .6 ) հավա­
սարումը Zt քարա‘երերի ին ա ենւէ ի վա իք լան նկէսսէէք'սւմր րսծե քէււ , օպհ ր tn urn ր֊ 
ների էիանկրյիւրւնե րր երկանղ ամ ինտ ե ղրւէդ-օպե ր ա աո ր ա լին ու и ա իճսւնական 
2արրի վերածելս։ հ հեսւռւղտլա.մ ալդ շարքի անդաքքևերր { / .5J տվսորարմսւն 
մևշ կերս/ակա րւ г] P (էՀ ՜ ու Q {‘ . ՜) ե լակե տաքին մ իգա Iflill րի կրկնական մ ի յ ււլկ- 
ներէէվ տրսրահա քաևրւ։ ։1՝ իշո grt rf, ււաացւիս մ I; Տ րս/ցահսւքս։ արսւահա ւաա.- 
թքանր։

Առաջարկված են <յ-է-ի ծ'ի րանի ւքոաավոր տրւոահարւսսթ/աններ, որոնք 
են տաքիս Zj-ն ս։նմիչակտնորևն արաահտրոել /^(է, ՜յ֊ին համեմատա֊ 

կան միջուկների иեղռլվենտնևրի միջոցռվ:
ներված Л5/ ընդհանոր ft րնուլիծի օրինակներ, ինչպևււ նաև էքիաարկված 

է երկոէ. կռնկրե տ ("նղիր \սր ք։իք~ ‘քա էքահե ո ակա՚!է շերտի սահքի դեֆս րմ ա- 
ցիաքի և խոէրէվակի դեֆ։,fit)'игցրա/I: ijhրարերլաք , սողքի ք 1.-IJ շափի հաջվա- 
ոսւմով։
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