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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

С. Л. Амбарцумян, Д. В. Псшгмаллжян

К теории ортотропных оболочек и пластинок
В работе |1| рассматривалась топкая анизотропная оболочка в 

предположении, что касательные напряжения и по толщине 
оболочки изменяются но закону квадратной параболы. В настоящей 
статье рассматриваются тонкие ортотропные оболочки, для которых 
справедливы уравнения теории облочск с большим показателем из­
меняемости [2|, при произвольном законе изменения напряжений 
т։. и по толщине оболочки |3|.

1. Рассмо՛. рим тонкую ортотропную оболочку, для которой спра­
ведливы уравнения теории оболочки с большим показателем изменяе­
мости. За координатную поверхность принимаем срединную поверх­
ность оболочки, отнесенную к криволинейным ортогональным коорди­
натам а, 3, совпадающим с линиями главной кривизны; ось 07 напра­
вим по нормали к поверхности.՜ Через Л. /3' и A՛,, k2 обозначим со­
ответственно коэффициенты первой квадратичной формы и главные 
кривизны координатной поверхности.

Считаем, что плоскости упругой симметрии материала оболочки 
н каждой точке параллельны координатным поверхностям.

Предположим, что
а. нормальный к срединной поверхности элемент после деформа­

ции не меняет своей длины (т. е., как и по всех существующих тео­
риях, перемещение но нормали те не завися от координаты у);

б. нормальное напряжение ^тт не оказывает существенного влия­
ния на величины деформаций е„, е;.;. и

в. касательные напряжения по толщине оболочки изменя­
ются по некоторому закону /(լ) [3|.

2. В силу принятых предположений для деформаций е»т и 
имеем:

՜ Խ. =Պ.։/(Հ)?շ(՚Ն в) (2-I)

где «տտւ a.u — упругие постоянные, /(•;) — некоторая известная функ­
ция |3], (а, 3) — произвольные искомые функции.

Подставляя выражение (2.1) в соответствующие уравнения трех­
мерной теории упругости |4|, для перемещений точек оболочки бу­
дем иметь:
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"--I®. •'} ֊ и (a. Ց) փճ*  н

I OA \ , ռ I / 1 dB
“”B <h

«:■ («. Ւ- •.) = 'У (*,  ?) — ՜է՜ <Նւ?*ձ  (l).

(2.2)

где ii (а, и է» (а, Յւ — тангенциальные перемещения точек срединной 
поверхности.

В силу (2.2'|, для деформаций еа-֊ и е# имеем:

1 _ Լ ճ_ I 1 _ ’• <>А &EL ՛_
ճ“՜ А йГ А ՜ժ« էյ՜ д*  ) ՜ Ай*  ՀՀ ՀՏ ՜1

. 1 дА . / Ժ®. , 1 дА \ 1 . ( .1 АВ д$ Հ' ' + (Лад <հ. 1 "“/? Ժ? ?«)д Zo<b’

1 f) v ; <i I I Հհհ՛ \ 7 ՅՋ #& .
1 " I-: I Հ-՛: ■՛ ■՛■

, 1 dB . . { \ дВ , ժ<տ3 \ 1 . ■ , Г/Ш --„-^4.^ л Л ^. + -հ.Հ; |/; A>ir.

где /„(•;)= (2-*)

0

" Далее из обобщенного закона Гука получим следующие вы­
ражения для напряжений:

1 diit _ •( d 
Л (h A dx

GK' v ՛ՀՀ
Ժս ) A'BZ Ժ? di

I <i.-\
AB g; ք- A’jK' + Ջ13

! ,..՛ ■■ i/
!> В <r.

OB Ժս’
Л "В дл d?.

I aB .
AB '<n ' -к в

1 /
11.4 a 4-ՕՀ ՝
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1 до \ О / f Ժև՝՛ \ 7 Ժ/? </;֊՛
В Օն В <В Լ# ) Л87) (/J (Г:

+ > „ +м/ + е,„ ' _ •; 'և I ։ I _
АВ Оу. ’՜ Д Он .4 № 1Д (Vj. j

(2.5)
7 ОА 0® . 1 Ժ.4 , . Г. 1 / ժփտ՜ АВ- О? &Л "АВ дЬ՛՛՝’՜՜^ ■ [^мй(Я<։ с#'4՜

а^Л «7¥։) + £i2a! а"Н <Л?= + "“ лГ) Ш’

Здесь В։к — известные комбинации упругих постоянных |3|.
С помощью формул (2.5) обычным путем |4| определяются уси­

лия и моменты.

’ —г Ր ,Л7 
” С”|.4 (/7

1 . ( \ 1 Ov
в G? ՜^՜+

I дВ ( , I /zs 1
d։i )

• a -IC —" ! C j )
• 5ձ.4 Cj2Z? -։ + Gu da /] Л

(2.6a)
... ... / 1 dv , 1 OB . \ / I Ou ,
/л.. ֊ Сз; I ту- -j~ . -— ll — I -Հ՜ C...I -у т

\B Oi 1 .4 da / M

1 (տ
В Oi ?А ‘ ** 01 ) 'Й

1 I \
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1 1 иВ \Л«А I Ժ7- В Ох Ч~а^ В (հւ
d'i

МА) 
А

Af։։ ////(А)?։; ֊Ve2 = H(A)r։. (2.6»)

I д / 1 1 '1.\ 'А?
л՜ Լ/1 </*  ) а в ԺՅ

В rfi I .4- di ) .4 (В (, В՞ ал )

1 /д^л 1 дА \ , 1 /ժ?2
l44i ( <Հ1 ’ .4 ժ> ■,Л'/и4 Այ ՜

1 О ,՛ I ՛՛■ I <>В <>;г I Г 1 [ п ду« , 
15 В О'л\В (% j АЛ֊В Ох Ժյ] 1 I а<4 В\U* ԺՅ ՜’

.’ ?>շյ

~ Г)и

, 1 ОН \| 12///(ft) 
iZb a* ?J| a8 * *՜՜ (2.7a)

. 1 () ( 1 dw \ 1 OB dw I
՜ '2՜ " В O'i\B O'fi ] A֊B Ժյ՜Ժյ]՜՜

1 и I 1 dw \ I OA uu> ] , [ 1 f ri ՕհՀ ,
12 [ В Ժ> I В di ] АВ՝ I ■ [Uii/ir 12Ъа •

+ 1 ()В \ Կ пВ Ժ7?') “"В (йгг 1 ОА
*•'.4 ԺՅ

12/п (А) 
Л’

/VI ։շ — /?Е|!

on7D

I дВ
В dx

IZhd/i) 
ft3 ՜ (2.76)

В этих формулах введены следующие обозначения

. U
т ч
ք Հ (7) ^7;

Ս հ

/I

Հ(ք) 7^71

/I 
2

(2.8)

4 
Лл(Л)= 1՝ /(тИт.

*՜ հ

а для жесткостей растяжения-сжатия (С^) и изгиба ID/*) имеем:



К теории ортотропных оболочек и пластинок 47

Cik = h8lfc, Dilt = ~ Blk. (2.9)
I Հ

Усилия и моменты должны удовлетворять уравнениям равнове­
сия [4]:

+ ~֊W + + ЛЙХ-=0,

i + X (B7֊;|++ABY- °՛
1

— (А// յյ 4- A’s722) 4 AB Я ЙЛ-" : " ^22) (2.10)

, ,,.. c) ....... ,, OB , d , ... . ,, dA
ABX™ —-(B.bj2) • .W|!! -r (ЛЛ/շշ) •

ЛЛ.У1։ (Л.И1։) + Л1։։^ + +

где A՜, Y. Z —компоненты внешней нагрузки по направлениям осей 
координат.

Полегавляя выражения моментов и усилий в уравнения равнове­
сия (2.10), получим систему из пяти дифференциальных уравнений 
относительно пяти неизвестных и. г», к՛, «։, Ввиду громоздкости 
се не приводим.

Перейдем к частным случаям.
3. Прямоугольные в плане оболочки положительной гауссовой 

кривизны. Пусть а и ) представляют длины дуг координатных линяй: 
тогда коэффициенты первой квадратичной формы приближенно могут 
быть приняты равными единице |9. 10, 11| и исходные соотношения 
(2.5)—(2.8) значительно упрощаются.

Уравнения равновесия (2.10 в этом случае при X = Y - 0 прини­
мают вид:

д$и,- , д TYi ,_  .
da d?

d7\
di = 0.

֊ (АД„ + - ֊4’֊ + ֆ = -Z, 3.1)

_ dAfia d44.2 _ djl։1 Ժ47ո
■”՜ da + ԺՅ ’ Aj։ d? ՛• da

Здесь задачу удобнее решать смешанным методом |4|. Введя некото­
рую функцию /-(а, թ), через которую внутренние усилия 7П, 'Ла. 7։2 
предста вл я ются соотн оше ния м и

т ,,Դ' т
”՜ di2 ՝ did3 ' 13.2)
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тождественно удовлетворим первым двум уравнениям равновесия '.3.1). 
Из третьего уравнения, учитывая значения А'п и .V.>2 из (2.6в), полу­
чим первое уравнение разрешающей системы:'

՚ ժ? յ՜ ՛
(3.3:

где

Второе уравнение строим на базе уравнения неразрывности. По­
следнее, в усилиях, имеет пня [1]:

С22 <?ГП _ С1Ь^Га, _ С]2 ժտ7ս
-- г.--? Զ + Զ <М2 Թ (и- 

d*w  d*w

* ’ I

Ск (М? k՝~<rf ՜*=  ՜3?՜=։°’
где Զ =- СПСС2 — С?г

Подставляя сюда значения усилий (3.2). получаем второе урав­
нение разрешающей системы в виде:

֊֊i1(0<)/7-a,w = o. (3.4)

Гретье и четверто? уравнения системы ш^тучаем непосредствен­
ной подстановкой значений моментов (2.7i и перерезывающих сил 
>2.бе) п два последние уравнения равновесия (3.1).

/՛?

А:։(ОД^ “к

ւշ/.՚/՚ձլ 
Л3

3 ■
Ո1՝ ժՅ2■ I

— ֊ //п(А)?г = О. .3.5)

dl- ЙГ. I

d'j.drZ
12/// (//' . ... .
----- /Т-------- г հո(ո) Փյ = 0. (3.6)

1 /) У <f ''D^7T^

: D
-

где для операторов Л, и /?, имеем:

ժ1* / Զ \ Ժ4
/., «?,»)•= Сп-g-i -2СИ /й=зу=-;- ■

/J, Ю,.) ֊ о„ + ՛ Di։ + 2О«) •

J3 Ժ3£,(Р»)^ПИ^4 (Di։ + 2DM) .ЛД.

(3.7)
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Таким образом, задача свелась к решению системы четырех диф­
ференциальных уравнений (3.3) (3.6) относительно четырех неиз­
вестных функций те 1-х. Ь). с, (а, «8 а, 3), /-‘(а, 3).

Эта система может быть приведена к одному уравнению относи­
тельно неизвестной функции Ф(а, £),

Полагая

’^-«•..Ак Լ л։|ад֊л//г։(О/л) л։(с։Х.)Ф,

12 А
Л3

aoj Ао Հ;5 A, (£>„՝] £,(СЙ)Ф.
|3.8>

® = յ«։;ճյւ/ձք./.,(Օ„)֊ I2'"/"' I «П Аз - lh.i Аг. 4֊

Ժ2 I■ ( «к Ав + «5£> A։) (j,,3 J

՛ f = |2^Дак«и/Л։Л, ՀՆ. + /Ц д.ф,

тождественно удовлетворим трем уравнениям разрешающем системы 
(3.4։ {3.6), а из четвертого уравнения (3.3), для определения функ­
ции <!>ւս, ՛? . получим уравнение десятого порядка:

■ J֊ h/''— ֊ր/.,(Գ)Փ-

I . mi А
լ ^՜ա 4՜ ’jh 1 (A* 1

t ֊ ֊ ՛՛/[,֊֊= (3.9)

где введены следующие обозначения:

(j"
LzlaikD^ - ' վ4, /9ц «л A«) ^.,2՜ («•.-. ^շշ + «.->5 Ag) •

i3(Afc) = A,^- +2(А-л + 2Аа) ֊^շ^ + Ав^ - (3.10)

՜ + rt։< *

В качестве примера рассмотрим свободно опертую прямоуголь­
ную в йЛане трансверсально изотропную оболочку иод синусоидаль­
ной нагрузкой

Z — 4/0sin sin у- - (3.11)

‘J 1<&>ест1Ш АН. серин фнч..мдг. наук. .՝v 1
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Как известно, .тля трансверсально изотропного тела имеем: 

ը Е
^11 ~ = Г—՜ա2՜ ’ ~ ~ 2 (1-ր-ս) '

I
— <755 — у., ՚

где Е модуль упругости в плоскости изотропии, р—коэффициент 
Пуассона. G' - модуль сдвига для плоскостей, нормальных к пло­
скости изотропии.

Считаем, что касательные напряжения -,т и по толщине обо­
лочки изменяются по закону квадратной параболы |1,3], т. е.

Л^Н)'

Тогда по (2.4) и (2.8) для интегралов получим:

և (Т) - 5՜ 7 у ՚ hi — լշ0 ’ hit - լշ • 3.12)

Решение уравнения (3.9) ищем в форме: 

т.а “3
Ф — Փ#տ1ո- sin ֊~- • (3.13)

Выбранная функция удовлетворяет условиям свободного опира­
ния (1| по торцам а = 0. а и £-= 0, ծ. Подставляя ее в разрешающее 
уравнение (3.9), определяем Фв, а затем по (3.8) для прогибов полу­
чим следующие величины (для простоты записи оболочку в плане 
считаем квадратной «=/>):

а) в случае сферической оболочки ■ kx = k2 — k — const)

w. = 1 +24-° ^-֊— k'D\ 1 -*  hG' a1

֊** ----------------------- 44 D ---------- }• (3.14)

б) в случае цилиндрической оболочки (А ։ = 0, кл - к = const)*

,ք, I , 9 D

(3.15)

в) в случае пластинки (А՛, ֊ к2 = 0)
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■f 5Й(1+2’4-йг5-)- (3.16)

где

1 А £ՃԼ 9(2 —р) D£ 3(5-я) Д ч՝ 
!'i D Н ’ Հ)հ (Т: + 40 G՛ к« +

, 54 I- Վ D'E s’
12оА*  ՛ G4 аг'

/ А Е 9(1 и) . 3(3 ji) Е а*  \
\ 16 D -* ЗОЛ <Г- 40 (Հ .-•՛ )

Принимая модуль сдвига 6“ бесконечным, получим решение со- 
ответствуюших задач при гипотезе «и ц формируемых нормалей. Как 
нетрудно заметить, полученные результаты при больших значениях 
Е 
չ., существенно отличаются от величин, полученных при наличии

гипотезы Кирхгофа.
Исследуем влияние подъемнстостн оболочки на точность гипоте­

зы Кирхгофа. Значения прогибов 3.13) — (3.15) при различных отно-
А Е а , ,

шеннях — . ( . и помешены в таблицах I- ill, первые строки

которых представляют решение соответствующей задачи при гипотезе 

Кирхгофа • == О ). В следующих таблицах Г—ИГ приводятся зна­

чения величин

(3-17)

представляющих расхождение в процентах результатов классической 
теории от результатов предлагаемой теории.

Дтя простоты в расчетах коэффициент Пуассона принимаем рав­
ным нулю.

о 4-*Я
Значения — 

<М։

Таблица I _____ __________  Таблица. F

‘^П.1

h/a

Fu т
I 

ю

• h/a
Eta ՝ \

1
3

1
5՜

1
10

0 1.ОООЛ 1 .(ЮНО 1.0000 2 30,4% 13.6% 3.7%
2 1.4386 1.J579 1 .«95 5 52,3% 28.3% Ղ9%
5 2.0965 1.Э5М8 1.О9Ч5 10 68,6% 44,1'7.. 16.4%

10 злозо 1.7895 1.1975
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4-VJ 
Значения ,։--wu

Таблица U

Я Л гК - °'S г= 0,8 
R

I 
5

է 1 1
5

1
103

1 
ю 3

0
2
5

10

о.9830 
1.4035 
2.0226 
3.0217

0.95 И 
1.0968 
1.3071 
1.6477

0.8386
0.Տ662
0,9070
0,0732

0.9575
1.3522
1,9187
2.7979

0,8903 
1.0134 
I.KMI
1.4662

0.6699
0.6874
0.71П
0,7533

Таблица /Г

к-• °-5

v> 
о’II

,iin I ւ յ֊ 
A7G'^\ 1 3 I О

1
ю

1 
՚Տ՜

1
5՜՜

1
10

О 
5 

ւօ

Знаке

29.9%
51.3%
67.5%

4х%
!ВИЯ —

13% 
27ц/(| 
42/о

аС?0ф

3.1%
7.5%

13.8%

29.1%
50%

65,7“.,,

12.1%
25.2”м
39.2%

2.5%
6.1%.

11%

Таблица III

“-֊0.3 “=0.տ

՜՜ hia
£/G'՝\.

1
3

1 
5

1 
К)

1
•Г

1 
5՜

1
10

О
 04 if! О

0,9352 
1.3078 
1,8129 
2.6114

0,8332 
0.9467 
1.0996 
1,3311

0.5618
0.5772
0.5952
0,6191

0.8500
1.1458
1.6341
2,0390

0,6700
0.7375
0.8268
0.9509

0,3368
0,3411
0.3520
0.3567

габлици НГ

=0.5 » =0.Ч

/*/<։

£,G' \

1
3

1
5

1
10

1
3

1
5

1
10

О
 СП

 К
5 28.4% 

<М% 
64.1/ф

11,9%
24,2%
37.4%

2.1%
5.1%

12.9%,

25.8%
44.5%
58.3%

«.17о
18.2 ;<>
29.5”/,)

1.2%
■1.3%
5.5%
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Как и следовало ожидать. с увеличением подъём истостн

оболочки, ошибка, допускаемая при принятии гипотезы Кирхгофа, 

уменьшается. В случае пластин [ ^֊ = 0 j расхождения прогибов (таб­

лица Г) максимальные.
Дело в том. что при увеличении польем истопи значение изгиб- 

ных параметров на напряженное состояние оболочки уменьшается, в 
связи с чем уменьшается и влияние перерезывающих сил, т. е напря­
жений -։т и Հ3յ.

4. Сферическая оболочка и круглая пластинка. Будем считать 
внутреннюю геометрию срединной поверхности сферической оболочки 
совпадающей с геометрией круглой пластинки. Тогда полярные ко­
ординаты г и 3 на плоскости будут координатами точки на срединной 
поверхности сферы |4|. При этом Л = 1. />' = г, k} = — ft = const и 
из (2.2) —(2.10) могут быть получены все нужные соотношения. При­
ведем лишь систему дифференциальных уравнений относительно не­
известных функций и, ‘V, w, ՚ձևՀ подставляя значения усилий и мо­
ментов из (2.7), (2.8) в уравнения равновесия <2.10), получим:

du и I Ժ*«

4- Си a5. ՝. "n + (C։J ,h си) „„ Ճհ«. -

'4։ժր’ ՜1՜4’ նր ’’г

1 (Գ> ՚ ^3 — (Cjc 4- См) 4֊ rk\C,յ | C,2) 4- 

■I (C„ - C«) kw + A-1C„ r + C„ й;, ժն _

— — rx,

օ. հ Գ.--

■ -շՀ + rc,/J։H <c։։ ֊գ։^ +

+ -л (<Ն 4֊ Գր.’ «Տ5 4- Գր.) «&>, — 4֊ «4, ф
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4-F(Cn4 2C։?4-C:2)w4- (Сц 4- Cj!») ^55 "՜քլ

I ?1
Հ։ հ :i: ր 4՜ 4՜ С22) Ди

С/ф։

ОГ 

hk
г h

I ^'ր = 
Г ԺՅ

(4.1)

-(2Ои-!-ад^ /1 <7=ц՛ , ւ ծ3© \ . 12Л/г/п .
I ր ժ^՜ + ժ йГ) + ֊ла P's

+ /Հ։)«6ձ er(t} 4- + D22) -

Г • vp

ժտ<5-
Կր^

- (2Z3M + ад *Д, + (20,41- ад + ад Д -J

ГЛ 1 (,'^1
Ղս «Տ6 ր - +onrօ„Հ֊“՛ + ад1 .^ + ЦМ. и 0Гл п ()г. - г ()г /,а

(А» + /Л.,) «„ - (D„ + D») а„ -1 +

(ir^ (t*՛՞ * ъ
-I- 1Հ a i ր ֊Հ.! a:։i — rim ?։ = 0.

Остановимся подробнее на случае изгиба круглой трансверсаль­
но изотропной пластинки (А’ - О) равномерно распределенной нагруз­
кой Z = qQ.

В этом случае система (4.1) сводится к одному уравнению:

Г 4- մ1?ւչ' _ ձ dw - JforL . (4 2)
ժր1 r ԺԺ r dr ~ 2D Լ 1

которое ничем не отличается от обычного уравнения осесимметрич­
ного изгиба круглой пластинки. Принятие в и 1 исходного допуще­
ния „в“ отражается в граничны?.՜ условиях.

Приведем значения прогиба в центре пластинки при различных 
условиях. >/(հ) квадратная парабола).

а) Свободно опертый край: 
граничные условия |3. 5. 12]

при r = a id = 0 и

.. d-w r. 1 dw , । ,1
Mr= — D ... /Ju , 4- (t\:,D -. -р — /3- = 0.drz • r dr \ dr ՝ ՝ r I k3

Из уравнения (4.2) при данных граничных условиях получим следую­
щие значения прогиба:

для трансверсально изотропной пластинки
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т-" 64D l-f-u '■ (1— u|'5-1- UI G'o*

2. Закрепляется вертикальный
поверхности |5|

для изотропной пластинки

... _ 5+1Հ , 3,2(1 -Ни) Л2 *!
64D J-ԼյՀ 1 ՛

(4.3)

(4,4)

Для сравнения приводим значения прогибов wr. полученные в 
теории толстых изотропных плит [5].

а-. -ՏՃ1*  5±±[1=04 8Ч-’‘ ՀI (45)
64Օ։4-ւ»|՛ °՛ iS + jijd-н) а’] (4'}

б) Закрепленный край.
I. Закрепляется горизонтальный элемент срединной плоскости 

края пластаннкп |5|

dit'
при г a, w — О и . = О, 

Ի dr

п этом случае все три решения совпадают, и прогиб центра пластин­
ки равен

а՛,.= «ն = «, = ■ (4.6)

элемент краевой цилиндрической

при г—а. w = 0 и
ди

для трансверсально изотропной пластинки

64 D 1 1—r ’G'a5] ' '7)

Для изотропной пластинки по предлагаемой теории и теории 
толстых плит |5| получаем одно и то же выражение для прогиба в 
центре пластинки:

Ши = К’т = _L. "Կ. 
1-р «Ч (4.81

Второй член в квадратных скобках выражений (4.3) и (4.6) пред­
ставляет поправку к гипотезе Кирхгофа, вносимую хопущениями, 
принятыми в и 1. Посчитаем величину прогиба при различных отно­
сительных размерах -^֊ и отношениях (р = 0,3) (таблицы IV и V). 

В таблице IV' приводится погрешность гипотезы Кирхгофа но (3.17).
а) Свободный край
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№
64 D 1 4- и

5 -j- JA
Значения

Таблица IV Таблица IV'
hl а

E/G-
1 
т

1 
5

I \ Л/fl
10

1
3

1
5

»
10

0
2,6
5

10

Для

получены

1 .(XXX) 
1,12145 
1,2:95 
1,4790

130ТРОПИОЙ 

по теории

при

1,0000 1.0000 2.6
1.0450 1.0112 5
1 0865 1.0215 10
1.1730 1,0430

Е որ пластинки ,., = 2,6 значение
G

толстых плит [5] из (4.5)

հ 1 11
ճ 3 5 10

11% 
19,3%
32.3%

прогиба

<3% 1,1% 
?.9%;2.1%. 

14.7%|4.1%1

могут быть

1.1005 1,0362 1,0090 (14.9)

Сравнивая значения, полученные по предлагаемой теории и тео­
рии Кирхгофа со значениями (4.9), замечаем, что даже в случае 
изотропной пластинки средней толщины погрешность гипотезы не де­
формируемых нормалей ио сравнению с решением (4.9) достигает 
10%. в ю время как значения прогиба по предлагаемой теории отли­
чаются от (4.9) на 2%. В случае же анизотропных пластинок 
• ր
լ֊7 >2,6 I эта погрешность может быть значительно существенней.

Аналогичные расчеты. Яроведенные для второго способа закре­
пления пластинки (таблица V), показывают, что н этом случае закре­
пления гипотеза Кирхгофа неприменима.

64 D
Значения . гс՛

</о«‘

Таблица V Таким образом, граним-
"հ а 1 I 1 ные условия существенным

3 5 10 образом влияют на погреш-
ность гипотезы Кирхгофа.

0
2,6

1,оооо
1.6349

1.0000
1 2285

1.0000
1.0572 5. В настоящем |Г рас-

5 2.2210 1.1395 1.1100 смотрим случай, когда
10 3,4420 1.8790 1.2200 /(;), ?i(*.  Ւ в -2-1) заведомо 

известны [8J. Они представ-
ляют значения касательных напряжений Հ', и ՀԷ. полученных при на­
личии гипотезы Кирхгофа.

Ввиду того, что этот вариант подробно рассмотрен в |6, 7. 8], 
приведем лишь окончательные результаты.

Для прямоугольных в плане оболочек положительной гауссовой 
кривизны разрешающая система представляется в виде (из (7| без 
учета нелинейных членов):
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£<(«/*) f: — A,rc’ = 0. (5.1)

Կ (Dlt) w + ձ,ր = </ - *’[/:, (£>,*)  =„ ■ £. (£Ա) %| ■

где 
д * д’ о1

Ա М - Պ. + (*ос ֊ W-i- •

15.2)
'?0 — (^Уи 1 L^H:) ^'q. '•'q — <1Ц I ^/fc) ^O'>

■տ՚0 ֊• значение прогиби при гипогезе нелеформируемых нормалей.
Введением функции Ф(а, 3) по формулам 

w = /.4 (Oik} Ф и Ւ' = ձ.Փ (5.3)

сводим систему (5.1) к одному уравнению восьмого порядка:

Կ (Da)Lt (a,t\Ф + Д*Ф = q - ** (£, (Dlt) + Е, (Ռէ) %|. (5.4)

Рассмотрим, как и и п 3, задачу изгиба свободно опертой прямо­
угольной в плане трансверсально изотропной оболочки под действием 
синусоидальной нагрузки :3.11 . Представляя функцию <!>(«. в виде 
(3.13), с помощью (5.4) и /5.3) определяем значения прогиба в центре: 

а) для сферической оболочки с прямоугольным контуром

Г. . n < ՜: ... /V — Й' .
՜' -*՛!,& a* '"(C-^D'Y ' ''м>

б) для цилиндрической оболочки с прямоугольным контуром

l u 4zV? [ + № й2 և (4С + D')։ ] ’

где
; Л г".4' =£’A4։«M Н 2.4 .֊<֊. ),
\ h(i а- I

/Г = 4й 'h֊' EL) (14-4.8 /Հ ՜1 I •
1 hCi a- I .

0 = 4-4.), D'^=Ehk‘(E\

в) для прямоугольной в плане пластинки, как нетрудно заме 
тить, значение прогиба совпадает с ранее полученным (3.16).

В случае изгиба круглой пластинки равномерной нагрузкой (л -I) 
для прогиба получаем те же значения (4.3). (4.6) и (4.7).

Посчитаем значение прогиба по формулам (5.6) и (5.5) (табли­
цы VI и VII) и сравним с ранее полученными (таблицы II и III).
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4-л D 
Значения - . к* ц

<7о"4
Таблица VI

ճ. = °.5 ս о ՞օ
օ

՜-^ եք и

EfG‘
1 

՜Յ*
1 
տ

£ ք 1
5

!
16՜

0 0.9830 0,9.5-11 0.8386 0,9575 0.8903 0.6699
2 1.4068 1.0978 0.8661 1,3584 1.0153 0.6873
5 2,0424 1.3055 0,9081 1,9027 1,2030 0,7138

10 3,1019 1.6612 0,9774 2,9680 1.5158 0.7631

Значения " .

Таблица V/I

= 0,5
R ՚

Հ-֊ 0,8

hfa 1 1 1 1 1 1
г-ռ՛ 3 5 10 3 5 10

0 0,9352 (1,8332 0.5648 0,8500 0,6700 0.3368
2 1.3188 0,9496 0.5776 1.1655 0,7407 0,3409
5 1.8942 1,1162 0.5965 1.6339 0.8467 0,3474

10 2,8532 1,3932 0,6280 2,4306 1.0236 0.3597

Сравнения показывают, что при расчете свободно опертых пря­
моугольных в плане сферической и цилиндрической оболочек под 
синусоидальной нагрузкой (п 3) с успехом может быть использован 
вариант теории, изложенной в п°5. В случае же свободно опертой 
прямоугольной пластинки (п'З) и круглой пластинки при рассмотрен­
ных в п°4 граничных условиях, по предлагаемой теории и по варианту 
п°5 получаем одни и те же результаты.

Вариант пг5 не вводит математических осложнений, и задача мо­
жет быть с легкостью решена, если имеется решение соответствую­
щей задачи при гипотезе нелеформируемых нормалей.

Институт математики и механики 
АН Армянской ССР. Поступило 15 X 1958

О. U.. աԱււ1*|* սւ|ւօւււ.ւքււսՏ, 5Հ- Վ. ՓհշւոԱ՛«սլջյսւ(*ւ

0ՐԹՈՏՐՈՊ mumbph UULbPb ՏԵՍՈՒԹՅԱՆ ՄԱՍՒՆ

ա մ փ n փ n b IT

Հոդվածում դ[ււուսր1րքա մ են րարւոկ օրքէ) ոտրոպ քժադանք)ներ, որոնց հա­
մար կքւրաոելքւ են <րtfiոփոխութքան մեծ դործակftցJ) ունեցող թաղանթների 
աե սութ լան հավասարաէՈւե րր | Հ? | J

(քնդունվու մ են հեւոելաք ենթ ադրութ րոննե րր.
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Միջին մակևրետյթին նորմալ, թաղանթի դծտչին էլեմենտներր դե֊ 
ֆորմացիա լից հետո չեն փոխում իրենց ե յմլտրութլռւննե ր ր։

2- 3. նորմալ լարրոԱներր Էական ազդեց ու թլոլն չեն ւոնենտմ 6’аа . է’՜՜- А 
<' ղեէիորմացիս։ների վրա։

3. 7а, ե Тз, շոշափող լտրւււմեերր րոտ թաղանթի րարձրա թ յան փո­
փոխվում են արված է('\) օրենքով ։

1‘նղ ունված ենթադրությունների հիման վրա շարադրված է Հփոփոխու֊ 
թլան d եծ դո րծ ակից» ունեցող անիզոտրոպ թաղանթների րնդհանուր ուեոու֊ 
թլոէնր։ Լուծված են մի շարք խիղ իրներ' զլանային ու ոփերիկ թաղանթների 
ե ուղղանկյան շրջանային սալերի դե պքում г Ցույց է արված, որ ե իրխհոէիի 
‘փպոթեզի ոխտլր թաղանթի կորութլան մեծ սսյման հետ միասին նվազում է: 
կլրջանային ոույի ծոման խնդիրն ու ոա 11եա иիրեչիռ զխոարկվամ Ւ նաե եզ­
րային պա լմանների աղղե ցո։.թ յունր եիրխհո !իի հիպոթեզի սխս։յի վրա:

Ցշխս՚աա թ րււն վերջին պւորադրէսֆու մ րերվամ է նաև տեսության մ/ւ 
ո,րիջ ավելի մոաավոյւ Օրինակ [6', 7, 6’| , որր հիմնվելով վերր րերված աոա­
ջին երկու ենթադրությունների վրա, ևրրորդ ենթսէկրու թյան փոխարեն ցնդու­
նում է \ետեյսւյյւ ՞ , ե ՜ • շո շափող լսէրու էխերր ոշնշով շեն ւուււ րր ե րվում 
հիրխհոէիի հիպոթեզի րնզանմ ան ժամանակ ստացված համապատասխան շոշա­
փող լա րտ.ւ!եերի gi.

'Լերջին պա րա դ՛րափում առաջարկված տեսության հիմ ա՛հ վրա լուծվում 
են րոչոր ալն խնդիրնե րր, որոնք լտծվել էին հիմնական տեսաթրոնր քթեր 
նէսրկեչու ժամանակ։

8 "43 '■ արվում, որ վերջին պարաղրափոէմ առաջարկված մուոավոր 
տեսոլ թյունր մեծ ճշատ թլտմր կիրառելի է անիզոտրոպ թսւզտնթների տ սա֊ 
(երի րաւյմազան խնդիրներ յուծելոլ համար։

ЛИТЕРАТУРА

I. Лмбирчу.ч.чя С. Л. К  обшей теории анизотропных оболочек, ПММ, № 2. 1958.*
2. Гол(>()ене.сиг,р.р А .7. Теории упругих тонких оболочек. Гоегечи .члт, 19"3.
3. Амбарцумян С. Л. К теории изгиба линзотропных пластинок. И.ш, АМ СССР, ОТН. 

№ 5. 1958.
4. Власол Ց. 3. Общая теория оболочек. Гостетнлдлт, 1949.
5. .՝!ял Л. Математическая теория упругости. OHTII Г1КТП СССР. 1935.
6. Амбарцумян С. Л. К вопросу нелинейной теории анизотропных пластинок. ДАН 

АрмССР. 4. 1957.
7. Амбарцумян С. Л.. Ибштмалджян В. О нелинейной теории пологих орготроп- 

ных оболочек. Н.и։. ЛИ ЛрмССР, сер. ф.-м. наук, т. XI, 1. 1958.
8. Амбнрцумии (՝. .1. О двух .vei i.'i.ix расчета диухслонных ортотропных оболочек. 

ИЗД. АН ЛрмССР. X՜ 2. 1957.
9. Работное 10. Н. Уравнения пограничной зоны в теории оболочек. ДАН СССР, 

т. XVII. 5, 1945.
10. Гояыбшр 1. JL Некоторые приемы интегрирования \ равнений теории гон­

ких оболочек. П.ММ, т. X. 3. 1946.
11. Амбарцумян С. Л. К расчету пологих оболочек. П.ММ т. XI, в. 5. 1947.
12. Bci^sner, 1հ. On bending of elasilc plaies. Quart, of Applied M anomalies, Vol.

5. 1947.


	40
	41
	42
	43
	44
	45
	46
	47
	48
	49
	50
	51
	52
	53
	54
	55
	56

