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МАТЕМАТИКА

А. А. Тала.՛։ ян

Об универсальных ортогональных рядах

Пусть {?л(а?)} есть полная ортонормирбнанная система функций, 
определенных на отрезке խ, Ь].

Ортогональный ряд 
со
V «л (■*)  ( 1)

«-։ 
называется универсальным, если всякой измеримой функции, опреде­
ленной почти всюду на [о. /;]. соответствует такая возрастающая по­
следовательность натуральных чисел nif ։ — 1, 2, •••, что

lim (х) =/(xi (2)
i I

почти всюду на խ, /փ где 
rt

S„(x) = V«* ?i(x). (3)

* -•։
В работе [5j было доказано, что тля любой полной оргонорми- 

рованной системы существует универсальный ряд (1) с коэффициен­
тами, стремящимися к нулю.

Пусть даны две измеримые функции f։ix) и /М*)»  определен­
ные почти всюду на |а, и] и удовлетворяющие неравенству

F։(x)^F.,(.v) (6)

почти всюду на խ , /փ
О пре д елей и е А. Ортогональный ряд (1) называется уни­

версальным относительно функций F\ (л՜) и если всякой из­
меримой функции f х\, определенной почти всюду на [ծ, ծ| и удов­
летворяющей неравенству

Fx {х) </(х) <Л4(х) (5)

почти всюду на этом сегменте, соответствует такая возрастаю­
щая последовательность натуральных чисел гц, г—1, 2,֊--. что 
равенство (2) выполняется почти всюду на [л, /փ

Ортогональный ряд, универсальный относительно функций /*\(х)  
и Fi(x), следуя Д. Е. Меньшову, будем называть рядом типа .4 Fv Е2).
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Если Fl(x) = оо и F~(x] օշ для всех х на խ, ծ|. то ясно, 
что ряд тина .4 (Л։, Л2) будет универсальным ортогональным рядом.

В настоящей работе мы будем доказывать существование ряда 
типа А (/*',,  /\\ с пределами неопределенности по мерс А։ (х) и А2(х) 
для любой полной ортонормированн'ой системы.

Как известно, верхний и нижний пределы по мере определяются 
следующим образом (с.м. 11]. стр. 4՝.

I1усть
/։(л\֊,/2(л),-'-,Л(^),.-. (6)

есть последовательность почти везде конечных измеримых функций, 
определенных почти всюду на |а, Ь].

Говорят, что функция А’(л'), определенная почти всюду на |«,ծի 
есть верхний предел по мере на [«, />| последовательности (6), если 
Г х) измерима и удовлетворяет следующим условиям:

a՜', lim mes(£|A(x)>?(x)|-Z: [oixi>F(x)|} =0, (Л

для любой измеримой функции с (х), определенной почти всюду на 
К ծ|.

a0- Um mes |А (x) > ■/ (x)| • E \F ՛ x) > / (x}|) >0, <8
*—>C0

для любой измеримой функции Z(x). определенной почти всюду на 
|л, ծ] и такой, что nies £J/*(x)^> z (х) | >0.

Функцию (} х), определенную почти всюду на называют 
верхним пределом по мере на |а, А] последовательности 6), если 
G (х) измерима и удовлетворяет следующим условиям:

շ . IIm mes {Е {/,. (х) < ? (•'•*,  1 • £ I? (*)  < G (*)| ! ՜ 0, (9)
Л-— сс-

для любой измеримой функции ®(.v), определенной почти всюду на 
К ծ].

? - Гйп mes {Е \fk(х) < z (х |1 • Е |<7 (х) < z (х)|} >0, ' Ю)
rf—» С*

для любой измеримой функции Z х;, определенной почти всюду на 
խ. ծ| и такой, что mes Е [G (х) < Z (х | >0.

Справедлива следкмцая
Теорема 1. Пусть {<р., (XiJ есть полная ортонор мированная 

система функций определенных на |.z. Ь\. '1ля любых двух измери­
мых (функций /'’(Xi и G (х), onреРелекных почти всюду на сегменте 
|а, ծյ. и таких, что (} (х) /?(х; почти всюду на этом сегменте, 
существует ортогональный ряд (I), обладающий следующими свой­
ствами:

Г;. Fix} и G (х) являются соответственно верхним и ниж­
ним пределами по мере на [г?, Ь\ ряда (1 .

2 . Какова бы- ни была измеримая функция ИЛ').- определенная 
почти всюду на խ. и удовлетворяющая условию G (х) < Շ (х) 
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С F(x) всюду на этом сегменте. можно определить последова­
тельность частных сумм ряда »1 сходящуюся к ;(х) почти всюду 
на |ճ, ծ|.

3'J. Ilina*  =0.
՜ • -X

Теорема I была доказана Д. Е. Меньшовым в том частном слу­
чае, когда (?я(х)1 совпадает с тригонометрической системой (см. |1|).

Следуя Д. Е. Меньшову (см. [2|. с гр. 4). введем следующее оп­
ределение.

О п р е д е л е и и е Н. Пусть даны лае измеримые функции Ւ\ (х) и 
F1 (ж), определенные почти всюду на խ, ձ| и удовлетворяющие не­
рп венет ву

/',(х) Л։(х).
Ортогональный ряд 1) будем на ։ывать рядом типа В {Ւ\. /Հ), 

если любым четырем измеримым функции и Ф, (д ). *> ։ (х), ։|*а(х), 
Фа(л՜ ՛, определенны м почти всюду на сегменте խ. Z»| и удовлетво­
ряющим неравенствам

Ւ\ (х) =ճհ Ф, (х) փ, • х) (х) Фа (х) Ւ\ (х)

почти всюду на этом сегменте, соответствует такая возраста­
ющая последовательность натуральных чисел nt, t 1. 2,что 
Փւ (х) и ’ps(x) являются соответственно нижним и верхним пре­
делами по черс на [а, ծ| последовательности функций Տո (х), 

i— 1. 2-’- и, кроме того, выполняются равенства

11п15п (х■=Ф։(х), Արոճ,, (х| = Ф2(х) 
/“зь ‘ I—* •

почти всюду на том же сегменте.
В работе |2j Д. Е. Меньшовым доказано, что классы тригоно­

метрических рядов типа Л(Л։, F-Л я типа 11 F,. /Ղ) совпадают, при 
этом в доказательстве нигде не использовано, что эти ряды являются 
тригонометрическими.

Таким образом имеет место следующая
Теорема 2. Каковы бы ни были измеримые функции Ft (х) и 

F»(x). определенные почти всюду на խ, ծ| и удовлетворяющие не­
равенству (4) почти всюду на это и сегменте, классы ортогональ­
ных рядов типа Л(Л։./'5) и типа B{Fi.Fl) совпадают.

Приступим к доказательству теоремы !. Мы будем пользоваться 
Следующими леммами:

Лемма I. Пусть (?Дх)'—полная ортонормированнйя систе­
ма функций. определенных на |</, />| и f(x произвольная почти 
везде конечная измеримая функция, определенная на том же от- 
пезке.

Для любого г>0 и целого положительна го и молено опре­
делить множество <՛„ — խ. ծ| и действительные числа а,,^,- 
‘“,йщ такие, что выполняются следующие условия
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1) mesea<4;

2) !«!<  " 1 <-A’ w:**

3) I ak r;. Cvi ֊֊/(A՝ Il 

և-«+ւ И"-

4)
T W(*)|  4-2H/|lr.

n 4- 1 < < m.

где e — произвольное измеримое подмножество множества сё9 = 
խ, ծ]—ժ0*.

Лемма 2. Пусть F(x) и <7(аг) две измеримые функции, оп­
ределенные на некотором множестве Ео положительной меры и 
у do в л ет воряющ и е нера венет в у

G (л < Fix) 11)

почти всюду на Ей.
Тогда существует, последовательность почти везде ко­

нечных измеримых функций, определенных почти всюду на мно­
жестве Ео и обладающих следующими свойствами.

1 . G(x)<fn{x) < Е(х) 

почти всюду на множестве Ео.
2՜՛. Для любой измеримой функции f х>, удовлетворяющей 

неравенству

G(x)<.f(x)^F(x)

почти всюду на Ео. существует последовательность пх ո2<Լ՝ • <Հ 
< Иц < • • •; такая, что

Ит է [х'\ = /{х)

почти всюду на множестве Еа.
3՜՜. Для любою з > 0 имеет место равенство

Игп mes Е | f„. । (х) —ք„ (х) > > с| = 0. 
II — •

Лемма 1 непосредственно следует из леммы 2 работы |4].
Докажем лемму 2. Рассмотрим множество Л'Г = {/(л)) всех 

почти везде конечных измеримых функций /(-Վ определенных почти 
всюду на Eq и удовлетворяющих неравенств}

G(x)<f(x)<F(x)
почти всюду на Е9.

' Мы обозначаем 'р.х,йх\‘ f f.
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В множестве всех почти везде конечных измеримых функции, 
определенных почти всюду на /:0 обычным образом, введем метрику, 
а именно, если /(х) и g(x) —почти везде конечные измеримые функ­
ции, определенные почти всюду на Е9, то полагаем

рIf и = f , 12)

Как известно, сходимость некоторой последовательности к f(x 
в этом метрическом пространстве эквивалентна сходимости этой по­
следовательности к /1х) по мерс на множестве /?й.

Пусть теперь последовательность g։ (х). gs (*).•••,  g*  (•*)» ” • 
всюду плотна в этом метрическом пространстве.

Обозначим через о, расстояние функции £<(х) от множества 
/И = (/(х)):

'Հ== ini -p(gi./) 
/ел

и выберем для каждого i функцию ?i(x) из .И = {/ (х)) такую, что

/J (?f. gi) 3< + у • (14)

Выделенная таким образом система убудет обладать следующим 
свойством:

для любой функции /(.г) £ .И существует последовательность 
Կ < i2 <Լ • • • < ik < • • • такая, что

Нт ?/ I» = /(х) (15,1
Л -> ос *

почти всюду на множестве /:.
В самом деле, пусть /(>:)£ М и s>0—произвольное положи­

тельное число. Возьмем .հ/Ia՜) такую, чтобы

, л 8 • \ 3

Ясно, что щ < — и мы получаем
•3

1 v
Р 1 fi , g/ ) + P (gl. /) < Պ -r ֊.- -г у < £-

116)

(17)

Заметим, что функцию удовлетворяющую неравенству
(17), можно выбрать со сколько угодно большим номером /. Таким 
образом для любой функции существует последовательность
функций из системы сходящаяся к J (л՜) по мере на множестве
Е. Отсюда следует существование последовательности !<?/ (Л*))-  удов­

летворяющей условию (15).
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Пусть о(х) Il g(x)—Лвс любые функции из множества /И. г. е.

G (х) < ? (х) < Е (х); G (х) < £ (х) < F(x) (18)

почти всюду на множестве /:й и пусть з^>0 и £^> 0—произвольные 
положительные числа.

Легко видеть, что из множества /И можно выбрать конечное 
число функции ~։(х), 4.x(л՛), удовлетворяющих условиям

mes Е | 1<?(х) — т, (х) I > s| < a, mesE | -.։ (х) — £ (х) I > з| <3 (191

и
mes£| Н/(х) —t/+i(x) >g|<3 (z = 1, 2,-• • (zz—1)).

Возьмем две последовательности положительных чисел

Պ >*!>’ • ->Պ>- ?։ — О, (20)

“I > £շ > • • • >'» > • • • - Կ — 0. (21)

Для каждого / - 1.2,. . рассмотрим функции <?/(х) и ©i+։ (х) и по­
ложительные числа =• и Լ-. Существуют функции W. ......

fni —1 (А*)  из множества М такие, что 
1т I

mes [ | ©z lx) — fm. (х)I > Պ1 < ч,

mes E 11 ։_ ։ (x) — <pi+ ։ (x) | > g, | <s,, (22)

mes E J \fm (x) fmrX (x) | > ■=. | < e,, 

(//Z=Z7Zi։ Mi 4- 1,- • Г71, I —2).

К последовательности !©r(x)| добавим новые функции следующим об­
разом: для каждого z — 1, 2,--« между функциями ?<(х) и ©z+i (х) 
поместим функции f„, (х). fm_ (x).---./Wi _| х) в возрастающем 

порядке индекса т, т-, т — 1.
Полученную систему обозначим через |/я(х);. Система {/«(х)| 

будет удовлетворять условиям леммы 2.
Условие 1 выполнено в силу гого, что каждая из функций 

/м(х) принадлежит множеству .'И, г. е. удовлетворяет неравенству

СЦх) < fa(x) <Е(х)

почти всюду на Е^.
Условие 2 выполнено в силу того, что система (/«(х)} содер­

жит систему {о. xj), которая в силу 115) удовлетворяет условию Т 
в том случае, когда/iXI -любая функция такая, что

б(х)</(х)<Г(х) (23)

почти всюду на ճ0, а любую функцию, удовлетворяющую неравен­
ству

С?(х) </(х) ^Л(х) 
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можно приблизит։, в смысле сходимости почт всюду функциями» 
удовлетворяющими неравенству 23).

Выполнение условия 3 непосредственно следует из определения 
системы (/i/x)} и из условия (22).

Доказательство теоремы 1. Пусть F(x) и G\x)—изме­
римые функции, определенные ни отрезке խ.и удовлетворяющие 
неравенству

(24) 
почти всюду на խ, Z»|.

Обозначим через £0 множество тех точек, где имеет место не­
равенство

O(x)<F(x). (25)

В том случае, когда, inesтеорема справедлива в силу 
теоремы 3 работы |3|, так как но этой теореме существует ряд

(X), 
գ-i

который сходится по мере на [а. /)| к функции /(х) Cf(x} — F(x) 
причем

lim ап — 0.
.4 • ОС

Ясно, что этот ряд будет удовлетворять условиям теоремы i в гом 
частном случае, когда Fix) (i х) почти всюду на խ,/»|.

Предположим, что mes Ло > 0. Возьмем последовательность (/, х)) 
почти везде конечных измеримых функций, определенных почти всюду 
на £0 и удовлетворяющих условиям леммы 2. Каждую из функции 
/я.(х) продолжим в отрезке խ. /փ полагая

/„ (х) - 0 при х Հ խ, ծ] — /Հ (я 4- 1, 2, • • •). (26)

Возьмем последовательность положительных чисел (sn), удовле­
творяющих условию (21).

Применяя лемму 2, где положено /(х) =/, (х), с — и /z 1, 
мы можем определить множество е՝ и действительные числа at, а..,...» 
<itl, такие, что выполняются условия:

1) rn.es е, <4;

2) |«л|<«1

. րւ՝
3) У ая?л(х)—/։ (х) <г։;

<֊г»

4) V аЛ.оА.(х) <. տշփ 2\'j\ (хЯы, 
և-J '**

3 II . . ■ I ЛН, evp.hi фш.мдг. наук. 1
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где e—произвольное измеримое подмножество .множества 

сел = |а, ծ| ev

Предположим, что числа av anif-• ՝, ап. определены.

В формулировке леммы 2 положим

ni
ո=րէ,Հ 1. s = e/+b f(x)=fi+i (х) — Va*.<p*(x)

Jt-1

и определим числа «л.^, сц ,»•••» ан, ։ и множество е,-+» так, 

чтобы выполнялись условия

I) mes <Հ =ւ֊յ;

2) I а  |< ®йл. fit 4-1 С k < Г1֊,лх;*

Պ-1-ւ
3) V <г4?л(х) fi. (х) <®ж.;

—
л-1

л!
4) V < s/+I 4-2 \fl+l (Xi — V

՛ k = 41 . и

n, 4֊ 1 и с — произвольное измеримое подмножество множе­
ства ce^i = խ, ծ] - ei+i.

Рассмотрим ряд 
«о
У] а*?*(*)»  (շ7)

*-1

,.v, ;

где коэффициенты определены вышеуказанным процессом. Этот 
ряд будет обладать тем свойством, что для любого Z = О, 1, 2, ••• 
выполняются условия I). 2), 3), 4)։.

Функции /'pxi и (f'x) определим следующим образом:

I 0 при XFCZ:0.

(•*)-  | (J (X) 
О

при х-/:’о, 

при Xt‘C£'o.

(28)

(29)

Покажем, что /’\(х] и (^(х) являются соответственно верхним 
и нижним пределами по мере, ряда (27).

Покажем, что Ւ\ (х) есть верхний предел по мере ряда (27).
Пусть <р(х) измеримая функция, определенная на խ.ծ].

При i 0 полагаем rt: — 0.
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Вели те§£|?(х)>/;։(х)| —0, то выполнение равенства я' оче­
видно |см. (7)).

Предположим, что множество Е |© (?ր) > Е\ (x)J имеет положи­
тельную меру. Пусть е > 0 произвольное положительное число. Вы­
берем з>0 такое, чтобы для множества £ |© |х)..> /\ (х) выпол­
нялось неравенство

mes Е |<? (х) > Л։ (х) | < mes £ | © (х) > £։ (х) -|- *]  -| ■ *-  ■ (30)

Так как г,—О при /՜ — օօ (см. (21)), то из условии I) и 3) не­
посредственно следует, что последовательность

Պ
լ Ик ?Л (X) —/, (х (/ = 1, 2.•• •)

*-1

сходится по мере на («, />| к нулю, при / -- оо.
С другой стороны, в силу определения функции /,(л֊), послед© 

вательность

/Н|(х)-Л(х) (/֊ 1, 2....)

сходится по мере на խ, ծ| к пулю при / "оо’|см. (26) и условие '3*  
леммы 2).

Таким образом будем иметь также, что последовательность

п!
/ж(х)-

fc-J

Сходится по .мере ня խ, />| к нулю при i - со.
В силу вышесказанного и в силу условия 4), так как mese/<q 

и £/ —0 при / -’оо, легко видеть, что можно взять /0 настолько боль­
шое. чтобы при / > /0 выполнялись неравенства

mes Е
п1
V «л <?*  (X) - Հ (х) ~

*1 т

mes /:’

(31)

V ?а- (Л)

1: ՜ ու -i-1

(32)

для всех s. удовлетворяющих неравенству //( 1^х<//,ц.

Возьмем //>/?/, . Предположим, что

Hi п < //, н. />Գ- (33;

Рассмотрим мнржество
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■■ — ՜՜ ""-- Г?

/: |ճ« (х) > с. (х)| -51? (х) > F։ (х)|. 
где

tl
Sf,ix)=^a!t<?.(x). (,34)

л-յ
В силу (30) очевидно имеем

mes Е |Ջ, (х) - о (х)| • Е[? (х) >/\ х) 1 Ջ mes Е[S„ (X) >

>?(х)|-£|«(Х) ^(Л։) + 31 Н-у* <35>

* при п —ni второе слагаемое равенства (40) нечеааеи

Так как

Z: |S„(a-) * (х)| •/: |<? |х) >/-'յ (х) փ з] с: Е |ՏՀ (х)>/'1 (х) з| (36) 

и так как
G, ixj ■ քէ (х) с Ւ\ (х) (Հ.«Լ2,՛--) (37)

то
Е [S„ (X) > с (х)1 -Е |? (х)>/\(х) 4- Ч <=

с £|f5Ux)-/<(x)/>G|. (38)

Из (35) и (38) следует

mes : Е |5л (х) > ? (х)] ■ Е |х (х) > Հ (х) |} <

mes Е11 Srt (х) — f, i х) j > s+ у • (39)

Заметим, что в силу (33) и (34) можно написать

,11 п
S„(x) =^«.'#»*(х)  4- V а*̂>(х);  i > /0. (-40'*

*-1 Հ~Ոշ-|-1

Принимая во внимание (40), очевидно имеем

Л'[ .ՏՀ ! X) — / (х) | > з| cz Е | V а{сЪ (х) (А-)
L fe-^1

Е V «л (х) • > ~ J .

k~n. -}-1

Отсюда в силу (31) и (32) получаем

mes Е 11S.., I х) - ft; х) | >

Сравнивая (39՜ и (41), мы заключаем;

Г41)
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mes [ Е ]S„ (л) > е (х)| -Z: խ (л) > Ւ\ (л)]} < е. (42)

при п " п, , где ոԿ, зависит только от =.
Таким образом мы доказали, что для последовательности частных 

сумм ряда (27) и функции /՛. (х) имеет место первое условие опреде­
ления верхнего предела (см. условие а и.;и (7)).

Докажем, что выполняется также условие в ) (см. 8).
Пусть х(л') произвольная измеримая функция, определенная почти 

всюду на խ, /?| и такая, что

тех Е [Ւ\ {л) > z (л) | > 0. (43)

В силу определения функции Д (х) н Е\ (л) (см. (28)) (26) и 
условие 2՝ леммы 2) мы можем выбрать последовательность < /а<? ■ • 
такую, что

Ilm ք- (л) = ?I(x) (44)
А—«со *

Здесь употребляется теорема Егорова в обобщенном виде, когда предельная 
функпнп может обращаться и 4-հօ или — л на множестве положительной меры.

почти всюду ня խ, 7փ
С другой стороны, как мы уже знаем, последовательность функций

\ W֊4W (*  = ։. 2.-՛-)
будет сходиться по мере на խ, />] к нулю, при k — ао.

Отсюда и из ,41) вытекает, что существует некоторая последо­
вательность (5„fjt(x)j частных сумм ряда (27 , которая сходится к 

f\ (л) почти всюду на խ, />).
Тогда в силу теоремы Егорова1" легко видеть, что

.hlJL,nes(д')> Z(*)J)  ֊

тек Л | Л, (х) > z(.v)| >0 
и, следовательно,

im? rues {/:[.% (х) > z (л)| ■ Е |/ղ (х) >Z(х)|} > 0.

Итак, мы доказали, чго /՛, (х) является верхним пределом по 
мере на [а, /;] последовательное!и частных сумм ряда (27).

Точно так же можно доказать, чго 67, (х) есть нижний предел 
по мере на [а, Ь] ряда (27».

Пусть ряд
ос
у ft. ?„ (.V) (45)

л-1

обладает тем свойством, что он сходится ио мере на խ. /Я к функции
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?(Л) = (° пр« (46)
' Ւ 'х) = G (х) при х [ CZT0*),  

причем 
(47) 

я— ОО

* Напомним, чго множество Ям ссп. множество тех точек и:» для кото­
рых G (х) < F (х).

Такой ряд существует согласно теореме 3 работы |3|. 
Рассмотрим ряд

Х^^л(х) (48)

п~ I 

полученный сложением рядов (27) и (45), т. е. имеем 

сп ~ ап + Ь„ (л = I, 2, •). (49)

Покажем, что ряд < 48) удовлетворяет условиям георемы 2.
В силу соотношений (28), (29), (46) и из определения рядов (27) 

и (45) легко видеть, что функции /'(х) и <?lxj будут соответственно 
верхним и нижним пределами ио мере на [а, Ь\ ряда (48).

Далее, из условия 2) (см. стр. 10) и из (21) имеем 

lini ап = 0. (50)
Л-.СС

Отсюда, принимая во внимание (471 и (4 . получаем 

Ншс« = 0. (51)
/Г— со

Проверим выполнение остальных условий теоремы 1. Пусть/(х) 
произвольная измеримая функция, удовлетворяющая неравенству

(J(x\ Հք(Հ,< Fix) (52)

почти всюду на |а, />|.
В силу определения множества Ео будем иметь 

/(х) = Щх)«/?(х) (53)

почти всюду на CEQ — խ, />] — Z.’(1,
В силу условия 2 леммы 2 существует последовательность 

/։ < 4< • • • <Կ<• • • такая, что

Нт //Jx)^/(x) (54)
к— * & ®

почти всюду на ՃՀ.
Так как последовательность функций 

%

Ճ Лл?д(х)-f(. (х) (Л = 1. 2,---) 

Հ-։
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сходится по мере на [а, /?] к нулю при k — 4-оо. то в силу (54) и в 
силу того, что по определению rjx) = 0 при х •' СЕ0 (/=!. 2,---) 
последовательность частных сумм

% 

Ճ 
г-1

будет сходится по мере на [«, ծ] при k — со к функции 6(д։) опре- 
дел я ем ой ра венством

•Ил֊) ֊ 1 ^{Х> ПрИ Х (՜ Л°’
I 0 при л ւ СЕй.

Тогда в силу определения ряда (45) и в силу равенства (53) после­
довательность частных сумм

ч
2. G?x(-v)

ряда (48) будет сходиться по мере на խ. ծ| при Л->оо к fix).
Отсюда вытекает, что существует после; овательность/я. < w-> < 

< - - - <Հ ль Հ • • • такая, что

тЬ
Uni V -/՛>’)

I 1

почти всюду на [а. Ь\.
Пусть теперь для некоторой последовательности лг Հ <՜. • • • 

< • • • последовательность

ль.

Ջ <'i К (Л‘)

частных сумм ряда. (44) сходится на некотором множестве Е поло­
жительной меры к некоторой функции fix). Покажем, что

G(x\<f(x)<F(x) (55)

почти всюду на Е. 
Выполнение неравенства (55) почти всюду на множестве Е-СЕ^ 

вытекает из того, что ряд (48) сходится по мере на СЕ0 к функции 
/• (х) = (/ (х).

Проверим выполнение неравенства (55) для .множества Е-Ей. 
Так как ряд (45) сходится по мерена Еп к. нулю, то мы можем пред­
полагать, что последовательность //ղ < ու.,<Լ • • • <Լ/ո*  < • • • обладает 
тем свойством, что последовательность
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mk
У 4,^1 (x) 

/-։
частных сумм ряда (27) сходится почти всюду на к /(л՜).

Далее мы можем предполагать, что числа т*  удовлетворяют не­
равенствам

^..<^< '4+’ է56)

где {nmJ некоторая подпоследовательность последовательности чисел 

фигурирующих в условиях 1), 2). 3). 4) (см. стр. 10).
Из неравенства (32), так как в этом неравенстве з и г произволь­

ные положительные числа, видно, что последовательность

"Դ
V

'-'Ч + 1

сходится по мере на (а, Ь\ к нулю.
Отсюда вытекает, что последовательность

п”<к 
V» 
_ Я|?Дх) 
1-1

частных сумм ряда (27) сходится по мерс на множестве Е՝ЕЛ к/(х). 
Но, как мы видели раныпе, в»си;:у условий 1) и 3) (стр. 10), а так­

же в силу (21) последовательность функции

2-1

сходится по мере на խ, к нулю.
Таким образом последовательность (//rtv(x)) будет сходиться по 

мере на множестве Z>Zf0 к /(х).
Отсюда в силу того, что

О’(х)^/,^1х)</г(х) 

почти всюду на խ, ծ] получаем

С(Л') ,/(х,к Л(х)

почти всюду на множестве F.-Ւհ.
Доказательство теоремы I закончено.

Институт математики и механики 
АН Армянской ССР Поступило 16 V 195В
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15». Ս.. Թսւլսււյսւհ

ՈհՆՒՎ-եՐՍԱԼ ՕՐ^ՈԳՈՆԱԼ ՇԱՐՔեՐՒ ՄԱՍհՆ

Ա 1Г Փ П Փ П !• 1Г

Ենթադրենք ւՀ։։{-^}~ր M հատվածի որոշված ֆւոնկցիտների
//'/"/ սրթոնորմալ սիաոեմ : 

<ո
У ая (X) (11

л-1

ւ’ս14'(ք կոչված Լ ունիվերսալ, եթե 1(2, () | հատվածի վրա որոշված ցանկա֊ 
կ'"ծ չտվէելի էիանկցիա լին համապատասիւտ՚եէո մ Հ , բնական թվերի աքն֊ 
պիսի եէ՚&Ոդ հտչո րդականսւթ լան, որ

IlmS (л( fix) (2)
i--• co •

համ ար լա ամ հնարեր 1Հ2, Ե\~ի վրա, որտեղ 

ո
Տո (л) = V ак?*(дф  (3)

ծ-։

|«5| ա շխատոլթ րսն մեջ ցույց Հ՜ արված. որ ցանկացած /րիվ օրթոնորմալ 
ււիսսւեծ ի համար ղո լաթ լան ոլնի ունիվերսալ շարք' ղրոլի ճղտող ղործա- 
կիցներով։

Ենթ ШП րեն ր ավտծ են р/, .61 հատվածի վրա որոշված /■jf’.v) ե !'■> X 
չաւիեչի 1իուն1լրլիաներր. որոնք րավարարտմ են'

ք։ (Л)^Ло(Д') (4)

անհավաոարրլթ{անր համարրո ամենաբեր [(.՛, />\-ի վրա}
Uiu(nf;n(in։.lf (1) չարրր կոչվում I; ունիվերոալ ե / -j(.X') էիունկ֊

զիաների նկաամամր, եթե [(Z, | հաավածի վրա որոշված ցաԱկացած J (X)
չաւիևլի ՛ի ո ւ.նկ էքի ա քի համար, որր րավարարու մ է

(5) 

անհտվաոարու.թլանքւ համարյա ամենուրեք, կարելի Լ լէնարեք բնական թվերի 
ասող , Ц., , հաջորդականա թլուն, որի համար թմ) հավաոարու թլունր տեղի 
ունի համարfin ամենուրեք |հ?, ե\-ի վրա։

Հևսւեևլով Մենշովին, ե ք\, , X էի.ո մեկ շիաների նկատմամբ ունի֊
վերոալ շարրր մևնր կանվանենք .4 \F\i /՜է՛) ովողի շարք։

Ներկա ուշիլսւաու թլան ւ/՚եշ ասլաtf ոէ րված /, A (/ յ, /՜շ) աիսլի շարքի 
ղոլո։.թլանր, որի անորոշու.թրոն ոահմաններր րոտ չափի հանդիսանում են 
^։(x) ե R(.V) ՛ի ո լեկցիաները։
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