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А. Л. ПНнннян

Об одном основном неравенстве в теории 
функций и ее приложениях

§ I. Пусть/ г) голоморфная в круге |z|<l и удовлетворяет 
условию:

О
равностепенно обсолютно непрерывна относительно <? при р - I. Класс 
таких функций обозначим через С. Как известно |1|, функции /(г) 
этого класса имеют почти всюду на |z| - 1 предельные значения 
/(£՛’), произведение Бляшке из нулей функции /(z|.

/Нг) = П-—֊* 
/.-J - Ра­

сходится равномерно внутри z |< 1 и (ср. (1| стр. 74)
2.t

Urn Jig IВ (p??) \dv = 0. (1)

(I
Допустимы также предельные переходы

2й 2г.
Пт Jlg+|/(p?’)|rf<p= 

О IJ
11 , . (2) 2ր. Չտ

Ihn ( lg՜ j/(pt>l?'/ • ib = j lg՜ |/(Հ*) I <կ.

Класс таких функций имеет параметрическое представление

\ 4—,к/Ч 11)4/0

/(z)=?'.B(Z)-e , (3)

где а —вещественное постоянное, Я (г) — произведение Бляшке и 
lg^(0) суммируемая функция (|1|, стр* 89—93՝.
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Рассмотрим гармоническую в функцию 

где л— порядок нуля функции /(г) в z - 0. Представим эту функцию
•в круге |з|<1 посредством интеграла Пуассона

1ц _-Շ£'- =-L(‘igi/|^)|--------------------------------------------- d? —
ZKB(Z) 2» J “ ՜ քՀ ֊ 2f/z|cos(0 - 9l -г |z|2
" и

----- L f|g I в II-------------- L’ ՝ճ------------- - d? -I Igo.
2^J p-֊2?|z|co$(0֊?)֊l-|zr

0
Отсюда

lgl/(*)|> lg|Z?(z)l ■֊ pg+l/(^’)|tf¥-

՜Հ՜
Չ- 2r.

+ —! ‘ ? 1’< l/<Pc'’»lrf? - -Чт1֊- (Ն B <•«'’> I-

Е
будет некоторый криволинейный* интеграл, распространенный по со­
вокупности Ճ*. Под знаком интеграла z текущая координата точек 
.из совокупности F* на дуге

0 — I z I 2֊ J P ф: z • J
и 0

+ >-igk!֊>-irrp. (4)
Совершив предельный* переход согласно равенствам (II—(3), получим 

2 г. 2 г.
։«!/(=)! —Lnrflg’!/(er’)l*? +

4“ J *1.1—Hl) J
о 0

+ !g|tf(*)|-Hlgl2|. . (5)
Пусть теперь <՛>./) произвольная положительная непрерывная 

функция, не возрастающая в промежутке [0, 1), удовлетворяющая 
дополнительному условию

,jTzr<00 ®

где F. — произвольная совокупность в промежутке [0, 1..
Возьмем внутри круга непрерывную дугу Л. соединяющую центр 

круга с окружностью. Для простоты будем считать пока, что окруж­
ности |z| = const пересекают L в одной точке.

Спроектируем круговыми дугами точки совокупности Л, лежа­
щей на радиусе 0 х<1, на дугу L. Получаемую таким образом 
совокупность па L обозначим через

Интеграл
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Помножим теперь обе части неравенства (5) на u»(|z ) и про 
интегрируем по совокупности £\

Получим

Р•՛ (' * I) lg I Г (г) I d I г | > ֊ р I ֊ Ո»(0 ‘К ■ j'lg+ 1/(«Պ I d֊i + 

Ճ 0
‘2-

Я 0 E

-t '• j »(/) \%t dt.

h
Будем считать max и» (/) = «յ (0; 1. Тогда

2я
p(|2l)lgl/(2)rfk|-,- (1 0“'lO<//-pg+l/(C’)^= +

Е Е О

|г/?4- «»Н ՛ lg I В (г)| d\z I — К. (7)

Оценим теперь снизу интеграл

w(|z|)lg|B(z)|rf|z| ’” (! г I) lg

Из элементарных геометрических соображений следует, что

g—UI — Ի*
1֊^ 1-Jzllaj

Поэтому 
:с

Е

է — I ttfr I
1 -/1**1

dt.

где интегрирование производится по вещее гневному аргументу 
совокупности /?<=[(). I).

Приходим к оценке интеграла

t на

t— a
1 ֊ ta

df.

где 0< a

Ը
1— ta

dt -

£’В<л)

֊■>(<) lg
1 — ta

а — է
\—at

di +

(9)

t — a

E{f>a)



fi А. Л. Шагнпян

где первый интеграл распространен на порцию совокупности Е в 
промежутка 0</<а. а второй интеграл на дополнительную часть Е.

Ради кратности обозначим

Оценка /։.
Подставим

а — է
1 at

(10)

следовательно

1 ՜ °՜ / dt =--------- — dx
(I — ax?

где совокупность E(x<a] получена нз £(/<<«) преобразованием 
(8); п так как при этом dx и dt имеют обратные знаки, то снизу 
указано стрелкой направление интегрирования справа налево.

|g _L

dx.,. , | Հ а — х \ х
(1 ՜«ն I w I------ -----)---------------J \ 1 — ах/ (1 — ах?

Е*{х<а)

Ням в дальнейшем достаточно будеч пользоваться выводимыми оцен­
ками при

Поэтому указанные интегралы будем оценивать при этом условии. 
Разбиваем теперь /։ на два интеграла

1g-1֊

------- - —dx — 
{\-ах?

а — х
1 ах

1g—

(1 — ах?
dx < -֊(1
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1 dx
X

f թ------- dx.
J Կ-ахУ h-4) (!-<«)

Первый интеграл вычисляется, а в последнем перейдем опять к 
аргументу է посредством соотношения (8).

Получим

/։>֊8(1 -fl)֊41g2ll— а) <о(0“------- ֊
J I —

<f<«)

Окончательно 

н

Оценка Л.

А = (’ ш(01й4~
J 1 -֊at

1№»-а\

Подставляя

41}

է — а 
--------- = X, 
1 — at

1 — a2 . dt =-------------- dx.
(1 4֊«x)s

получим

IgA֊ 

(1 }-ax)2
dx,

где /? образ /:(7 >a). при преобразовании - — а—= х. Но здесь
1 — at

а 4՜ х---------- возрастающая функция, поэтому
1 4- ах

/2 > — 2 «> (а 1(1— а) > 2<п Юн 1 — а).

В силу оценок для /, и /2, получаем

1 —а
1 — է а

<■>(/)(//
1 ֊է

(12)

Представим теперь произведение Бляшке В (г) в виде
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В(г)» П П —լ
յ I - za* յ 1 — zat 

|e*t <— [a* >y

Из (8) и (10) получим

u>(|z|)lg|£(z)|<Z|z| >
1 — /1 ал I

-2У(1 -|«*|)յ5-|-շ(’֊Լ^<//

։ f:
(13)

Для оценки интеграла в правой части, воспользуемся известным не­
равенством Йенсена

»g П1 «* I > | - ֊ JV1 /1Հ4I dr.
О

Обозначив число нулей *.՛.■. удовлетворяющих неравенству

через получим из предыдущего неравенства

О
или

/■ 1 \ 1 , X»
// — — 1g - ---- г( 2 ) Ig2 8|/(ч|0) 1

(V 1/(Й \d?. 
2-lg2 Jо

(14)

Элементарно вычисляется интеграл
I

. I X — a . 1 — a3 ։lg I rfx = zlg'z-|- ---------- lg(l— al
I I — A'a a

о
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0<а<1

л՜ — а dx а 1g —4-2 ------ 1g---------
а а 1—а

Первое слагаемого достигает наибольшего значения пои а =— а 
е

второе достигает наибольшего значения при а = 0. Поэтому
1

ԸււեճԼ 
’ П«»|

В силу этих оценок

«*<Oig п 

■ ч I < V

-։fc+ttiA sfef*-՛/֊՜՛»՛*յ-

Из (13) получается

տ( JzJ)lg|£(z)|d|z; > -

II

_շ£(1֊|«։|). 4- (15)
1 £ 

Из

te|ni«*l|>te (16)

О 
так как 

1— х<<?~х при 0<х<1, 

получаем 

оо -SU-I а* I),
П|ал|<г 1

а отсюда
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V(i

Тогда в силу неравенства (13) Йенсена

1 о

Ия основании этого неравенства перепишем 12) в виде

L(|z|)lg|S(±)|d|z| -з(1 4-lg,-^— + '֊ flg+ 1/(«”) 1<*Р՝֊

/: О

ИЛИ

՜(13 + 4руту )• у ^<е">№ + с-
Е &

где постоянное

С֊ - 3— 131g
С и (t) (jf
J 1-*

Сформулируем полученные оценки в виде следующей леммы.
Основная лемма. Если В (z), В (0) ¥= 0 есть произвольное 

сходящееся произведение Бляшке и ••>(/) непрерывная, невозрастаю- 
щая функция в промежутке 0 /-< 1. удовлетворяющая условию

о» (0) = 1. (18)

то

и)
/֊Ы

1
Г

dt

(191

Если же В есть произведение Бляшке некоторой функции f (z) 
из класса С, то

Е

|0> |} 5 ! 2
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J\(|z|)lgB(z)jrf|z|>

'ւ:
2г.

13 4]г~*Л) 

н о
где

с=.։[^л+ ։3ig 
£

XI
I /м(0) I (20)

Легко показать, что для произвольного произведения Бляшке,
вообще говоря, возможны случаи, когда

Ւ՛
£

B(z]\d\z\ = со.

В самом деле, из равенства

J" ■У — Չէ

1 — хъ
1 а։dx ֊ a Iga 4֊ — lg . 1 а),

а

следует, для произведения Бляшке, с положительными нулями, 
для сходимости интеграла

1 
pg|B(x)|rfx 

о

необходимо и достаточно

ОО

|«а-| ) < <«

ОО

1«* I) 1g ;—֊—. 
I - |а*|

В частности, если а*>0

а*) < оо.

н однако
о?

1
-----------  = ОО, 
1 — «*

что имеет место, например, при

(21)U
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где

получим

Л (1g Л?

1 <s<2

t
J lg|B д՛ I г/л՛ = — co.

однако В (z) сходится.
Таким образом для неравенства типа

je»(|z|)lg|S(z)|rf|<| > — оо

Е

присутствие какого-то убывающего множителя типа необходимо. 
Докажем, что и порядок убывания “(/)» характеризуемый ус-

ловием

также точный.
Для этого считая 

из соотношения
ш(/) опять же монотонно убывающей, исходя

) 1 - է

оценим
է
C«>(|zllg|Bt2)|rf|2|.

О

Предварительно оценим асимтотнческн интеграл

dt

при а — 1.
О

Ժ/-11 f)1g
1 - at 
a —է

dt (22)

՚1 •՝. нкция v (1 է) ֊----- ֊ — положительная в промежутке 0 է հո,
а — է

причем у (0) - 1g — и у(0) = оо. Определим наименьшее значение 
а

функции у (/) в промежутке 0 < է Հո.
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1-а/ («-/)(! -а/)

Нетрудно видеть. что эта функция обращается в нуль в единствен­
ной точке Հ. 0</0<а и при а-> I также. /0 • 1.

Подставим в равенстве

|а а - ։о 4. П-Да) = 0
“■ 1— at9 ' (a t0)(l — at0)

I — а = շ։, 1 — Го = 2Ջ, ձ2 > о։
получим

լ<> AczIl 4- Կ (> -Ь д) = 0 
O-j-f-O, (<М — Տ,)(Տշ 4֊ Շ,)

Переходя к пределу, когда а֊> 1, получим для предела отношения 
3» о л
—т. е. для ձ = Ит — равенство
°1 *1

1g — 4֊ -—=֊0. 123)*ձ4-1 ձ3 —1

которое имеет единственный корень в промежутке 1 < ձ < оа.
И так, для точки минимума имеем асимптотическую оценку

т. е.

Подставляя это значение в у (է), получим оценку mLny(0 (0<£<а) 
при а -> 1

U.=A(l-a)lg£±֊. (241

где постоянное ձ есть корень уравнения (23). 
Тогда из (22) получим

о
или асимптотически

/< — Alg^—1 (1 — а) I — —■ dt.
a-i J ւ-г 

и
(25)

Ради строгости рассуждений, изменив немного постоянное число 
ձ, можно считать

«= 1-Д(1-ал) ։
(' ֊^֊^. (26)

Л J 1 Г-
wo о 
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где <7ձ.>0 нули исследуемого произведения Бляшке, а //0 достаточно 
большое число, для которого выполняю гея (25), с несколько изменен­
ным по сравнению с корнем уравнения (23) значением А для всех 
ak(k = н9, л04-

Из условия

,я>
о 

следует, что

lim = (28)
Л‘—гл J յ — t 

о

Покажем теперь, что сколь медленно при л — 1 не расходился ните 
трал

.11- է

к бесконечности, всегда можно указать такое сходящееся произве­
дение Бляшке, для которого

I
p»(/)lg \B(t) \dt = - со. 

о
В самом деле, пусть փ(*) монотонная, сколь угодно медленно воз­
растающая к бесконечности дифференцируемая функция в промежутке 
|0; 1|.

Выберем функцию «>(/) из соотношении
1-лЦ-д)

о
Получаем

1 — х
а отсюда

■ЛО-ЦЛ'б-ЦА (29)
•д \ Д /

Тогда

յ՜ = ф (30)

О
где 0 (at) »оо при к -> оо с заданной сколь угодно медленной ско­
ростью.

Для доказательства нашего утверждения остается определить 
числа
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«։ <д2<- ••<««֊• 1
такие, что

□о
У, (1 - Ли) < ОО

I
а

се
V(1 — Дл)ф(а„) = оо.

1

Возьмем функцию у из логарифмической шкалы ф<л) = 1g,, 
1

1 - Հ

где IgpZ есть р - кратный логарифм.
При больших значениях р. С(’х) будет сколь угодно медленно 

возрастающей в этой шкале. Возьмем тогда

* W-.7 — • .
• (igP«)" 

тогда
փ (а„) = lgz, (п lg п • • • Igpfl՚ '1| > lg.,«: 

p
«•••<!

и ри п > e или 1 — a„ < C,
где С — некоторая постоянная, зависящая от р.

Поэтому

(1 йя)ф(«я)>—----- - -------------------
fi lg « igj/r • • UgP")

я

ос
У (1 — e«X«

1

ре
У(1 <Ն|)'•>(«•«)-- со

1
тем самым наше утверждение доказано.

§ 2. Применим теперь доказанную лемму для вывода одного 
весьма полезного неравенства.

Пусть опять f(x> принадлежит классу С в круге |zl<l.
Тогда из неравенства (5) при >»(/), удовлетворяющей условиям 

нашей леммы, получим

“> Оz ) Ա՜ Iz) I d I z I > <» (I z J I lg IВ (z), d ՛ z | 4֊
E E

2й jx
+ Ji 1 ֊ t • (i) Л f'g-\f te‘-' • <Z? + 4 f >«՜ >/(«'’) I+

.’Д'՛ ՛ ?<Г֊
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2։
4֊ '• j * (t } \gt dt> ֊1 p-֊ dt « Ig՜ j f (e1') I </? - 

£ E 0
'ir.

13 + 4^^1ժ/__Լխ <)։»(«)лЩ<!/(е‘’)|й? + 

c Ւ. (>

փճ ֊ c
E

а отсюда, учитывая неравенство

'• (О lg t dt> i. pg t dt — Հ 

Լ՜ •’
получим

Ig-1 f (e19) 1 (’ է <121) ’К1 /(*) \<l>2I +

Ё

13.н1у^Л Л

jlK / ' JI,/?+c՛ (31)

E 
где

C = 3 4-X + 131k֊^— +4f^<rt. (32)
I/ (0)1 .) 1 — t

Применив теперь к 1g формулу Пуассона, получим

Ig = ± i |g+ I f(P6’,? 11--------------- ''՜ ՜1---------------- d? -F
g z֊ZJ(£) ° 1 o=- W Cos(.0֊?) + |:r|*

о 

2z 2n
4- -- (Ig՜ I f (?e‘F) jr< ~1 1 d-p -I- ֊ - (Ig I px 8 (???) | -— dz. (33)

2-J ... 2*J
u и 

так как Հ(շ) принадлежит классу С, то в неравенстве
2е

р —lz' -J р 4kJ
О Cl
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2«
+ ֊ fig /й(ре'р) </?.

р 4՜ J о

вытекающем нз (32), перейдя к пределу, когда р - 1; согласно (2) и 
(3) получим

2л
1й|/(г)|։ т~ч՛ lp8+'/Wtf?+ 

о

2s
+ ^-^ւ՝֊յ՜1յրԱ(«;’)Թ- (34)

о

В силу неравенства (31, отсюда получим

П
Й
-֊3
9П J

4֊ <"(/)

к

ig*|/(**)l*? + c (35)

Приходим к следующей теореме.
Теорема 1. Если f (z) принадлежит к классу С функций, 

представимых в сиде (3), и ։ч(Л непрерывная, невозрастающая 
функция. удовлетворяющая условиям.

քս>(*)ժ* /т .J <ю. '"(ОН1
на произвольной совокупности F. на о треске О :/<Հ1, то в любой 
точке круги | z | <Լ 1 имеет место оценка

2
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i-

где

Д = exp

13 4 Г֊и' di 
.) 1 - t 

_______ է_________

֊ m;;՜
֊ J i — t 

E I
t

lg+1 \<H֊C

0՜

3G>

а С определяете» соотношением (32).
В частном случае, когда f(z) ограничена

Ճ - есть отрезок 0 </< 1 и равномерно на некоторой дуге, соеди­
няющей начало координат с окружностью 

тогда будет
5ft

1g" Հ:Հ՜)[ժփ֊0
о

и

Поэтому п этом частном случае получим

. . nl-ki

т. е. неравенство Миллу (12] либо |3j).
Так как в правой части неравенства (35) фигурирует значение 

lg]/(2,i по внутренней к кругу совокупности, го это неравенство 
имеет применения в такого же рода вопросах, что и неравенство 
Миллу, а также в вопросах более тонких, связанных с поведением 
аналитических функций у границы области их существования.

§ 3. Пусть f{z) голоморфна в z; < 1 и

1Л*) <1.

Относительно таких функций известно, что если

Л*).^0

то существующие почти всюду, согласно Фату, граничные значения 
у'(<?"') удовлетворяют неравенству
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<г
(Карлемаи |4|).

Отсюда следует, что для тождественного обращения в нуль ог­
раниченной к круге функции f(z} необходимо и достаточно условие

2с
jWe'vi <*?=-»• о?)

о

В частности, если/(г) ограничена в |z|< I и удовлетворяет на гра­
нице !z|=l неравенству

(38)

то, как легко проверить, выполняется условие (37) и, следовательно.

Однако пример функции

A(z) = exp|- J

показывает, что существует ограниченная в | z | <Հ 1 функция, ко­
торая при приближении к границе по внутренней кривой, например 
по положительной оси, стремится к нулю с такой же скоростью 
(38), однако /՜0 с) փ 0. Это показывает, что для тождественного об­
ращения f\z) в нуль нужно будет потребовать, чтобы f (z) на вну­
тренней дуге убывал быстрее, чем это дается неравенством (38). Для 
определьння этой предельной скорости применим неравенство (36), 
которое в нашем случае примет вид

<” (-V ՝ J—- ֊L dx
1 —х

Отсюда виддо, что при
I 

“>(*) lg|/(x) dx = — со (39}
им... о

Если охарактеризовать скорость убывания /(г) на оси ОХ неравен­
ством типа

/(Հ (40)
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где р (х) > сс при л* — 1—0, то (39) будет выполнено при
1
1-----------<°° КП

1 — А‘

и

(42) 
J 1 — х

Условием 42 определяется рос г р(х). гарантирующий согласно 
неравенству (40) тождественное обращение /(г) в нуль

Например, если брать

... (Л) - ---------11- ------Г֊
lg lg։ ֊ • -Ig/ ֊

1 —л՞ 1— х 1 — х

: > 0. где Igp/ есть р кратный логарифм, го условие (41) будет вы­
полнено. Тогда неравенство (շ9 примет вид

ք-------------------------------------  = ОО

что будет иметь место, например, при

Р(а') = (lgP—— V 
\ 1 —x

Таким образом для ограниченной в круге z < 1 функции неравен­
ство

!/(s)l<e *“1?1

при сколь угодно малом з и любом р гарантирует равенство

/(z)^0.

Пусть теперь />(л) дифференцируема и, сколь угодно медленно 
возрастая, стремится к сю при .г — 1 —0.

Возьмем за функцию

и(Х1 = 0_^1£рЗ

1д(*)|,+‘

где «>0 сколь угодно малое фиксированное число. Легко проверить, 
что для этой функции (д-1 выполняется условие (41) и одновременно 
(42). Отсюда следует:
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Теорема 2. Если f [z) голоморфна в z i <Հ 1 и f (z) C, 
mo из

_ £LL-1 >К l/i?)l<? '■
следует J (z) 0, если только p(\z ,i при r | > 1 стремится к 
-1 со, хотя бы сколь угодно медленно. Что условие (-И) относи­
тельно w (x), следовательно и относительно р (х). ослабить нельзя, 
следует из того, что որս удовлетворяющем условие.!

( dx = со, (43)
J 1 — х 
о

теорема 2, вообще говоря, не верна.
Это следует из следующего примера. 
Пусть

Эта функция ограничена в |z|<l и при ш (х), удовлетворяющем ус­
ловию (43),

)։gl/(z)l^|2';= «ն
о

где интеграл берется но любой внутренней iyrr, исходящей из точки 

г=1 внутри угла |arg(l — г) ,=^а<֊-- Однако /0(г) .■ 0.

Если применить все предыдущее к функции

?(г) =/,(«)-Л W 
то получим условие

[н *l)։gl/i(z)—= — оо 

Ւ.

из которого следует /, (z) /2 z).
Замечание. Изложенное в § 2 мы сформулировали для огра­

ниченной функции, но все это верно и для функций из класса С.
В частности для двух таких функций условие единственности 

(или их совпадения) будет то же самое, что и предыдущее, причем 
совокупность Е и кривая по которой берется интеграл, достаточно 
произвольны.

При частных предположениях относительно функции f(z\ ко­
нечно, можно будет получить изложенное в параграфе *2 и без по­
мощи неравенства (35).

Наконец заметим, ио поводу неравенства (35) и известного не­
равенства Миллу, что вначале Миллу вывел свое неравенство, имея 
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оценку функции но всей области и вторую опенку на внутренней 
луге. В дальнейшем начали рассматривать совсем другую задачу. 
Брали некоторую область Զ внутри круга и функцию /(z), голоморф­
ную внутри Q, причем в области Զ

1/(2) 1<'И,
а в граничных точках Զ, лежащих внутри z <1. считали

l/(2)J<* (44)

м давали оценку для / с»1 но внутренних точках 2 ни окружности 
*| const<1. Из оценки / л), в -той постановке следует результат 

в первоначальной постановке и конечно это является. более общей за­
дачей, чем го, что имеется в первой работе Миллу. Но когда от равно­
мерно заданных оценок переходим к интегральным данным, го эти две 
постановки становятся совершенно различными задачами Это видно 
хотя бы из того, что в стучае первой задачи существует функция, на-

I
пример. /n(z) •՛ 1 Հ для которой интеграл распространенный по
радиусу

pgl/J*) մ№-օօ

6

в го время как такое же условие но контуру приведет к тождест­
венному нулю.

В настоящей заметке мы занимались задачей в духе первоначаль­
ной постановки Миллу.

§ 4. Из (36) можно извлечь одно интересное следствие, полез­
ное для приложений

Пусть /: некоторая измеримая совлкупуность внутри круга zj<l. 
Обозначим через £« совокупность точек из Е, лежащих на радиусе 
arg z = а.

Применим к Ег неравенство (35) и проинтегрируем в пределах 
(О, 2z|. получим

igl/WI^—- ■ 4 </? +

О

(1-UI) 1 ___________________ л +

-֊ (■ ■՛' Л
. ՛ 1 -1 

о Е,
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2г.
jig՜* I dy -b const, 

о
(45)

где const определяется равенством (32). 
И в частности, когда '/(z) յ<Հ 1 и

получим простое

dt < const

|/(г);<ехр

неравенство

1 ■/) lg f о dpd<? 4- С > (46)

где в показателе 
Если

фигурирует двойной интеграл по совокупности.

lg f&‘?) 'jdod? = -- со,

то / г՜ 0. это будет условие единственности, выраженное посред­
ством среднего значения функции lgl/(z)| по двумерной совокуп­
ности Е.

Теорема 2. Если я £;<1 задано счетное множество об­
ластей {зЛ... причем, е Հ-, |/(г) <Հ mi,, то в любой точке круга по­
лучим оценку {при \f(z) <1J

/(г)|<Л-ехр (47)

И это вытекает из (46).
Существование неравенства типа (47) и случае, когда из вну­

тренних областей =* имеется одна, можно получить, пользуясь нера­
венством Hadamard’a о трех кругах. Случай счетного числа таких 
областей с оценкой коэффициентов при lgnik дается неравенством (47).

В частности, если применить .47) в точке г0 одной из областей 
Վէ, где |/(z) достигает максимума в этой части, то получим
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If*4
1 (Հ тк < const 4- У г—--------- lg mJn (48)

p - ՛.֊ I dt 
Ji-/ 
о

где суммирование распространено no всем значениям индекса р кроме 
значения р = К.

Случай, когда сравниваются максимумы |/՚շյ лишь в двух под֊ 
областях, был указан А. Островским |5|. Неравенство (48 дает 
такую оценку в случае счетного числа подобластей. Этот случай 
интересен тем, что дает асимптотическую оценку, связанную с пове­
дением функции у границы и, кроме того, указаны значения коэффи­
циентов.

Отметим одно интересное следствие неравенства (.47) либо (48)- 
Если

то Применение (48) к функции f(z) = фл֊м (г) — ?я (г) дает
связь между скоростями сходимости в подобластях внутри круга для 
сходящейся последовательности аналитических функций.

Институт математики к механики
АН Армянской ССР Поступило 25X11 1959

(К. !.• <*.uili|։(։]uifi

ՖՈհՆԿՑհԱՆեՐՒ ՏեՍՈհԹՅԱՆ մեՋ Ս՜հ 2>ՄՆԱԿԱՆ 
ԱՆ1Ա4_ԱՍ11ՐՈհՔՅԱՆ b< ՆՐԱ. ЦЬРи.П֊ПИЭ֊ЗПКЬЪЬРЬ ՄԱՍԻՆ

1Է И* Փ Ո Փ Ո Ի 1Г

Հ. Միրս֊ն (2) ///. ա շի/տաան րում տվել Լ հոլոմորֆ ֆունկցիա լի մո­
դայի ղնտհտտտկտնր, երր ւովրպ շրջանի մեջ տրված է նրտ մ ող tit լի մար֊ 
ււիմումր և մի ներրին աղեղի վրա նրա մող ալի համար մի ա լլ գնահատա­
կան։ 11,րւպե и, It իէ It Z 1 շրջանում

sup|/(z)| = .-M,

և կենտրոնը Z 1 — 1 եղրի հետ միացնող 1. կորի ՛էրա 
<0
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ապա, որ եկ ներքին կետում

(2)
ար С-ն բացարձակ հտստս/տուն է։

Մ ի լա - ի ալս անհավասա բութ լան մեջ են թ ա դրվում է / (z ֊ի հավա­
սարաչափ կեր պո if փոքր լինեք բ է աղեղի վրա, համաձալՍ (1) անհավասա- 
բութլան:

Ներկա հոդվածում մենք հրամ ա րվում ենք ար/ խիստ սահմտնափա֊ 
կամիր ե ասանում ենք հետե լալ գնահատականը։

Պտրգոլթլան համար ենթադրենք, որ /. ղիծր րսրաքանչլոլր \z՛
—- COTlSt շրջանագծի \ետ հատվւււմ Լ մեկ կետում։ Նշանակենք 10 (է')’ով մի 
դրական ֆու նկցիա, որը նվաղում է О / J մ իջա կա լքում ե

\^Ldt<ca, 
JI - ( 
E

ուր ի.-'հ որեԼ չա/իելի բա ղմ ութ լտն Լ ալդ միջտկա լքում г 
4’իք/աք Z ՀԼ 1 շրջանտմ

Лг)|<1
ալդ դեպքում

p»(|z|)lgl/W|rfUl

ж------------ (3>

J 1 է 
11

ուր համարիչում ղրկած կ /. գծ ով տաբածված մի կորագիծ ինտեգրալ, И-ին 
կոնրետրիկ շրջանագծերով համ ապա ատ и խանե գ րած բագմքսթլան վրա:

փողված ա մ րերված են էովե/ի րնգհտնուր արղրււն,րներ եո: Մասնավո­
րաբար \3)~րգ սւն՚աէվւոոաբաիք քունր կիրառված 1հ աիրուլի)ի ևգրռւմ հոլոմորֆ 
ֆանկէյիա լի վարքր !Ո и ուէէեա ո ի րե չու համար:
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