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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

В. В. Еганян

К плоской задаче теории упругости для полукруга

Статьи посвящена исследованию плоского напряженного состоя­
ния в полукруговой области, нагруженной распред влей ним и ио произ­
вольному закону нагрузками по прямолинейному и дуговому краям.

Задача рассмотрена в криволинейных биполярных координатах.
Решение пре. ставлено через интеграл Фурье.

§ 1. Общее решение задачи

Рассмотрим задачу в криволинейных биполярных координатах, 
которые связаны с прямоугольными координатами следующим обра­
зом |1|:

I fi = arctg—— arctg —— + к (1.1)
]/(„_’ 1 *х֊а &х—и 4 *

где 2а—расстояние, между полюсами.
Решая (1.1) относительно х и у, находим:

X֊ а511а , "Дп±_. и 21
chx -t- cos3 ' cbx-է cos3

Рассматриваемая нами область, ограниченная линиями ? = 0 и ?=-•£*,

есть полукруг с радиусом а, к которому вдоль прямолинейного и ду­
гового краев приложены нормальные и касательные напряжения 
(фиг. 1):

'«'J =ч(а)-
7-о lf-֊օ

сз| “'»(«)» ՜=?1 =т4(а). (1.3)
/- у В--н

Предполагаем, что функции т2 а; и производные (а) и 
а>(а) интегрируемы в пределах от со до -|- эо.

Общие формулы напряжений плоской задачи в биполярных ко­
ординатах имеют следующий вид [2]:
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Ժ1 Sha д
gd?։ а fa

, Sin? д , сЬ , 
+ -тзт + — ք«փ>՛

<r д' _ shg ժ 
& da’ а fa

strip d cos8
а d? а

Фиг. I.

Ժ*
։*“гм'м (Լ4>

где g=£hL+~L?. (1.5)

Нормальные напряжения св и с-? 
соответственно направлены по нор­
малям к линиям a = const и ? = 
const.

Функция Ф(а,р) является бигар- 
монической, т. е. удовлетворяет урав­
нению ձ։Փ = 0, которое в биполяр­
ных координатах записывается так:

d* о* d* d։ д“
dF 4 2 da’d?1 + dF ՜ 2 da* + 2 d3’ ՜հ 1 = °* 11.6)

Формулы упругих смещений имеют следующий вид [1|:

g [ 1* <?Ф + d'F 
2jx I k ֊I֊ u oa d?

£_r____ , d^
2p k 4֊ |Л d? Oa. (1.7)

где

27хТ7гП[да--^֊-։]^ф։^- о-8)

Функция 4r(a. ?) также является бигармоничсской.
Решение уравнения (1.6), т. е. яФ, разыскиваем в таком виде:

£ф = £фо _ аС0 • cos?, (1.9)
где 

ОО
£ф0 = j [/1 (^t ?) cos/na 4-/а (rn, ?) sinmaj dm. (1.10)

о

Подставляя (1.9) в (1.4), получим:

Id2 sha d sin? d . cha . . . _e’= ի + + -7Г ։*փ“> + c-
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Ор == дг Sba О .
Ժ*5 а дл

stn5 д _ cos? 
а ԺՅ а (£Фв) 4֊ Գ

(1.11)

Граничные условия '1.3) с учетом (1.5) и (1.11) запишутся еле- . 
дующим образом:

. (ch3 4- 1) — Sha — 1 j • փ aC0 =

Ир M? K ՛’’ ՛ Ա“ ciw + I՜'

F [ch։ jfr ~sh։ ЪГ + Д ] («Փ»Լ+ «Գ=«’. («).

֊֊^լ )՛ (վ. (I jo»(to/? g ° p.« cha

Тпк как £Ф0 представлено в виде интеграла Фурье, то левые части 
второго и четвертого условий (1.12) будут представлять собой неко­
торые интегралы Фурье Однако первое и третье условия (1.12) не­
посредственно не . а ют ин-.егра. а Фурье, так как в них перед знаками 
интегралов имеются функции от переменной а. С целью преодоления 
этой трудности, еле, уя Я. С. Уфлянду |Р, дифференцируем первое и 
третье условия (1.12) по а. С учетом четвертого условия (1.12) по­
лучим:
Г (£-4><«Վ-£Ո.«

(S4HLj--sa=&=i՝w- <МИ

Подставляя (1.10) в (1.6), находим для /։ т, 3) и /.(/п,?) следующее 
выражение:

?) = .4,(/n/ch/zi?cos? 4- В. (т) ch/n?sin? 4-

4- С (/п) shm? cos? 4 D. (/n)shmpsin?. (/=1.2) (1-14)

Из второго и четвертого условий (I 12 и из (1.13) с учетом (l.lOj и 
(1.14) находим:

Д|(/л)Км (/л),

В, (м) = /. । т ch | А*,. 4 (m)sh - mK1։l {т) I 4-

■J Пакет» ЛИ, серии фю. м*г. ииуи. .М 6
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+ տհ Հ- /<3j(w,ish \-niKi։i{ni^

Г,л t ւ է W՜ */<։.,(Wish ԴC^m^-L^h™ — ու K2, i [ m I

4- niKt. i ՝ m) -J Ад. «■ ՛ m) sh W“ 1 • (1-15}

D, (m ։ /. tnK\, i ch9 - (/«= I- 1) A'?, i sh րՈՀ- 
&

лг/տհ ~ (/= 1, 2)

Где обозначены:

I. =------- ----------
.Л/П- շ

տհ՛ — որ

a հ Հ (a) sinwa da= -nnnf+vj՜ j cha -f- 1 

—to

= /։iX0).

/<1.2(W] = ֊
a

r.m Հոր r 11
Հ (z) cosmz

ЭС

(a) ell a - 
clr

slnwatfz

(rn) =--------
r.ni (ПГ 4-

7<3,i (m)

co

oo

— co
00

-Jll

Հ (a) cha - r2 (a ,I
Ch-a

•t.faislnwa . ...

;; Օև
— cc

.л , . a а (a)sinwz 
cha

V.

Ր Հշ (я I cosma
cha

m.
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Подставляя (1.15) в (1.14), находим выражение тля fi(m.'i), после 
чего из (МО находим яФ0.

Найденное таким путем £Ф0 будет решением задачи, удовлетво­
ряющим второму и четвертому условиям (М2) и ус овню (1.13). Для 
того, чтобы полученное выше £Ф„ было бы решением задачи, удовле­
творяющим всем условиям (1.12), подставим £Ф0 из(МО) в (1.12) и опре­
делим постоянное Сотак, чтобы первое и третье условия (1.12) также 
удовлетвори, ись.

П’рвое и третье условия (1.12) с учетом (МО) и (1.16'1 можно 
переписать так:

<л

— (ch» ՜*՜ I) J րո' Ki.i-cosm» -Г dm 4-

0
ос

4- sha т [Л՜։, շcos/иа — АЛ.« sin/na] dm —

0
CO

— f [A’». I COS/ка f- /<j. ։sinma| dm 4- a-C0 = a-o, (a), 

о
•X

Cha I nr [АЛ. i cos/na 4- A'?.? slnma] dm 4-

o 
oo

4- J |АЛ.1 cos/ла 4- A'.l։ ?sin/zza| dm 4֊ aC. = (a). (1.17)

о
С целью нахождения простого выражения для Со. первое уравнение 

di di
умножим на - ֊ ( , а второе на ֊. 2? и. проинтегрировав в преде­

лах от х> до 4- сю и учитывая следующую известную теорему [4[, 
по которой 

оо ее
Игл 1 7 (w) = Ilm i ? (m) cos/na din ----- 0.
a-m J ““’‘J

0 0

когда функция 7 m) абсолютно интегрируема в пределах от 0 до гюг 
получаем следующие уравнения:

2a-C։= С ‘Г՛’ ”.Л. 
° I Cha 4- 1 ».• —ос

со се

( 11 ՝ di J т | АЛ. ։ sin mi — А\ .՛ cos/na| dm -֊ 2aC0 =

—00 *>
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- f ֊£ճ- <՛.«
--- 30

Из (1.10), (1.12) и (1.16) находим:

4*։ (о[ 
ch» J |A'«.։ slnzw։ -/<<_? cos/ла] dm. 

о

Следовательно (1.18) можно переписать в таком виде:

2с, - Т л.
• J chx д 1 

— ОО

2С,- 1 ”,7' 
° J cli’a

00

ք *•J С1»’з (1.19)

С помощью условий равновесия можно показать, что правые части 
(1.19) равны между собой.

Для этого, проектируя все силы на ось О.¥, О Г и составляя мо­
менты всех сил относительно начала координат, получим следующие 
три уравнения:

Г _^տէո_ Л _ Г т, ,) Л Г tja) rfa =
J с Ira J ch-շ J ch։ 4-1

—CO —oc —»

f ^<fa+ I՜ ՝ .’lW,-^ = o,
J cira I ch-i J cha-rl

— oc —» —x>

Խ’Ա- 0 (120)
J Cha J (Cha 4- 1

Из второго уравнения (1.20) видно, что правые части (1.19 действи­
тельно равны между собой.

С помощью (1.8), (1.9). (1.10). (1.14). (1.15). (1 16) и (1.19) из 
(1.111 и И.71 можно определять соответствующие напряжения и пе­
ремещения в любой точке полукруга. С помощью граничных условий

(1.3) легко вычисляются напряжения зж на линиях £ «= О и ? •

Для их вычисления предварительно определим разность («.—«<փ 
Из (1.11) имеем:

| о’ Ժ* , 1 .
(1.21)
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С помощью (1.3), (1.10), (1.14; и (1.16) из (1.21) находим:

« Պ («) 4֊ ֊г՜ (chx 4- 1) 1 т |(/ntfi. ։ + D։)

М Հ
cosma +

4՜ {тК\.* + Dt) sln/na] dm, 
«-

, . . 2 . Г [ / .. . . mr. тт. \о. = c։(a)4----- cha I m ' mK-,\ — 4։sh — C։ch 9— cosmet {֊
»-7 ° J

+ ( mKi.t-4,sh -CKh^-jsInmal dm. (1.22)

§ 2. Частные случаи

а) СтучаЛ, когда на дуговом крае действует постоянное давле­
ние, а на прямолинейной кромке приложены усилия, изменяющиеся 
по экспоненциальному закону, т. е.:

Պ («) “=

'՝■ ’ с” (cha + 1)’

Ջւ £-«• (Cfo3 -J-1)>
4

— co -5^0

(н>2) 
O^a-^-ՕՕ

з3(а) - q <= const, t։ (a) = r, (a) = 0, (2-1)

где л—постоянный параметр, a Q։ = a, (0). Такой выбор з։(*) облег­
чает вычисление первого интеграла 1.16; и переход к сосредоточен­
ной СИЛе • КОГДа Л֊» ос;.

Подставляя (2.1 в (1.16) находим:

_ ________£Q։____ 2Lzl2_А1-"'я ՜ 4=(m’+l) [т«+(л - 1;։ +

+____ ? ±2_ +_ 2л__1 ,
/п։ + (Ո 4- 1)։ /7Х* + д’ I

/<։.3 = о, = (/=1,2). (2.2)

Первое и третье условия равновесия (1.20) с помощью (2.1) удовле­
творяются тождественно, а из второго условия получим:

4п(л*- ||
41 2л’ - I Ч՛ 1

Для больших п (2.2) и (2.3) можно переписать так:

• А-з.2=Л\. = ^.1 = А-<.1 = 0. (/=1.2).

(2.4
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Q։ =-• 2«7- (2.5)

для больших п распределение ,г\ на линии 
£ = 0 приближается к сосредоточенной 
силе (фиг. 2).

Из (1.19) с учетом (2.1) получим:

-C^q. (2.6)

х Из (1.22) с помощью (1.15), (2.4) и (2.5)
*՜ имеем:

’J (сЬ 4-
'р-0

С

Фиг. 2.
nrcesmadm

о

. тт, msh - casino, մ ու

(որ 4- /г Ռհ1—շ-—ու*

По методу трапеции вычисляем интегралы

С---------------т^п----------1րԳ60շ91.
V՛ (т1 ф ;?) / sh= ~ — т2\

“ т տհ dm
-------------------------------------------- — 1,33476.. . շ . ... I , ։ nt- . \ ո-Օ I ոՐ 4- //’) ( տհ։ --------որ I

(2.8)

Из (2.7) с помощью (2.1), (2.5) и (2.8) для точек О и М находим:

а3 = 2nq 4- 1,5360-7, 
з-о
а-0

(2.9) 

а« i =-0,7003-7.

3-Հ- 
а-0

Теперь, если на фиг. 2 подсчитать суммарную нагрузку, которая прило­
жена на линии 3 = 0 и приравнять ее при п — оо заданной величине 
Ր, т. е.



К плоской задаче теории упругости для полукруга 55

ilm2r
я-.« J Cha 4- 1 

о
получим случай действия сосредоточенной силы (фиг. 3). 

Из (2.1) и (2.10) получим.

(2.Ю)

11m
г:- ж

Ջ.= р 
п а

Из (1.19) с учетом (2.10) находим:

Գ = £ 
2а

Из (2.2՛ с учетом (2.11) при п

K1.I
Р

пг 4- 1) ’ К\,ч =

А'2., = /<з./ = А\х = 0 (4 = 1,2). (2.13)

(2.12)

получим:

(2.И)

Фиг. 3.

б) Когда
'j (a) = q = const, 

Q2 ena cifa — cc

(п > 2)

где

Q., е~П9сЬ^ 

t։(a)=,T.(a)=0,

Q։ = sa(0).

(2.14)

Такой выбор «շ (а) имеет те же преимущества, что 
случае (я).

Подставляя (2.14) в (1.16) находим:

и выбор з։ fa) в

/<շ,ւ =
а(^ fi 2 2

(тг 4-1) fir \и֊1)-

A\, = K,. 2 =- AV i ֊ AV, = 0, (i = 1.2).
Из второго условия равновесия (1.20) и (2 14) получим:

Q։ = nq. I

Для больших п можно (2.15) переписать так:

к‘-՝ = ՜ лтг• *՛■'- к--= Кз-‘>- к,:‘= °-

(2.15)

1'2.16)

(/=1.2) (2.17)

Из (2.14) видно, что для больших /? распределение-з։(з) на линии 

Р —приближается к сосредоточенной силе (фиг. 4).
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Из (1.19) с учетом (1.14) получим:

Գ = '?- (2.18)

Из (1.22) с помощью (1.15). (2.16) и (2.17) будем иметь:

С помощью (2.8), (2.14) и (2.16) из (2.19) для точек О и М
(фиг. 4) находим:

«« = — 2.4 q,
Р-о 
в—О

— ид -}-0,/68</.
.‘-.г
а—0

(2.20)

Теперь, если па фиг. 4 подсчитать суммарную нагрузку, которая

приложена на линии £ — и приравнять ее при ռ -+ ос к заданной

величине Р, т. е.

Л-.Ж . Ch2X (2-21)

то получим случай действия сосредоточенной силы (фиг. 5). 
Из (2.14) и (2.21) получим:

ип, 5- = Ղ.
л.» п '2а

Из (1.19) с учетом (2.21) находим:

сС“ 2а

Из 
чим:

(2.15) с учетом (2.22) при л ֊> со полу-

(2.23)

(2.22)

К-2.,= К՝-‘ = Л'».։ = /Сз./ = /<м = 0 0 = 1,2)- (2-2*>
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в) Случай, когда на линии 3 = 0 и $ = — приложены экспонен­

циально изменяющиеся нагрузки, т. е.

֊Le՞3 (cha-J- 1)։ -
Պ («) =17 О

-1- е-па | с^а л- 1 )։ 0асо

(п > 2)
| Q* е™ ch։a — оо а О 

Պ Iх) — .
1Q» е-л։сЬ2х 0 а с»

т։(а) = т2(а) — 0. (2.25)

Подставляя (2.25) в (1.16). находим:

oQ,  л— 2___ /г 4- 2 , 2 л
4-; րոՂ 4- 1) /л։4-(Л—I)2 л?-H«+J)a ՛ лг 4-л2

п — 2
А\ ։ —

_jQa___ ________________
4-(лга 4- 1)1 л*84- (// — I)2

յ_._______________1.
ггг 4- (л 4- 1)’ I

(2.26 ։

К\, շ = А’г, շ — Кз. 1 = Аз. շ = А 4, i = К\, 2 = 0.
Из второго условия равновесия (1.20) и 

(2.25) получаем:
4(««-11

Q։ “ 2л2 ֊ 1 Q։՛ (2.27)

Для больших п .можно (2.26) и (2.27; 
переписать так (фиг. 6):

ЛЛ.1 =
л(?։л

А\ I =

-(/л2 4- 1) \>՚ո՜ -j- ռ1 

L\7Q2«
Фиг. б.~ {ПГ 4- 1) i/zr + л2)

А\. э = /<շ,շ — Аз, 1 = А'1,2 = /\հ, । = /Հհ,շ — 0. (2.28)

Q։ = 2Q2 (2.29)

С помощью (2.29) из (2.28) получим:

А\ i = (2.30)

Из (1.19) с учетом (2.25) получим:

с0 = А = А. (2.31).

Из (1.22) с помощью (1.15), (2.28) и (2.30) будем иметь:
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оа c=Oj(«)-֊֊Q։ № + 1) f______ rn^nv.dni______
•’“° ՜ J 0»*++m j

Շո
/ 4«Qi . С m cos/ла dmsa = sa(a)-------֊ — Chai------------------ - -------------- (2.32)

?-֊- “ ;/ (nr t /г2) 1sh'”/ ՛+m j

По методу трапеции вычисляем
Ձ5

Im dm I л .
---------------------------------------  -г • 0,73185. (2.33

о {пг 4- л’) I տհ շ ֊է т I

С помощью (2.25) и (2.33) из (2.32) для точек О и М (фиг. 6) 
находим:

= Q։

З-о 
3-0

1 - — • 0,964 ռ

’-I r-Q, ՚4֊
1 — — 0,964 

n
( .34)

Теперь, если на фиг. 6 подсчитать суммарные нагрузки, которые 

приложены на линиях р = 0 и р - и каждую из них приравнять 

при п -> се՛ к заданной величине Р, т. е.

Фиг. 7.

11m 2 Г °~,ia) da = 
в-~ J Cha -г 1 (2.35)

о о
то получим случай двух осевых, сосредоточен­
ных сил ,’фиг. 7).

Из (2.2.) и (2.35) получим:
ilmA=llm 2Գ = Շ.
л-- п п а

Из (1.19) с учетом (2,35) находим:

(2.3 )

2a
(2-37)

Из (2.26) с учетом (2.36) при п — ос получим:

к,.֊ = А-2., = -^քՀ1յ .
К\, Տ = /Հշ, 2 — Кз, I = Л.7, 2 = К\, 1 = АТ. 2 = 0. (2.38)

Գ -
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Для соответствующих случаев g<£0 можно найти с помощью 
(1.10). (1.14) и iJ.1.4. После этого с помощью (1.4); (1.5,. (1.8) (1.9). 
й (1.191 из (1.4 :■ (I 7՝ можно определить с-от: гсiнуютние напряже­
ния и перемещения в любой точке полукруга.

Ո Пусть а։ 1а) — с. Га) _ q const,

*։(а)^-4(«)=0. (2.39)

Поде являя (2.39) в (1.16) находим: К\л Kt.i — К3.1 — k\i — G 
(Z=l,2).

И по учаем: gd֊>0 == 0.
Из (1.19) находим: ՀՀ — q.
Тогда из ,1.11) получается, что во всех точках полукруга

за = о₽=<7, т,.? = 0

Как и следовало ожидать.

Ереванский политехнический институт 
им. Карла Маркса Поступило 20 II! 58 г

Վ. Վ. («գսէՕյահ

mawԱՆՈհթ-ՅԱՆ ՏշՍՈհԹՅԱՆ ՃԱՐԹ ԽՆԴԻՐԸ 
ԿՒՍևՇՐՋԱՆՒ ՃԱՄԱՐ

ԱՄՓՈՓՈՒՄ

Հոդված ում տրվում է կ ի и Աք շ ր$ ան ի հարթ խնդրի լուծումը, ե ր ր եզրում 
կիրա՛ռված Է կամայականորեն րաշխված րեռ։

Խնդիրը դիտարկվում ի երկրե և ւլ կորադիծ կոորդինատներով։ Խնդրի լու­
ծումը րսրոէ մների !իա.նկէ)խսն , պատկերված / Ֆէւլրլեյի ինտեդրալի տեսքով։

Т| ՚ X.) ե էի ունկը ի տներ ի (2 ! ), (2,14) և (2.2.">) տեսքով ընտրու-
թրւլնը հնա րավորու թրսն Լ տալիս' 7у հե չ տ ա թ լամր զանել Ֆար լելի ինտե- 
դր,ս[ի դո րծ ակիք/ներր ե 2) անքյնեք կե’հտրսնս> էքէիսծ tu.tlին։

Դիաարկված րոլոր դեսյքերի համար if ե ծ Ц-ի դեպքու մ հաչված Լ 
լարման թվային արմեքր ՛}, — () ւլծ ի ծ ա /ր սւկե աե րում է
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