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И. С. Саргсян

Об асимптотических оценках производных 
спектральной функции оператора Шредингера 

на плоскости

В в е д е и и е

Обозначим через D конечную односвязную область двухмерного 
эвклидова пространства /> н через Г — границу D. Рассмотрим сле
дующую задачу на собственные значения:

Дм փ (X — q(x, у)) и = 0, (0,1) 

дп
(0,2)

А I Г. >где Л = ֊. -4------- (оператор Лапласа).
дх- ду2

q (х, у') — ле йог в итель ная и е -

прерывная функция в D 4֊ Г. а л внешняя нормаль к D. Обозначим 
через Х։, ■ • , Хя,... собственные значения задачи (0.1)—(0.2). а че
рез V, (л, у), &->{х, у),- ••,<?« (л՜, у),- • • соответствующие собственные 
функции задачи (0.1)—0.2). Так как функция q(x,y) непрерывна в 
/9, то значит она ограничена и поэтому, не нарушая общности рас- 
суждений, мы можем предполагать, что спектр задачи (0.1) —(0.2) 
неотрицателен. Пусть р*  = Хя, (Хл>0).

Положим

6 (X, у. U, V- у) = V ?Я(А, у) ?я (й, -у), 

< н-

0(х, у, м, v\ у) = 0.

О (х. у, Զ. v; — у) = — О (х, у. и, v; у),

F>0,

Ր = 0, 

Ր<0.

Функция 0 (х, V. и, v\ у) называется спектральной функцией задачи 
(0,1) ֊(0.2).

В настоящей работе дается асимптотическая оценка производных 
спектральной функции 0 кд-, у. и, V՝, у) при больших у. Аналогичные 
вопросы в трехмерном эвклидовом пространстве £3 для уравнения
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(0.Г) и для оператора Лапласа в пространстве любого измерения изу
чены Б. М. Левитаном |1|—12|. Одномерный случай задачи (0.1) — 

(0.2) исследован нами в работах (3] -14]. Сформулируем основные 
результаты настоящей работы*.

* Полученные асимптотические оценки для производных спектральной функция 
применены к изучению вопросе» суммируемости дифференцированных разложений 
по собственным функциям и другой работе, находящейся ц печати.

Обозначим через 0*  1х, у, и, v; р) спектральную функцию уравнения 
(0.1) во всем пространстве при //(х, у) ֊ 0 (оператора Лапласа) т. с. 
положим

О*  (а՜, у, V; Ո) = ֊ /։ («г ՛,

где /„(х) функция Бесселя первого рода порядка р, а г расстоя
ние точек (д', у) и (и, v).

Теорема 0.1. Обозначим через г{ произвольное положатель- 
ное число и через /Л — множество точек области Г), расстояние 
которых до границы Г области D не меньше, чем i\. Если функ
ция 7 (.V, у՝1 в области 1) имеет ограниченную частную производ
ную первого порядка, то при (х, у), (u,v)'1)4 существует конс
танта С == С,։ такая, что справедлива асимптотическая формула 
(а — сю}

>՛•ll’ т։;н)} = X
v \dxd:i I
* а 1

<Ъг. (X. у)
дх

о-г. (и. У)

ди

В работе исследован также случай бесконечных областей.

§ 1. Вывод одной вспомогательной формулы

Пусть а (х, у) означает действительную непрерывную функцию, 
определенную в некоторой конечной односвязной области D двух
мерного эвклидова пространства £2. Пусть Г означает границу об 
ласти D.

Рассмотрим задачу

ձ« 4-{к —7 (х. у)}// = (), (1.1)

—1=р. о-2)
дп |г

где//— внешняя нормаль к области D. Обозначим через Х1։ Хя,-•
• • собственные значения, а через <?։ (х, у), <?а(х, у1,- • (х, у), - • -

соответствующие собственные функции задачи (1.1)—(1.2).
При тех же предположениях относительно функции /;(х. у) рас

смотрим следующую задачу Кошн:
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----- —— ■ ■ ■ ■ ՛.——;— w ֊ ■■ ■   д

Ди - q (х, у) и = iiit, (1.3)

и(х, у, 0) = 0, ие(х, у, 0) = /(х, у). (1.4)

Если в уравнении (1.3) q (;.) s 0, то решение задачи (1.3) —(1.4), 
как известно, дается формулой см. |5], стр. 158):

«о (*. у. t) - <ЫЦ, (1.5)

Г<»

где г — расстояние точки (;, т,) от начала координат, т. е. 
ր=Հ да.

Далее рассмотрим следующую неоднородную задачу:

u‘tt — Ди = g[x, у, է), (1.6)

« (х։ у. ОI = 0, սէ (х, у, 0) = 0. (1.7)

Решение задачи (1.6)—(1.7) лается формулой см. [5], стр. 159։:

= /ст— didr‘- (Լ8>

О *г<\  

где г имеет то же значение, что и в формуле (1-5).

Пусть ՚ՀՈ = лл, (>.я>0). Для произвольного действительного է 
легко убедиться, что функция Ф„ (х, у, է) = <рл (х, у cosu,,/ (<?я (х, у) — 
собственная функция задачи (։ .1)-(1.2)), является решением следую
щей задачи Коши:

о*Ф«
Ժ/-

ձՓ« ֊֊ — q(x. у)ФЯ|

Фл-х, у, 0) =срл(х, у!; =0.
61 /«.о

(1.9)

(МО)

Известно, что если функция и(х, у, է} есть решение задачи 
(1.3; (1.4), то функция и; (х, у, է) является решением уравнения 
(1.3) с начальными данными

// (х. у, 0) == fix, у), u't (х, у, 0) = 0.

Поэтому, рассматривая в уравнении (1.9) правую часть, как извест
ную функцию и применяя формулы <1.5) и (1.8), нетрудно составить 
следующее интегральное уравнение, эквивалентное задаче (1.9) — (1.10),
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_1С*  ^?(х+1_у+^л-+1у + ^) C0S(ln(t_t)d$rf,. (1.ш

6 ՀՀ-

Формула (1.11) в дальнейшем будет играть фундаментальную роль.

§ 2. Асимптотические опенки для производных 
спектральной функции

Обозначим через g*(0  функцию, удовлетворяющую следующим 
условиям:

1°. £«(/) = g.-( — *>•  т е- четна;
2е. Аб (О обращается в нуль вне интервала (—з, г);
ՅՀ g. (Հւ имеет ограниченную производную достаточно высокого 

порядка р (порядок производной р в дальнейшем будет уточнен).
Обозначим через Ф,(р) cos — преобразование Фурье функции 

g;(/), т. е. положим

Мн) = |g,(/)cosp/rf/.

и

(2.2)

Интегрированием по частям р раз равенства 2.2) в силу условий 2° 
и ՅՀ которым удовлетворяет функция g«(0՝ легко получить оценку

*‘W=oQ 12.3)

Пусть а — произвольное действительное число. Положим

gJ.t. а ֊ g< (О cos at. (2 4)

Тогда в силу (2.2) получим

I

2
gt(t, a) cos yddi =■- -.-а) (2.5)Ւ՚>. (i*֊a)J.

о
Помножим обе части равенства (1.11) на ,հ<Ա. а) и проинтегрируем 
по է в пределах от 0 до з. Тогда в силу (2.5) получим

?/»(■*.  J) (՛?. (*л  է а) -г փ.(ս֊ а)’ -

=4j 
о

( ժ Г է ՝» V_~_Ti) didiA dt —

! p.(Лa) (J*yy ճճ+ճր+^±ձճ±ՅԼ. 

U U Հ.ՀՀ
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cos р.л (է — т) dxdt^dt. (2.6)

Интегрируя первый интеграл правой части тождества (2.6) по частям, 
потом меняя порядок ннтегрйрозания в обоих интегралах, получим

(*.  У) (% (н« + а) + ф, (|Կ — а) | =

- - ֊; уу?. (х ± г, У+п) । у^։ ֊
г<с Г

֊֊ 4 Ц (Л‘ + է У 4- Պ) ?л (* + Հ У 4֊ ч) | | g. (է, а) dt- 

րՀէ Г

12 7)
Jr'4 ' r

Введем обозначения

Ai(r>a)=J/i^՛ (2՝8)r

h(r, a) = a)dt (2.9)

Г r

Тогда тождество (2.7) примет вид:

<?л (Д’, у) (՛?< (Рп + а) Т ’?«(Н« ֊ «)} =

= — Հ 4 ։. у -Ւ т։) Л։ (г, a) dzd-rj —

p/։-^4-S, У 4- • ?, у И-հ) Հ (г, a} d^d-q. (2..,

Дифференцируя тождество (2./) по х, заменяя под интегралами 
д д 
— на : и интегрируя по частям, получим

Ժք՞ ^Л-'— {Ф£ (թ„ t a) 4- Iр4 — a)} ֊ 
f>x

1 I 1 <Рл (A- -f у -4- 7j) hf (Г, a) crzdrt -I-
” .1 J (7:
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х 4֊ В, у 4- 7J) (х Հ у 4- r() -kt (г, a) dtiy •
Ահ

(2.«0)

В силу элементарного неравенства

(«4֊ А)« с 2 (а14-ծ2) (2.11)

из тождества (2.10) следует неравенство:

ճնմձւՀԼ |փէ(11я-га) + ձէ(^֊а)}2^ 
дх <

к’ [ J f?я ‘Х + У * Л։
4“ f + 'v4 V 1 ’ll . (2.12)

Суммируя неравенства (2.12) по и в пределах а < ця < а 4֊ 1, полу
чим

ас բո с а | 1

д?п (X. у) 

дх
(՚Հ (՚ժո 4- л) 4- Ф«— а] 1*  <

32 ն
«л (х 4- Լ у 4- — Л. (г, а) d^d-ղ 4-

Ժհ
а<рл<л+1 րհէ

М 1.П
а<Нл <л--1 г<*

Լ у 4- պ) ?«(х 4- Հ у 4- պ) •

~Л« (г, а) ժհժ-րւ 
Ժ;

ճ
= 4 4՜ և- (243)

Вейлу неравенства Бесселя и определения функции А, (г, <?.), 
т. е. (2.8), получим

2 
х«

Ժ f g," 11, a) dt -

|Հ 1г- г
(2.14)d\dt\.

Пологая в оценке (3 3) работы |2] .V = 2 и х — 1, получим оценку

V Ղ Г^‘ ^’ ltldt 2
a-<|xe<a-J-l г

< Са3.

Поэтому из (2.14) для /։ получим оценку (а->°°):

/։ < Сал. (2.15)
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Оценим теперь Л. После несложных вычислений легко устано
вить, что

dkt 

ծ՚հ
֊^t. d)V Ր - Л dt + -Ь j>, (t, a) dt ;։ ֊ d-, 

" f r r

откуда, в силу определения функции g։(Z, я), т. е. (2.4՝, получим 
оценку при

а)<Са. (2.16)
Ժ?

Из оценки (2.16) и определения /։ (см. неравенство (2.13)) следует 
оценка при а. -> <»:

< Cd2. (2 17)

Из неравенства (2.13) и оценок (2.15), (2.17) следует оценка (а-»-00)

V
а«*п  си ;

&քո (X, у) 
дх

3
('?*  (Рп 4֊ «) 4- Ф« 'p.-i - ճ/)2< Շն3 (2.18)

I

Обозначим через G ух, у, и, т»; р) спектральную функцию уравне 
ния (1.1) (при граничном условии (1.2)), т. е. положим

О (х, у, «, г՛; р) = V <?„ (а-, у)?„ (и, v), 

< н

О (л՞, у. и, v\ р) = 0.

О (л*,  у, и, v; р) = — 0 (.г, у, и, v; — р).

Р>0.

Р = 0, 

Р<0.

Теорема 2.1. Обозначим через -q нронзпольное положитель
ное число и через D, — множ ее/и во точен области 1Հ расстояние 
которых до границы Г области D не меньше, чем q. Если функция 
q x,y]e области D имеет ограниченную частную производную 
первого порядка, то при (х. у), (и. v)- D. существует константа 
С = СГ։ такая, что имеет место асимптотическая оценка и — ')

»~Ч <гО(.с,у. Ц.-o;pl ) v ^?..,(a<v)
\ I —

д<Срл..-^4-1

<С,/.3. (2-19)

Доказательство В качестве функции gt(Z) возьмем функ
цию



22 II. С. Саргсян

Тогда

sln’-^±*- 
2

sin* Ия — д
2

е

•р։ (lb. + «) = ֊֊
Ճ lb. — а с

9

(2.20)
Հ

Г

Из (2.20) видно, что функции 0,(;лл 4-а) и փ, (щ — д) положительны, 
поэтому из оценки ,2.18) следует оценка

а,
—1 дх J

<> < . д -f-1

(2.21)

Подставляя значение функции ф.(н*  д) из (2.20) в (2.21) и пологая 
е = 1 и а = >я, получим

к sin v 2
Как известно, для 0 <՝/<—.------- >—• Поэтому из (2.22) и

2 « «
из определения спектральной функции 0 (х, у, и, v, р) следует

О =.;•/« < 1

(х, у) 
дх

2

рл

sin ֊ ■ 
2 В dzn (х, у)

z* " дх
а<цп <а 'г\

16Հ՝ [0*6  (X, V, //, V; р'
֊« V ( дхди

И
(2.23)

Теорема следует из неравенства (2.23) в силу оценки (2.22). Из тео
ремы 2.1 и неравенства Коши-Буняковского следует.

Теорема 2.2. Пусть ч, ՃՀ, Շ\ и <;(х, у) имеют то же зна
чение, что и в теореме 2.1. При (х, у), (и. и при Д-* 03
имеет место асимптотическая оценка

V՛ I У՝ и՝ v'՝ - | = у (Л'<
( дхди дх

а a<Ha<a+\

дгП (д. -о) 
՜ ди ՀԼՇ,(13.

(2.24)

Известна след у юта я
Теорема 2.3. (Б. М. Левитан, |6], лемма 2.5.1). Пусть q. DT։ 

и С. имеют, то же значение, что а в теореме 2.1. Если (х, y)^Dri, 
то имеет место асимптотическая оценка
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V |?л(х,уЛ* * 2 * * * * * В<6> (2.25)

V к с#. (2.26)
v I дх I — ох
•" л<1»„ <а4-1

Теперь оценим старшие производные спектральной функция 
О (х, у, и, V; ու. Через D*y обозначим следующий оператор дифферен
цирования:

Применяя к тождеству (2.7) оператор D’y, затем заменяя под интегра

лами £Հ->. на ԼՀ,։. по. учим

Oxy'^f, {х, VJ | • |Ф< 1аЛ ч- а) 4- Фс (иЛ — а)] = 

j f/rj (х 4 5. у 4- Т|)} • Л. (г. a) d<.d\ —

(х 4- Լ у I հ) ?rt (x 4 Լ у 4- Պ)) (г. а) (2-27)

Предполагая, что функция g\(t\ дифференцируема а раз и инте
грируя первый интеграл правой части (2.27) по частям а раз, а вто
рой интеграл только один раз. получим

^Հր{?« (х, у)} - [% (urt 4֊ а) 4- Ф։ (ь — «)| =

- ֊—■—— | [?«(X 4- 5. у 4- tJ D',Ui, (г, а)} did-q 4֊

-Г ֊ ( ( DI՜1 {<7 (Л- ֊ր է у 4- Պ) ( V ~ Լ у 4-1})) Հ (г, a) d-dT]. (2.27')

В силу неравенства !2.II) из (2.27') следует

(X. y4f I’p. (prt 4- Л, 4 <

( (<?« IX 4- Լ у 4֊ (г, a)} d-dt{ | 4-

ժ ճ I i I + =. У - -ղւ ia (X 4-у 4- Tj)| ^/г։ (r. a) d^dv, Հ

а <]>.,< <а-\֊\
Из теорем 2.1. 2.’> и неравенства Коши-БунЯковскрго следует.
Теорема 2 4. При тех же предположениях, что ив теореме 

2./ справеолива асимптотическая оценка (д -«)

1

(2.28)
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Суммируя неравенства (2.28) по п в пределах а < սո < а 4- 1, полу
чим

Ճ (X, у)}2-|^(ал + я)4-ф։(рЯ'-«)|2^
л<Рп <«4-1

— v 
тг —1

«<нл <л-Н

j |ф«(х4֊с, у-ь 

r<t

fi\D^{h,.(r, a)) d-d-fi
2
+

«<вл <«֊| I r<*

\q (a- 4֊ Լ у 4- tj) ?„ (л- 4- Լ у 4֊

d '2
4- u)| — kt (r, a}d№t\ =/։4-/2. (2.29)

Из леммы 1 работы [2| и неравенства Бесселя следует оценка 
(а-*■«>):

/, 4 [ [ iam. ՝г> «мш® < с<г’։+՛-
г<»

(2.30)

Для оценки 12 поступим следующим образом. Предположим, что 
для v = 1.2, • • •, a Ina • =° справедлива оценка

а < |х« < «4-1
(2-31)

При v= 1 такая оценка имеет место (см. теорему 2.1).Тогда, предпо
лагая, что функция q(x, у) имеет ограниченные частные производ
ные до порядка a - 1 включительно, в силу оценки (2.3։) и неравен
ства Коши-Буняковского получим

V | /X, ’©« (а 4- =, у 4֊ rj q (л 4- Հ У 4֊ պ) I • 

а < а • I

• | /X?? : х 4- 'Հ У 4- ®) q (х — у 4- э) | < СсГ‘ 1. (2.32)

Из оценок (2.16), (2.32) и неравенства Коши-Буяновского получим

Կ < С V Ա dld-ղ dodi | /Х,?л(л' 4- Լ У 4- 

а<1лп I I f<։

4-պ)7՚>-^Լ у 4-հ)1 —- (г, а)
Ժ;

•|DL?»(JC + ։. y+o)?(x + 8. у + о;.!-!4*.(р.«) 1'<са։"1- (233> 
с/о I

Комбинируя оценки (2.30) и (2.33), из неравенства (2.29) полу
чим оценку при и — ՛»
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V + «) + *.  (Л-«^«««’•♦՚ (2-34)

а<рп <a-yl

Теорема 2.5. Пусть т], ՕՀ и имеют то же значение, что 
и в теореме 2.1. Если функция q (х. у) имеет ограниченные част
ные производные порядка а 4 թ 1 включительно, то при (х. у), 
(и, v) հ Dr, и а — •» справедлива- асимптотическая оценка

a\ I
V {D\yiywb (х, у, .Հ -и: J1)) = 

а

= V |О1у?„(л,у)!-!Оил(«. ■V,! < С,а’^и. (2.35)
мша

а^.'^п <а > |

Доказательство терремы получается из оценки /2.34) в точности гак 
же, как теоремы 2.2 из оценки (2.:8).

§ 3. Асимптотическая оценка для производных спектральной 
функции в случае бесконечной области

Предварительные оценки, полученные в предыдущем параграфе 
для производных спектральной функции 0 (х, у, и, и; ui. показывают, 
что они от размеров облает не зависят. Поэтому . егко предвидеть, 
что они верны и для бесконечных областей. В настоящем параграфе 
мы покажем, что это предвидение верно. Для простоты изложения, 
мы будем предполагать, что область D совпадает со всем простран
ством Ег.

Обозначим через D.y последовательность областей, расширяю
щихся до всего пространства Ег. т. е. /Ду— /Л при Л’ ► =° и через 
Г.у границы /Ду.

Для каждой области Цу рассмотрим задачу на собственные зна
чения:

МР--Ж (3.1)

Предполагается, что функция q(x, у) действительна и непрерывна в 
каждой конечной области Ду.

1. Предположим вначале, что при любом .V = 1,2, ,••• спектр 
задачи (3.1) (3.2) неотрицателен. Обозначим через ,, 

рл-.л,--  собственные значения задачи (3.1)—(3 2i, а через ?.у, i (х. у), 
?.у. շ(х, у), • • •, ?.у։ я (л՜, у), • • • соогветст вующие Ортоно, мированные 
собственные функции задачи (3.1)-(3.2).

*

Положим
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о.\ (х, у. и, у; ս) = V ух-п (х, у) ?л„ (а, у). (3.3)

H-.V. л < Н

Функция Оу (х, у, и, У; р.) называется спектральной функцией задачи 
(3.1) -(3.2). Как показано Б. М. Левитаном (см. |6], гл. III, леммы 
3.1.3 и <3.1.4), в каждой конечной области пространства £* а X/?» X £։ 
семейство функций (бу (х, у, и, -у; р)) равномерно ограничено и по 
(х, у) и (и, -у) равностепенно непрерывно. Рассмотрим семейство 
функций

= V ?.v„ (Я, „). (№1,2,...!.
дх дх (3-4)

Так как в оценке (2.26) постоянная Ст> от размеров области не 
зависит, то семейство функций (3.4) имеет равномерно ограниченную 
вариацию в каждой конечной части пространства Е2 X Ег X А* х. Поэ
тому, если мы покажем и равностепенную непрерывность этого се
мейства во (х. у), то в оценке (226) можно будет перейти к пределу 
в силу теоремы Арцелля-Хелли. Тогда получим оценку

< Cati (3.5)

а

где 0 (х, у, к, у; р) — спектральная функция уравнения (3.1) для всего 
пространства Е2.

Д..я доказательства равностепенной непрерывности положим в 
тождестве (2.10) а = 0, а х, у заменим соответственно на л 4- и, 
у j- -V. Тогда тождество (2.10) примет вид:

^Лг,„(х + «, У 4-*')  , 
--------------- ----------------- ?Л,’М’.л)- 

дх

= 7՜ j j ®л’։ «(*  + « + «, У + ղ' ՜4՜ Պ) IG °) +

ՀՀէ

ф ֊֊ ^ (X ф и -1-у ф v -I- Tj) ?jV. a (x ф и 4- Հ у ф 4֊

4՜ պ) & (ր, 0) dldr{. (3.6)
д'

Вычитая из тождества (3.6) тождество (2.10) при а - 0, находим

0?д. я (х 4֊ н, у 4- у, _ d?N, п (х, у) I г) 
дх ox I • ՝ • •
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' Л (р, 0)----- ֊Խ \г, 0)
д': Ժ;

c/^TJ 4֊

[ [\հ (X । и + у 1 V 4- Т։) фу, „ {Л- 4֊ и փ 3, у 4՜ V Ц- 1}) —

— q(x-> v ■ nV».v. «1x4 ?, v-I tj)| — kt [г. 0, d\dt\, (3.7) 
ծհ

где р - расстояние точки т։| до очки н, -ui.
Пусть РпЬ>0 произвольное конечно" число. Применяя к равен

ству F3.7i нера:г*нсгво  !<i ♦ br հ 2(а" ; b2). а затем суммируя по п 
в пределах l-^z/ <u0. получим

у, "?л\(х -4- //, у 4֊ и) _ fov, п ' х, у)
— дх ах

H.V. п < 1*0

V | Ц iv. я(х т- Լ у -Ւ т։) Ճ Л,(?, 04 ֊ 

H.V. я<Ро Е-՝
Л

— Л,(г,0) d\dx\ 
д:

V [ Ц Р/ (X 4֊ и 4 у 4 

Hv.< Ро '** ’

4- v 4- ij) «рд֊. « (х -I- и 4- •» у 4֊ •v г- т,) - q (х փ $, у 4- Հ) ?л\ п (х ■

г Հ У 4- Պ)| (С 0) dedr, - Z։ -t- /2. 
Ահ

(3.8)

В силу неравенства Весселя

° Г/Л,(г, 0)
д% дг

Очевидно, каково б и ни было 7-0. можно 

3!>0. что если («.'Ui = | լհ г՛2 ^ձյ։ то

dzdr^.

подобрать столь малое

/։< - (3.9)
Ո

Теперь оценим «2. Заметим, что

q (а- и 4֊ Հ, у 4 -и 4 7։ ? ч. а (х - и + Է. у 4՜ 4- V -

- qix т у 4- Л ?.v, я (х т է у ^)

q (х 4֊ « 4- Հ у 4- г» ’J | ?.v. п • х - и 4֊ Գ у 4֊ 4 п) —

֊ ?л՛. н I х -г у 4- тг | -t- հ , п {X - V 4֊ ij) •

• խ(.Հ է м I Լ у ՜է՜ V н- TJ q (A- -t Լ, у 4- т(-)|. (3.10)
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Тогда в силу неравенства 'а 4- Ь)- ֊Ջ 2 (а֊ 4- Ьг) и равснсзва (ЗЛО)

j i | 7 (х 4֊ « 4֊ Դ v 4֊ v 4֊ Պ) ?.v. л (х 4֊ и 4- 5. у |- v 4- ч) ֊ 

Г<!

д
- (х 4֊ Հ У 4- Հ) ?.v. о (х 4֊ է у 4- -п)| - Հ (г. ОI did-ղ •} <

Ժ; J

^2 | j \q (x 4- и փ t у 4- v 4- Պ) |?»v. «(x 4- « 4 В, у 4֊ s> 4- l) — 

/•«

n \ 2
— гл՛, л (x 4- Լ у 4֊ Vj j -- k. (r, 0) d-dii 4֊ 

Ժ; J -

-r 2, n (x 4-1 у 4- tj)I<?(x -I- и 4- Հ у-И4- т.) —

ՀՀ»

д Is- Ч (X 4-5, у 4֊ r։)j — k, (г, 0)ժ;ժր' = Z2 4- ij.
ft I

В силу неравенства Кошп-Буняковского и леммы 3.1.4 работы 
[6| для произвольного сколь угол но малого положительного числа 
£^>0 можно подобрать такое Կ 5г в), независящее от Л՛, что при 
|(w, < г2.

(3.11)

Наконец, из равномерной непрерывности функции </(х, у) легко сле
дует, что при ՛ ц. v\| < S3 и о3 достаточно малом выполняется не
равенство

(3.12)

Обозначая через — mln (£,. S2. З3), из оценок (3.9). (3.11), (3.12) 

и неравенства (3.8) следует оценка

V nix + ս՝ fo.v.J-r.yi

—1 ох дх
։\v. п < Ио

Из этого неравенства так же. как в доказательстве леммы 3.1.4 ра
боты [6|. следует равностепенная непрерывность семейства (3.4).

Итак, нами доказано, что семейство функций

1^է*.Հ.  «••»;!*)  I (3֊)3)
I дх

равномерно сходится и тем самым доказано, что оценка (3.5) верна. 
И та к. сп ра ве дл и ва
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Теорема 3.1. Если функция <]{х,у\ непрерывна в каждой 
конечной области изменения (х, у), то при а -► <*>  имеет место 
оценка [а -»оо)

= (314։
v | дх а

Равенство (3.14) имеет место равномерно в каждой конечной об
ласти изменения (х.у) и («,!’).

Аналцгичиые теоремы можно доказать и для старших производ
ных спектральной функции.

2. Предположим теперь, что уравнение (3.1) но всем простран
стве Et имеет неограниченный снизу отрицательный спектр.

Аналогично тому, как при доказательстве леммы 3.1 работы [11, 
можно доказать следующую теорему.

Теорема 3.2. Если функция q(x,y. непрерывна в каждой 
конечной области изменения {х, у), то при каждом фиксирован
ном (х, у ՛, существует. константа С = С(-), зависящая от s и не 
зависящая от Л՛, такая что

V п (а՜, у)
—1 дх

Ч«<°
где ?.v. п х, у;—собственная функция задачи (3.1)—(3.2).

Переходя к пределу (Лг— •») в неравенстве (3.15). получим

Г°/|ТГ‘л^аМ< + м
J дх Х

— «с
где 0(х, у, В. ч; X) - любая спектральная функция уравнения (3.1).

Институт математики и механики
АН Армянской ССР Поступило •! XII 195'

I». U. Uiunqniuifi

ՇՐեԴհՆԴԵՐՒ ՕՊԷՐԱՏՈՐՒ ՍՊԵԿՏՐԱԼ ՖՈհ1ԿՑՒԼՅհ 
ԱԾԱՆՑՅԱԼՆԵՐԻ ԱԱՒՄՊՏՈՏՒԿ ԳՆԱճԱՏևԿժՆՆեՐՒ ՄԱՍՒՆ

2ԱՐԹՈհԹՅԱՆ ՎՐԱ

ԱՄՓՈՓՈՒՄ

Գիրսւր D-ն l.'Eld"lՐ՚՚ն երկչավւ աարածավյլան վերջավոր ւքիակապ inp- 
րա լթ Լ, իսկ նրա ե ւյրաւքիծն Լ ։

Դիտարկենր հհ ահ լալ խնէլիրր''

ձս փ {/.— q{x, yi) = (I)
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си
On J,Г’ (2)

որտեղ (] \ X. V իրական անրնոհш տ ՛ի ntնկցիա է ի) 4- [ - ո՛ մ> իսկ fl-ր՝ I) 
տիրույթի արտաքին նորմ աչն Լ 1 Նշանակենք (I) ( )
խնղրի սեփական արմեքներր, իսկ Л. У, ..(X.V *„(X,  V), •••«//'
հսւմաւղասւսւսիո„ն սեփական ֆտնկցիաներրւ "Հանի որ T/(X. V) ֆտնկցիտն 
անրնղհսաւ է /) ֊ք | -»»<</, հեսւե ա՛ղե • նա սահմանափակ Լ սէյնտհղ, ե ՛Այգ 
պասւ&աոււվ սւոանց րնղհանրա թր՚՚նր խախտե/ու կարելի Լ ենթադրեք, որ 
( I )' (2) ի՚ն՚քրի սպեկտրը ոչ րտցասական I' Vwr Հ-Հ. Հ>0)֊ 'Դ- 
տարկենք հետե լաք ֆանկցիւսն՝

° у, ս, v\ |i| V ?а (х. у) фл (u, tr): И>0.

О (X, у, и, V՝, |х) - 0. [л = Ог

(Их, у, и. v\ — р) = -0(х, у. н, tr. ji): Н<0.

О |X, V, И, tl; |l) ֆունկցիան կոչփռմ Լ (II — 2 Ь'^'Н'Ь սպեկտրալ ֆսւնկւքիաէ 
Ներկա հրւղփււծամ ուսու մեասիրփսմ Լ (1 (X. ”, U, 'է\ Դ) սպևկտրաք 'իանԼ֊ 

էքիսւլի ածանցյալների ասիմպտոո՚իկ փ՚՚րրր "-՝ի մեծ ւսրմե քների համարք 
Նւո լն հարցր Լ ւ/կչ իդ չան ե՛՛տ չափ տարածության մեջ || հաւք ա и ա րմ ան հա֊ 
մար՝ ինչպես նաև Լապքսսի -էաւքաոարման համար ցանկացած չափի սսսրա֊- 
ծաթրսն մեհ ա uuilfbuiu իրվե չ Հ I՝. Մ. Լևիտանի կո 'մից | l|, |2,» իսկ 
միաչափ տարածաթքան մեգ ու սուէէեասիրվեչ է մեր կողմից 13|, |Ц|/

Հււդփսծ ու մ ա uni ifli ա սի րփս մ Լ նաև անվերդ տիրույթների 'չեսչքր' Շա
րադրման պարդաթւան համար երթաղրւքւսծ է, որ I) տիրւււչթր համընկնում 
ե ամրողջ чшրթսւ թ/ան հեւու
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