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МАТЕМАТИКА

Г. М. Аветисян

О приближении аналитических функций целыми 
функциями

В работе М. В. Келдыша |1| доказано, что если функция анали
тична в полосе | Imz| < я,-то ее можно приблизить, равномерно целы
ми функциями в полосе <Հօ, причем рост приближающей
целой функции ограничивается в зависимости от скорости возрастания 
аналитической функции, быстроты приближения и разности 8-=а—а'.

В настоящей заметке рассматривается аналитическая функция 
определенная в криволинейной неограниченной полосе. На основе 
метода М. В. Келдыша, доказывается возможность приближения этой 
функции целыми функциями на действительной оси и оценивается 
рост приближающей целой функции.

1. Пусть область D, содержащая действительную ось, ограни
чена кривыми у — ± <? (х), где я» (л) положительная, гладкая кривая 
и при |х|-*со, монотонно убывая, стремится к нулю. Через Dx обоз
начим множество точек области D, для которой | z | < R. В области 
D дана аналитическая функция /(z), для которой

(R), z Հ 1)R, где /И (R) = max |/(z)|.
ге^

Требуется приблизить функцию /(г) целыми функциями Л(з) на дей
ствительной оси

|/(.v)~/-(л/Ке, — а> <х< со

и в области Dr оценить рост приближающей целой функции в зависи
мости от роста аналитической функции f(z), от функции ?(х) нот е.

Рассмотрим кривую //, определяемую уравнением I — л.(Х), 
— со <Հх<Հ со, удовлетворяющую условиям:

I) а х) представляет гладкую линию, имеющую монотонно воз
растающий наклон касательной и проходит через точку z = — i.

2) /. (xi < С|х|։-‘ при всех х.
Пусть А/* означает кривую, получаемую из Н преобразованием 

/ = з Обозначим через /Л область, которая содержит начало ко
ординат и ограничена кривой // снизу. Пусть функция j\(z) осущест
вляет конформное отображение области расположенной над /7, на
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полуплоскость R,0/a-(z)>O так, что бесконечность переходит в начало 
координат.

Лемма 1. Для любого положительного числа А существует 
целая функция Fy^{z), удовлетворяющая неравенству

^(Ի1+ «)
\F\»W\^Ce

по всей плоскости, и неравенству

<Се-AfJSA

(1)

(2)

в точках, расположенных ниже кривой Н*, где рх(/?) = max |/x(zj|,

*еА
а постоянная С не зависит от А.

Доказательство. Пусть при конформном отображении об
ласти /Л кривая Н переходит в .мнимую ось, т. е. кривая /— Л(л։) 
переходит в Re/x(z)=O. тогда часть мнимой оси, находящейся в /Л, 
переходит в часть действительной осн. Введем вспомогательную функ- 

Я/Л-)
цию Ф,.д(г} = е , где .4 -действительное число, отмечен ноесв лем
ме. Па кривой /7 имеем: Itaa(z)| = 1. Пусть z—произвольная точка 
плоскости, Г/г кривая, составленная из части //, расположенной вне 
круга и части окоужноств С| = Я. находящемся в области
Е)к- Искомую функцию определим формулой

=

-АД{0) Л/А(0
fc(C-z)^

К>|*Ь (3)

в которой правая часть не зависит от R, если R > | z |. 
Оценим Л’Ц (Z). Принимая ։z| |С| —1, имеем:

(*)
- /1Д(0) A max |/х£)| А-^R փ I)

—о------- е Kl-Ri + i С<Се (4)

так как

= С тДд- C>֊R <R,<R’
1 Ջ,

Таким образом, первая часть леммы доказана.
Оценим 1/Դ9 (z)—- . Обозначим через замкнутый контур, 

I ' z
составленный из дуги окружности |z|=R, находящейся в области 
/?х, и частью Н, принадлежащей кругу |z[</?. Область, ограничен
ную кривой հ0, обозначим через Имея в виду, что обход по кри
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вой Н равносилен обходу по кривым Гд- и % вместе (обозначим 
Я=Г/? + ]0), из уравнения (3) можем написать

-W) л/х(о -Հճ(0) Л 4А(0
яы’։г>= ֊շր.է j ctc—г)Л J С(С=^)Л’

«&// сет«

причем интегрирование в обоих интегралах производится в направ
лении, соответствующем положительному обходу /Л, и области 
ограниченных соответственно֊ кривыми Н и հ0. В точках, находящихся 
ниже Н*, имеем, очевидно

֊ՀՃ(Պ Ր ֊^(0)
i I J>-_ /-•

ezi | г (С — z) 2֊
Се"

С другой стороны, имея в виду что ноль есть полюс, ио из
вестной теореме вычета имеем

Г-лЛ(°) Л /ЛЮ IJ._______ С _£_____ dr = ֊1 •
2- Jc(C-2)a’ г

т>
Таким образом

խ|4-|խ՜'/ւ(0’-է. (5)

где С не зависит от Л и г.
Аналогично, через Г[л'(г} обозначим՜ целую функцию, удовле

творяющую неравенству

всюду, и неравенству 

над кривой Н*. расположенной симметрично с //*, относительно 
оси 0л\

Лемма доказана.
2. Перейдем теперь к построению целой функции, приближа

ющей аналитическую функцию j(z)t и оценим ее рост.
Введем некоторые обозначения.
I) Через АЛ (//') мы обозначим кривую, в которую переходит

Н(/■/*) при преобразовании z — Հ • где է - и |- iv.

Уравнения кривых /■/$ и //*, соответственно, будут:
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° = ։х( г-) 11 ® = ։х( ։ )՜5-
2) В области D, ограниченной кривыми у ±?(х), построим 

область Рт/2, ограниченную кривыми

У = ± շ ? W = ± ?1 (•«)•

3) На кривой Г։: у= ± ?, (х) отметим точку С = S-f-(5), при
нимая ее как начало новой системы декартовых координат. Обозна
чим через Н^ъ и /7’с те кривые, которые относительно точки С име
ют такие расположения, какие имеют кривые /7* и /Հ относительно 
начальной точки старой системы декартовых координат. Иначе говоря, 
кривые /7։,т, и //:’т получаются из кривых Hi и Н* при параллель
ном переносе, когда точка 0 совпадает с точквй С. Но величину 3 мы 
заменяем функцией <р։(С).

«Уравнения //֊.<?, и /7'.?1 относительно старой системы хОу имеют, 
соответственно, вид:

Предварительно докажем следующую лемму.
Лемма 2. Какова бы не была точка СбГ։, для любого числа 

А существует целая функция /՝ԱԼ(շ). удовлетворяющая неравен
ству

(Г__z) <__ — ( *՛ (^՜ )
’ փ. (Տ)

во всей плоскости, и неравенству

(8)

в точках z, расположенных под кривой
Доказательство. При помощи преобразования z = Л- из 

неравенства (2) можем написать
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է находится под //\ Обозначив через /^’(0 = 4- и заменяя

է на г, получим

-
Ч^с ~иА(0) 
2|< 8 ‘ (9J

в точках z, расположенных под кривой Hi. Л во всей плоскости

|W)
лдю)

Ч^с‘
Л тзх 1ЛЮ1 

'Al.lZUL» (*\
♦ . с И|*х (т+ i

<-се

где Я- z|. (10)

Рассмотрим теперь точку Cf Г։(С - С ф (£)), а взамен прибли
жаемой функции -J; будем рассматривать ядро Коши =—֊— . Учиты-

вая неравенства (9) и (10), можем написать 

I
С — z

-ИД(О)

в точках z, расположенных под кривой /Л,?,;

(с_г) <֊£-Л(^)
во всей плоскости. Лемма доказана.

Аналогично можно доказать, что существует 
ԲյԼ (z), удовлетворяющая неравенству

целая функция

во всей плоскости и неравенству

С -ЛЛ(0)
St (О е

(71

(8)

в точках, расположенных над кривой //’V1. расположенной симметрично 
с относительно оси ох.

Теорема !. Пусть f(z) аналитична в нашей области I), 
с>0 произвольно малое число. Существует целая функция 
у доел ет воряющ а я н ер аве нет в у

֊ о><л<оо. (И)
« такая, что

I
CRM (kR} ]« / I
^даг] ՜(«) • <12)
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где | z < R. k > 2.

Доказательство, Пусть Лг некоторое положительное число. 
Через /<։(Л'| обозначим часть кривых у = ± ?! (х), расположенных в 
полосе |ReC|<£A՛՛, через /<2(А՛')- часть, прямых ReC= ± ЛГ, располо
женных в области /Հ շ. Z7V — область ограниченная кривой /<(Л/) = 
= А'։(N) 4՜ А’« (А). Очевидно, для аналитической функции /(z) можем 
написать

1տ|<№£Գ.,. ИЗ)

Л'| (Л') К.Ш

Через /5.дТ1('—г) обозначим (С z) в случае 1։пС>0 и
FL՜՜1 (Լ- z) в случае 1пК<0.

Искомую целую функцию F(z) удовлетворяющую неравенствам 
(11) и (12), мы построим с помощью Fn(z), определяемых равен
ством

f -L- [ (14)
K.(.V) К։(ЛО

где интегрирование производится в направлении, соответствующем по
ложительному обходу области /Հ.շ, А- зависит от с. Эта зависимость 
в явном виде будет написана далее. Докажем, что R.v (г) в любой 
конечной части плоскости равномерно сходится к некоторой целой 
функции при /V > оо. Для заданного наперед R>0, число R*>R 
выберем так, чтобы при С = ; 4՜ /<р։ (՝). Iհ 12> R*, неравенство^) (или 8') 
выполнялось в каждой точке круга |z|<R. Для этого поступим так. 
Пусть | z|< R < R* < R' <R" < $. В силу аналитичности функции 
f(z) в области D имеем:

Fs.(z)֊FR,(z)= — f /(C)FUfi(C֊2)^+

KAR’i-KAR'i 

+ _L f /(£)_ 
2г/ J Լ - z

K^l

= 2Й- f

K,t/r» -A'.(R')

Г) c — 2
Rar՛)

= 24z J
где через ձ* обозначена замкнутая кривая /<։ IR') ֊ (А') 4- Л’а (Rw)
-Aa(R').
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Фиг 1.

Из последнего равенства имеем

|Л?’ (z)-F^ (z)| - 1
2-L • (15)dd

Возникает вопрос: каково должно быть ч чтобы для модуля

можно было применить неравенство (8).
Для того, чтобы круг радиусом А’ находился ниже кривой*: 

Н[ ? переместим С по кривой (х).
Рассмотрим значение z, принадлежащее кругу \z\^zR достаточ

но большого радиуса. Учитывая, ՝по в уравнении кривой Н' _ уча
ствует монотонно убывающая функция ф։ (?), возможно, что при уве
личении с, кривая Ւ1' пересечет любой круг сколь угодно малого 
радиуса. (Примером таких кривых является, например, кривая /Л’.. если 
она строится по Х(х) — |х'р — I. 0<Հօօ < 1 вышеуказанным методом՛ 
а в качестве ?(х) взято <?(х) = ^i.v|7), Предположим, что для любого 
наперед заданного круга сколь угодно большого радиуса |z|=R, 
кривые Xixi и <р(х) такие, что для них существует такая точка V*. 
чтобы для всех «> V этот круг оказался ниже кривой /У*.,- Для это
го достаточно требовать, чтобы при В ՛;* имело место неравенство

>R.

Решая это неравенство относительно. найдем

(16)

(17)

) В дальнейшем аналогичная оговорка о /Հ, подразумевается.
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Обозначим абсолютную величину С* через р : р =■ | с* I.
Итак, если С ֊ 4- /<?(<:*), то все точки круга радиусом R рас

положены под Ւ1Լ . Следовательно

р (Լ 1 с HRff.FMET1(C-Z)֊^ (18)

Тогда мы имеем право к правой части уравнения (15) применить не
равенство (8). Получим:

СО

I F„. (z}-FK- (z) I < С, (У ֊է*՜Л Ո<0) <Й.

|<|>R.| = K*, K>R* = JV(R)-
Для доказательства равномерной сходимости последовательности 

в конечной плоскости требуем, чтобы

|л((։)_к.е_Л‘Л10|<й< о=. (18)

О

Таким образом, последовательность {f.v(s)} равномерно сходится 
в любом конечном круге при Лг-*со.

Предел последовательности являющейся целой функ
цией, обозначим через F(Z)

Um FA(z) = F(z). (19)
л՛--

Теперь докажем, что на действительной оси

|/(x)֊F(x)|O -оо<х<0о. (20)

Для этой цели составим разность

f,v(z)֊/(z) = —- f /(С) /UT1(6-z)-

Л ,0V)

֊հ֊ & |z|<w. (21|

В конечной части плоскости, ограниченной кривой

К (jV) = К։ (/V) 4- ^շ (-/V), имеем:

llm|F,v(2)-/(z)J<

< J/(С) (г-- г> ֊ с֊2| *1 <



О приближении аналитических функций целыми функциями ։ 1

< 2՛ Jм 15) ж*՜4Л<0> й <։*f Մ?=։- (22)
и О

Из последнего условия имеем

JW(?) ֊АЛ<°) е.
1>ւ5) е “1 + ?՜՜ 

Отсюда найдем

Ле =^j[In(1+5։)+lnM(։) + ln87-lll?®l- (23)
Из (19) и (22) вытекает

И («) —/(z)| = Пш |Fa-(z) - f(z)|

и окончательно получим требуемое неравенство (20).
Докажем вторую часть теоремы. Оценим рост построенной це

лой функции F\z). Искомая оценка будет получена из соответствую
щей оценив для Fn{z}, справедливой при любом N. Для получения 
этой оценки запишем (14) в виде:

Л (Л'

+24г J /(օ^^֊^-շ-֊ ]' 
НДХ") КдЛ)

и рассмотрим значения |z|</< принадлежащие кругу достаточно 
большого радиуса /?. Обозначим через c(z) совокупность частей кри
вых у — ±<?(х), принадлежащих полосе | Rez — RezJ< 1. где z0 — 
произвольная точка области D.

Имеем очевидно, при /V > р > /?> 1,

|Гд.(г);^Л4(/?)4-± ՀՏՏՃՃ
С(Д

1/(01 
|Լ-2, 1<Л| +

+ շե J 1/(01-|^։(5-2)-^֊|^| + 
Я,։-»

+ շե [ i/Wll'A?, (С֊г)||<К| = /?, + Я»-(-Л.+ К« + /?,. 
к, <Р1

Оценим последние слогаемые.
I)
2) Для оценки R2 оценим J' (Е) в точках C(z).
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Представляя /(£) в визе интеграла Коши, по окружности радиуса
<?,(£) с центром C£C(z), получим

|Հ(Կ| 2Մ J I<<?/« +Ո |г|<Я

Интегрируя R։ по частям, с помощью этого неравенства полу
чим:

R« - i. I f I “ Й i f ™d ln <c -” н cv) c</|
И(Л + 1)1П(Л+ 1) + շ֊ 1ЛЩп(С-։)||Л| 

CU)
r M 1Я+ I)In (R + 1)

*

4; R‘=ST [ LfK)l| Ղն?> {i*l<

_.2сри (C) TJO)
— I —TtT e al < e.

о

5) Для оценки /?s воспользуемся оценкой (7), заменяя Д через Яс.

Rs=s? f (C-Z)|-I«|«

о

?(p) J
Оценим последний интеграл. Для «того отобразим область /Л в 

конечную область G при помощи преобразования W, = (2 4-2/)՜1, 
тогда точки z = а», 0, — / переходят, соответственно в U7։ 0. 

—2 . — i. Отобразим область G ври помощи преобразования
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Ա7Ճ — на круг I IV's-h 11< 1 так. чтобы точки U7։ = 0. —
-*

- i переходили, соотвественно n U" 0, — I, 2. Тогда, по извест
ной теореме Варшавского, для модуля отображающей функции при 
I Н7։ |<Са получим

так как &(р)<те.
Круг I U”= 4- JI < I отобразим на полуплоскость так,

чтобы точки М7* = 0, — 1,—2 переходили в 117 = 0, I, со, пользуясь 
отображением

U7 = -
Ա72 4֊ 2՜'

Отсюда для достаточно малых | V72| имеем:

|^|<- .Հ՜■՛

I__ լ_
I 2 4-2/Գ

Таким образом, для функции, отображающей область О\ на по
луплоскость Re 117 > О, получим:

Их(2) = -/? |/А(2)| < Գ причем = 1.

Поэтому из (24) получим:

If И К -^7)

, си I՛ ./ J
ձ "՜ ?l₽) յ ' '՜ * IP) ' e* /

о
Учитывая полученные оценки Rlt-Rs, R3, Rt, R3. получим

(25)

В полученную оценку входит вспомогательная функция X (х), так 
как р — ;;*1, Լ = Правая часть неравенства (25) для данного 
<?(х; растет медленно, тогда как р = P.R, Л >2.

А р принимает такое значение при / (х) = сх, с< I.
Таким образом, для модуля аппроксимирующей целой функции, 

окончательно получим
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где | z ’ /?, или

!/=(*)«< [CRMjkR) Сс?СО)

CRM(kR) Դ?>°!Խ

? we
**/?«) 

Ч(*Я)l^(2)l<
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Դ-. 1Г. ռվևտիսյաՈԱՆԱԼԽՏԽԿ ՖՈհՆ^ՑԽԱՆեՐԸ ԱՄԲՈՂՋ &ПМЛ8Ы1ШП4. ՍՈՏԱՐԿԷԼՈհ ՄԱՍհՆԱՄՓՈՓՈՒՄ
Հողվածում ղիտարկվու մ / D ւոիրու լթր' սահմանափակվա ծ Z> (x)

կորով, որտեղ *(x) գրական, ողորկ և X ՝ր անվերջ սրճելիս մոնոաոն նվա- 
ղե(ով' Օ-ի ձղաող ֆունկցիա /;։ Դիտարկվում է Լ) կորաղիծ անվերջ շերտում 
անտլիւոիկ ](z) ֆունկցիան, որի համար

\f(z)\<M(R) z£D, \z\<R. որտեղ M(R) = max lf(z)\> 
. iCDռ. <p

Ապացուցված է, որ ցանկացած £ > 0 համար ղոլոլթՀուն ունի ամրողջ ֆոլնկ֊ 
ցիա, որը դիտարկվող աիրուլթի ներսոլմ ղտնվող կորաղիծ շերտում և, մաս
նավորապես, իրական աոանցրի վրա, ր ավա րա ր ո ւմ է հետե լալ սլա լմանին'

\f(z)-F(z)\<Z

Միաժամանակ ղնահատված է մոտարկող ա քրողջ ֆունկցիա լի աճր' 
կախված f(z) ֆունկցիալի աճից, С (X) ֆունկցիալից և £ շեղումից:

l/YrJI<C RM(kR)\^c^ 
f{kR) րտեղ, | Z [ հ. R, k > Ղ>
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