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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

К. С. Чобанян

Общая задача изгиба стержня, составленного 
из различных материалов

Изгиб составных стержней в случае, когда изгибающая сила 
действует н одной из главных приведенных плоскостей изгибаемого 
стержня, через функции кручения и изгиба, исследован академиком 
Н. 11. Мусхелишвили |1|. Эта же задача, и связи с задачей устойчи
вое; и плоской формы изгиба, была исследована через функцию напря
жений в работе [2|.

При решении задачи поперечного изгиба стержня в упруго пла
стической стадии, как приведенный центр тяжести сечения стержня, 
так и приведенные главные оси инерции зависят от внешней нагрузки 
и подлежат определению խօ .ходу решения задачи. Поэтому, для оп
ределения касательных напряжений при изгибе стержня за пределами 
упругости, необходимо иметь решение задачи изгиба составных стерж
ней в общей постановке, когда изгибающая сила имеет произвольное 
направление, а координатные оси не являются главными приведенными 
осями инерции сечения стержня. Эта задача для однородных стерж
ней была решена и 1935 г. академиком Л. С. Лейбензоном [3|.

Здесь мы решаем задачу изгиба составных стержней, при про
извольном расположении поперечной изгибающей силы, через функ
цию напряжении, исходя из линейного представления осевой дефор
мации г. через координаты ючек поперечного сечения стержня.

Начало координат возьмем в произвольной точке сечения заде
ланного конца изгибаемого стержня. Ось д направим параллельно 
образующим поверх пости призматического составного стержня, а осн 
х и у в плоскости поперечного сечения. К другому концу стержня 
приложим поперечную изгибающую силу Р произвольного направ
ления Для осевой тефор.мацпи տ.: принимаем следующее выражение;

Ն -MoA4-/?ny-u/Joj(/-z) (1.1}

где / — длина стержня, а Ло, и Do — постоянные, подлежащие 
определению.

Область поперечного сечения составного стержня /.Հ сосюит из 
нескольких областей /))է //.,-••, соответствующих различным мате
риалам, составляющим стержень. Контур поперечного сечения обоз
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начим через /.0, а линии раздела областей £>,• и /=1, 2, •••) 
через Lij.

Принимая во внимание, что боковая поверхность стержня сво
бодна от внешних воздействий и поперечные размеры по сравнению

с его длиной малы, для напряжённого 
состояния изгибаемого стержня будем 
иметь

Հ =Հ. = օ
Հ /ՆՀ- /<(Л0л- + ^-ЬР0)(/-г).

(1.2) 
Здесь через Հ-, Հ- обозначены ком
поненты напряжений в соотвеаствую- 
щих областях D} и использован закон 
Г ука.

Из условий равновесия части 
стержня, расположенной между свобод
ным концом z /н произвольным се
чением / const, будем иметь

где /ИЛ и /Иу —моменты изгибающей силы относительно осей х и у.

Мя = Ру(!-г), My-=Px(l-z) d-4)

Используя (1.2) и (1.4), из (1.3) для постоянных Ло, Вл и /Հ 
получим уравнения

п л rt
4 , V ճ s,, в, У Е. S,, + D„ ^։Տ,=0 

«-I /-I /-։
n n n

Ло У Й’.-Уа, + В»У E, J„ + Ջ„У EiSix = - Р, (1.5)
Ml i-1 /-1

t! П Ո
Л„ УEt J„ -I У E, J„, -D^EiSt,------ P,

г-1 /֊1 11

Здесь Pi — модуль упругости материала, соответствующего области 
Di; Si — площадь области D։; Six и .ՏՀ. — статические моменты площади 
Տյ относительно осей х и у, л и ./!ху — моменты инерции и
центробежный момент инерции площади относительно осей х и у.
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Системой уравнений (1.5) определяются постоянные До, До и /Հ, 
через которые в свою очередь определяются нормальная деформация 

и нормальное напряжение Հ.
Перейдем теперь к определению касательных напряжений հԼ. 

и Հ.. н соответствующих областях /Л I / — 1,2,-• •), предполагая, что

Ч,=о. (1,6)

Па основании уравнений упругого равновесия. принимая во вни
мание (1.2) и (1.6). находим:

1.71

+ О.)-О.

Первые два уравнения (1.7) показывают, что напряжения ՜լ. и Հ.. не 
зависят от координаты z, а третье уравнение будет удовлетворено, 
если напряжения и tyz через функцию /‘(х, у) представить в сле
дующем виде:

հ,=+4- Е՛ <л«*‘+ад+?< (у) 
оу 2

(1.8)
<•= ֊Г + 4 W + D«-v> + *' (*>• 

ох 2

Здесь через обозначена функция F х, у) в области D-. а ?/(у) 
и у/(л*) - произвольные функции.

Для деформаций Հ. и Հ, на основании закона Гука будем иметь

ЧЛл-4-^у Do) (1.9)

Из условия совместности деформаций, принимая во внимание (1.9), 
находим

2-Ք, дх\ Оу
' -1
дх 1

(1.10)

2֊<4О« ох ду )
откуда, интегрируя, получаем

ժ-լ ОО

где о —произвольная постоям лая интегрирования.

(1.11)
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Подставляя выражения -iv. и Հ, через и 'Հ. согласно закону 
Гука и принимая во внимание 1.8)> получаем

ձՀ - 1£Гпл- — Лоу) — (Հ-$) + <лй. (1-12)

Уравнению (1.12) должна удовлетворять функция напряжений в каж
дой из областей АЛ.

Перейдем теперь к контурному условию па ձ0 и к условиям, 
которым должна удовлетворять функция напряжений fix. yl на ли
ниях раздела !.ц.

Условие, что боковая поверхность свободна От внешних сил, 
выражается следующим образом:

Ч/Ну.-/И՜0 на Л0’ 
где

/ = cos {//. л*) = ~/?'-со$(н, yl (1.14:
ժտ «-Տ

<>Ւէ 

ds
֊|г i o.y՝ •/, dx

ds

Внеся (1.2 в (1.13) в используя 1.14). получаем:

1 Е, (Апх~ ч- Д,*) ! »'И'.(1.Г>)
2 J ds

.Условию 1.15) юлжна удовлетворят! функция напряжений /• (д*. у
на контуре Л<։.

Из условия равновесия элемента линии раздела имеем

•Հ./ 4- т‘..м J 4- т. 11-15)

Подставляя выражения напряжений из (1.8) в (1.16) и принимая во 
внимание (1.14), находим

ъ^—д,К = учИ(.у Ч)֊
Ժ-Հ OS 2 &Տ

— л-(Да4֊Ч>~ +(r/ —(?/—?/)“• О17)
ds (is as

Воспользуемся xсловисм непрерывности перемещений на линиях
раздела Имеем

ԺԱՀ du. , 1 I֊ 1_ , , - — __ *“է — . ֊ -•— . . • V. •dx dz Oi
dwt , dv, t 1 i 4-——= լ։.. =
dy oz (ji

(I 18)

Внеся (1.Ց) в (1.18), находим

dzz՝i _ 1 dl'i 
dx (jt dy
֊l-zl ՚Հ- 
2 (j) Ui

dW) 1 di-'i Ei
Ту՜ (дол-‘Ч- Գ^.1 -н ֊՜ ?• 

(կ

1.19)
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Помножив первое из соотношений 1.19) на cos(л. у) = ֊ • а

dvвторое на cos (л. л) =- • и складывая полученные результаты, Ma
rts

ходим:

֊•֊^ ՛ + iL20>Ch do (if an \ (f> 6 ds \ (jt (tj f ds

Таким образом, при pc пении задачи косого изгиба составной 
консоли, функция напряжений /"i.v. у) в каждой из областей I), дол
жна удовлетворять уравнению (1.12). контурному условию (I 15) 
и условиям (1.17) и (1.20) на линиях раздела Л-/.

Выясним смысл постоянных с, в правых частях уравнернЛ (1.1Չ). 
С этой целью обратимся к понятию о среднем вращении элементов 
поперечного сечения изгибаемого стержни вокруг оси -.

Имеем:

Используя (1.8՜, из (1.2) полу шем:

=4 idFi 1 1------г ~ *4։ л 4֊ — д. Д- 4- |
֊֊их G> I oy 2 2 !

(1*22)
dw, 1 / (քՒ, 1ռ*. 1 n \ ժւ՚,~ ■ - I --------- - v- : — Г). v t- ՛<
ду бД dx 2 0 — dz

Составляя смешанные вторые производные гг\ при помощи (1-22) 
и приравнивая их. получаем

1Ь23)
<7- \ оу ах I

Сравнивая (1.23) с (1.13). находим

д । ժ«է
՛>: ■ ՛•. их J

(1-24)

Здесь выражение
ov. <пц оо

~ —г 
ох оу

(1.25)

ирг дета иля с г среднее вращение элементов поперечного сечения во 
круг оси ՝

На основании (1.24) и (1.25) находим

а
а.

* (Вох - Д«у) 4- с,. (1.26)
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Соотношение (1.26) показывает, что изменение среднего вра
щения элементов поперечного сечения 9. по направлению оси z со
стоит из двух частей; первая часть, соотвс гствующая последнему чле
ну правой части (1.26), не зависит от координат л' и у и обусловлена 
общим поворотом поперечного сечения вокруг оси z, как при чистом 
кручении. Вторая часть обусловлена искажением поперечного сече
ния вследствие изгиба и зависит от координат л՜ и у линейно.

Так как на поверхностях раздела имеем условие непрерывности 
перемещений, среднее вращение, следовательно и его изменение ио 
направлению оси z, должны быть непрерывны на линиях раздела 
Li-. Поэтому имеем

Ci Cj (i. j = 1, 2,- ‘ •).

Если изгибающая поперечная сила приложена к концу составной 
консоли так. что изгиб не сопровождается крученном, то мы должны 
положить

^ = 0 (i=- 1, 2,...). (1.27)

Это положение изгибающей силы при котором изгиб не сопро
вождается кручением, можно определить после решения задачи из
гиба в предположении (1.27).

Из условия, что равнодействующая касательных усилий в дан
ном поперечном сечении должна уравновешиваться изгибающей 
силой Р, находим положение линии раздела.?

Действительно. обозначим через х в у координаты некоторой 
точки липин действия силы Р. Сумма моментов всех касательных 
усилий относительно этой точки должна быть равна нулю:

[ у '֊ Հ.1 dxdy ~ 0. (1.28)

՝ւՀ'
Принимая во внимание, что

Рт= fyy-֊-= f I Հ-dxcty

՝/) \Հ

Вместо 1.28) будем иметь
у/\ - л7\, + Л/о - 0 (1,29)

где — И —.?Հ.) dxdy- крутящий момент касательных на- 
‘bv

пряжений относительно начала координат.
На основании линейного характера рассматриваемой задачи за

висимость касательных напряжений и ч1 от Рг и Ру должна быть 
линейной и однородной. Поэтому, если будем изменять Рх и Ру не
зависимо друг от друга. (1.29) будет представлять уравнение пучка 
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прямых, проходящих через одну точку, в котором параметром будет 
/>

служить отношение — -• Таким образом, чтобы поперечный изгиб со- 

ставного стержня не сопровождался кручением, линия действия из
гибающей поперечной силы Р должна проходить через определенную 
точку сечения, называемую центром изгиба [3|.

Согласно (1.29) координаты центра изгиба должны быть опре
делены при помощи следующих формул:

v - м - I՛ | 30)
7\. ’ ' " /<

Здесь А10(7\) и ՅԼ(/Հ.) - моменты касательных напряжений изгиба 
относительно начала координат с условием, что при вычислении 
'Ио(/\) принимается /Հ. — О и, наоборот, при вычислении Л10(/\), 
принимается Рл — 0.
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։». U. ՋււթաՕյսւհ

SUPPbP ՆՅՈհԹեՐհՑ ԿԱՋՄ4_ԱԾ ՋՈ1հ ԾՌՄԱՆ 
ԸՆԴՃԱՆՈհՔ НЪП֊ЬРР

ԱՄՓՈՓՈՒՄ

Հոդվածում քննարկվում /; մի ծա/րով ամրակցված տ(ն բադադ ր լալ ձողի 
ծււման խնդի բ բ, որի մ pti.u ծաէրում ադդում Լ P /ալն ական ումը, երբ կո
որդինատային աոտնցբնե րբ չեն համբնկնո ւմ ձ и դ ի կաբվ ած քի ինե ր ցի ա/ի 
բերված դլխավո ր ուաււնցքնե բի հետ, իււկ P ո լժն անի կամ ա լական ուղդււլ֊ 
fd pt ւ.ն ։

Խնդրի լա ծումբ բերվում ի րսրա11սերի ֆունկցիա քի ոբոնմանբ։ И.Ц/ 
ֆունկցիան ձողի տարբեր նլու (մերին համաւդաաասիւIll'llиէ/ լա /նակIll'll հաաված֊ 
քի աիբւււ /(մներից Լուրաբւոնշբււբսւմ պեաբ է բավարարի համապատասխան 
աջ՛ մասով 4ուաոոնի հավաււա րմանր, իււկ եղրում ու բամանման
'խ(' (1--1.ծ}ք (1.17J ե (l.lSj պայմաններին։

1Լպացոէ ւյվու մ Լ, որ ւրւլու(մրոն սւ.նի ծոման կենտրոն, որի կոորդի- 
նաւոների որոշման համար ասացված են (1.3(1) րանաձեերր։
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