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МАТЕМАТИКА

М. М. Джроашян и Л. Г. Нерсесян

Некоторые интегро-дифференциальные операторы и 
связанные с ними квази-аналитические 

классы функций

В нашей предыдущей статье |1| ։алпч. о рл ՛ шжимости функций 
в ряд Дирихле г данной нос1елонагелык)стъю экспонентов |p„| била 
решена иве. синем особых шпе։ро-лифференцллльных онервплП, яв
лял».ничем » С1 vci Ксннымн <>бибП1-н.1Ч'.:н <»:։• ’.щин :1Г.н ։<• юв;цг Ч.НОЮ 
дифференцирования. Э։н щерацнн опре пмю.нсь .• чт։<нцью bh.ci ра
дов лробноги порядка

В настоящей счагьс. при помощи операций .грибного литегрнро- 
ваиия н смысле Рим н։;։- 1 лепит н и л Г. В ал . ол, •(• !՛• '•։ классы 
функ’ЦП!1.. бесконечно лнф)г։р'н:1Ируемых а ւ»<'Հ>6ւ цен ном смысле на 
полуоси [В. “«), или на все л ос։։ < х. — v Д л ՛. н и? ։ нипх таким 
образом классов указываются условия квл щ-знчлнгл inocui. г. с. да
ются УСЛОВИЯ, олреде.ъ IOU1H-.. ф\ НКЦИИ Пл -:.И1С I C.IHHCI ;1Л111Ы.М 
образом.

§ 1 Квазн-аналнтнческме классы на no.iyoc.-i [ ’. Д- »).

11усгь функция/(.г> определена и лепреры-ша и.։ во у >св [0. х ). 
Интегралом РнмАна-Лнуввлляпорядке -/>н Ut функций /(А՝ С нача
лом в нулевой точке называют функцию

ж
/4/е ri./v г>- /,?а> (..и

V
Легко пнлеть. что

П!1\/Гт/ А՜^ =/ г’ (Լջ1

поэтому интегралом пуленого порядка от /(.г) естсгтпенно называть 
саму гу функцию.

Для талинной ши. едоватс.тьнск-тн чисел з . ւ . <>)» 1 ՝'' п
а» < I, введем к рассмотрение опер։։։.ни

z>7<.4
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(1.3) 

"/(Л-).

(/е= 1, 2....)

Назовем функцию D!k'f{x) (если она сущссгвует) А-ой обоб
щенной производной*  о։ /(х,՛ по данной последовательности (**),  
очевидно, что в частном случае, когда аЛ — 0. к- О. 1, • •.\"i, будем 
иметь:

• В статье [i] это понятие определяется несколько иначе, ноне трудно надеть,
какова снял, этих определения.

W'J XI ^/<* ’(х). |/е==0, Լ.-. Ал.

Скажем, что/ х С-а*',  если функции

/>7 XI. О-о. I, 2. ...

непрерывны на no.iy.ocu |0, ֊• »;, а функции

(А=0,1,

непрерывны па •().-(- ог| и абсолютно интегрируемы на |0, о| !o>Oj.
Пусть \п -О некоторая последовательность положитель

ных чисел. Отнесем к классу Стп (а*}  все те функции f(x из класса 
Cjaxj, для которых выполняются условия

VI 1 - х.)*
a I I Г) п ք ■ х) | < Л • fi' тп (1.4i

0<х<+ ос, \п = 0, I, 2,

где Л, Ց к С постоянные, зависящие от данной функции /ix’1-

6.1 ^и>/(х)'£ /,։։0. -г да։. (1.5

(п-=0, 1,2.-”)

Скажем, что множестве» функций \ч-.- составляетквэзи-анали- 

тичеекки класс в обобщённом смысле, если для любых двух функций 
/։(х| и f2 х\ из класса равенства

(л = о, I. շ,-՚-ւ (1.6

повлекут за собой тождество

fl (*>  - /з(^). 0<Х<+ое. (1'.6)
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Для выяснения вопрос՜։ о том. при каких условиях, наложенных 
на последввательность чисел {тп\, класс Сто квази-аналитический, 

введем функцию

г 1
Г {г] ֊ Sup — 

п > 1 W ՛.՝
(1.71

аналогичную функции А. Островскою.
Отметим, что в частном случае, когда а; — (). ւՀր — 0, 1, 2 • • •), 

будем иметь /<°>(х), (« = 0. 1, 2,а функция Га{г) сов
падает с функцией А. Островского.

Докажем теорему, являющуюся аналогом теоремы Карлемана 
Островского |2| для класса Ст

Теорема 1. Если для данной последовательности [аД, 
0*.-  1, i/г = 0. 1. последовательность (/п„| такова, что

ж
f log?;ir) . . , оч
1 —֊Ջ dr — -|- x 11.81

i

то класс Ст ДаД квази-аналитический.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Достаточно показать, что если некоторая 
функция /й{х\ из класса С,„ {а*)  удовлетворяет условиям

(л 0.1.2....) (1.9)

то Д (х) = 0. О л՛ < 4- со.
По условию имеем:

*(!-«*
<*' г- 1, 2,...)

где /Լ До (/), До = Ко f'.,c0 -֊ c,(f՝ зависят только от функции/0(х).
Поэтому интеграл

ос
/•’ (z) = р֊я-* fQ (и.} du. (1.10)

и

абсолютно сходится и представляет аналитическую функцию в полу- 
плоСксги Re: > сп.

Далее, так к.чк имеем также

е ' Ай»70|Л.) £](о, + И) •(« = 0. I, 2....)
I “Л I

то из (1.107 ингегрированнем по частям с учетом (1.9) получим:
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ос

it
(1.11)

Г V, о'ьгнпдно. ИНТСГрЯЛ абсолютно бХО'-г, ■■■ !>.-................ . : ... Հ '-.н
Rez r<t.

Зам? him теперь, что справедлива формула

Ժ՜1,:' — ,? | e-v-•’(© //)’՛ Կ/г, /,՛ и

и

откуда л из >1.11) получим:

/-•(.-) - ? ՝, j ] г Це «)■.-֊ dv | A D Irf« 

(F и
V. J>

м о

v:D(>f()(։։)di։, Rez > с0. (1.12}
W О

при этом легко видеть, что перемена порядка интегрирования при 
получении окончательной <|)ормулы (1.12) законна в силу абсолютной 
сходимости всех интегралов при Rez

Повторяя буквально те же рассуждения для интеграл:!

получим окончательно

ОО
F(r)^֊֊ 1-------i />'•'/« (v) Re?>‘„-И ֊О, I. 2.-->. '1.13)

амй .!
I 0

Но из формул (1.13) вытекает о.;енка

Խ-’*)

Rez>r0+l, ։я=1.2,-..)

1И1

(1.14)

или, в силу (1.7), оценка
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f(z)| Rez>c„֊1. (1.15)

Но ил условия i’1.8) теоремы и из <1.15) следует, что для ограничен
ной в полуплоскости Rer с\, — 1 функции F [z) расходится интеграл

О»

1օ«|/-՜(Գ Հ 1 I O'՝՝ 
1 Н-у* d\' — — ОС,

поэтому, по известной теореме единственности |2], /y(s)-^0. Отсюда, 
в частности, вытекает тождество 

/•’ I'1 -Г с0 4- Օ') = i с_/"у {Й “•• 1 >“Ճ>'ՀՀՕ (и)} du -О, ОО <у < + ее

Обратив которое, получим:

п
/>•”/» ")-р4֊։Р" 0=е«< + оо. (1.16

1 vMJ
и

Остается голько отметить, что, по известной формуле обращения ин
теграла Абеля, из (1.16) получим

ft
'«<«> - /«! ттт'֊ %) Ի - v}՜^ ՝a)dv! -0

<>

чем ii завершается доказательство теоремы.
Но условие (1.8) не только достаточно, но и необходимо для 

квази-аналитичности класса Ст (а*).  Докажем следующую теорему.Л 
являющуюся обращением теоремы 1.

7'ео рем а 2. Если последовательности jт.к}. \k > ОI; % 0. 
0<а-,<1. (£> 1) и |/пя), (/г>1) та козы, что

п
»4Л — լ 1 — 3*) — + ОО при и . 4- 00 1.171

£-1

֊ՏՀ2’-^-*< + «>, r.(r) = Sup^- (1.18

то существует финкция х) 0, принадлежащая к классу Ст {ал] 

и удовлетворяющая условиям

= [k = Q, 1. 2,---). 1.19
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Доказательство. Рассмотрим интервалы вида (Հ6-+-1), 
. Л’> 0).Так как 0 < ֊ թ4 = 1—I, то из 1.17,1 следует, что
в каждом таком интервале может лежать лишь конечное число 
чисел из последовательности (|хл).

Обозначая

т\ min |тл| 
в,€ (**  +0

и (1.20)

.Ия г 1 будем иметь:

г!11* Г1И 1 ri 1
7>(г) s5, — > s.“>? лйг Ծ' < (1-21’

Из оценки 11.21,1 и из условия (1.18 теоремы вытекает, что

jl£BZj<£Ldr<+„ (1.շշ,

>

Но, как хорошо известно, J2). по теореме Карлемана-Острлвского из 
(1.22) следует существование функции/, х 0, бесконечно дифферен
цируемой на полуоси (0, ! оо к удовлетворяющей условиям:

(л=о. 1. 2,--. (1.23')

Sup /!яЦх)|<<_ |. п= 1, 2, I. (1.23",

Покажем теперь, что функция Д х — требуемая, т. с. что f*(x)&  
Cm («*}  и для нее выполняются условия 1.19р п

Напишем для функции /, л формулу Маклорена с интеграль
ным остаточным членом, тогда, имея в виду условия 1-23'), для лю
бого k 0 кол)чим:

л

- խ 0<л<+«. 11.24)

(I

Пусть/> 0 — целое, фиксированное; число jv принадлежит не
которому ши*  риалу |Л . Հ 1 . Напишем формулу 1.24 для А։ = А’у. 
после чего непосредственным вычислением найдем

1յ1յ'ք-^ т^Г 

dx t ил
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л
г;/г .֊ 1 IA- м 1 \t\dt, 0^Х<о=. (1.25)

II

Из H.25I получим

I№f*  (0,1 -U, 7 = 0, 1. 2,---)

и так как / (I произвольно, го 1.19) удовлетворяется.
Да лее, из 11.251 и м ее .м та к ж е

/յ,Հ,Հ * 1 T t :С ! 2i ° Х ' + “• "'2Gi
Но, но определению.

т‘ mln !/пр; 
к' i^el^-7 1

и Р/С |*Л  Հ.՛ 1, поэтому

(1.27)

Из l.26i и Н.27 получим 

I №/*(*)!■  Л^х/«/ 

т. е. Д -Xi է С„, (а,.’.

§ 2. Квази-аналитические классы на всей оси ( х,+ос)

Вводимые н настоящем параграфе классы функции связаны с 
операцией дробного интегрирования в смысле Г. Вейля и представ
ляют собой естественное расширение классов бесконечно-дифферен
цируемых функций, рассмо.’ренных в работах ;3, 4|.

Пусть функция f{x\ определена и непрерывна на всей оси 
I ос, -г оо). Интегралом Г. Вейля порядка ։>0 от функции f(x} 
называют функцию

։

.v-n։ 'f\t dt. 1'2.1)
՝*'  J 

•00

Интегралом нулевого порядка oi J>x\ естественно называть саму 
функцию, т. е.

\Vf\x. /(Л-..

Как и н § 1. для данной последовательности ja.-), {k » 0.
0< ®л-<С1) введем r рассмотрение операции

/?֊У(х) = U'A fix}

RV> f \x) J= W”-f Rv>flx\ (2,2)
Ct

8 Известия ЛН, серия Физ.-mst. наук. № ..
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R*f  х\"f<x\.

Назовем функцию R’f х если она существует A’-oil обобщенной 
производной от f(x) по данной последовательности (а»|-

Скажем, что / л*|  ■ С(—л. ! оо; а*).  если функции

и 4-№'/{х). ։А' -О, 1. 2..- ) (2.3)
• 4 • •

непрерывны ни всей осн ( во, + эе).
Пусть функция /их онределгнн и непр -рынно-лифференцируемв 

на полуоси |0. Ц- <х). при этом
а) /НО) = /Հ (0| (Г.
б) //(/) монотонно возрастает па |0. ое: н Нтр'(/) ф оо.

1 * К հր.
Пусть, как и и работе [4]. функция •/ л- двойственна с р(х) по 

Юнгу, тогда при любых *>0  и т4^>0

• Ն Р G) Ф Ч 1»Л (2.4)

Отнесем теперь к классу С,„ |// i-v.; <։,] все функции /(X) из 

класса С(— », ф ос; »♦), удовлетворяющие условиям

I R"J (л), < «/• х (к 0. 1. 2.- • • (2.5'j

где (тя} — некоторая последовательность положительных чисел и 
«»/(л) > 0 суммируема на (- ос. — х> , а рг{х р : л- ) при л֊^;0 и 
Pi(,x\z c9 при х>0, св—действительное число

1(1+* ’) А = о, 1. 2.---) —® <Х<+» (2.5") 

где Ck — некоторые постоянные.
Докажем теорему, являющуюся естественным обобщением как 

теоремы 5 работы [4|. так и теоремы Карлемана-Островского.
Теорема -i. Класс Ст p{x)՝.it пуст, иначе говоря, содер- • rt

жит лишь функцию f {х ՜ 0. ( х<х - х). если

R

где

?(»֊’*)
г

T.(r| - Sup----------------
п>| w.t

(2.6)

(2.7)

Условие а) ис существенно и ввозятся лини, для удобство (»м. (4J).
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Д ок а з а т е л ь ст во. 11ужно доказать, что при выполнении условия 
(2.6) любая функция класса С„, {р(х); а*)  сводится к тождественномv 'л -
нулю.

Пусть /ix) Ст„ \р lx); а*}.  Покажем сначала, что интеграл

Ф(л-) —Լ- \ е֊1™ R^f(u) du (2.8)

преобразование Фурье функции /?<°’/(x). является аналитической функ
цией в нижней полуплоскост linz<cO .'I ti՜>•.•ня ։՛■ •■•։ы։о, из (2.5') имеем

откуда

| R&\f (//) | < /п0(— <»<Հ« <Հ -|- со 1

при у С 0 следует оценка 

о
tflfllU -/HI«!)«,. (ц) da -|-

(2-5«)

Но, ио

֊ո°^ I 
Г 2՜ . 

<1

С \y^-P.^w^u)du. (2-9.1

неравенству (2.4;. 

iy|lw (2-4')

поэтому из (2.9) имеем оценку

Ф(х -4- 

справедливую в нижней полуплоскости у < 0.
Но оценку (2.9) можно существенно улучшить, если 

ваться всеми неравенствами (2.5).
Из формулы

(2.9')

воспользо-

Ф(г) =
1' №

е ,г" du.
1

которая представляет из себя аналитическую в нижней полуплоскости 
функцию, интегрированием по частям с учетом (2.5'") получим пред
ставление

■։• <л

е
I

J՛ 2~ (iz)) 
— со

(hnz<0, z^O). (2.10)

Но это представление, согласно (2.5"), остается справедливым при 
Imz^O, z d 0.
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Заметив далее, что для 0 а, <" 1. — ос <Հ//. х <Լ + х имеет место 
формула

* '5С
е }и‘ (ix}-' = F-1—- i ւ' и - w? ‘ е ;;"T dv, (х ()|.

r^i)J
н

напишем (2>10) доя ՜ х в виде

<”(А" r*UrJ  !пУ vr֊«r-4- 
— □с и

(•՝•'- 0).

Но интеграл (2.11) моя (о рассматривать как сумму следующих функ
ций

О X-
h ֊ 1 J ՛' ՚ 'Ж) (2.12',i

,ք -л

Л о
?2 X) = - UV 1 dv * R^fu) (Խ 12.12")

— 56 tf

при этом и.։ того, что

du

следует абсолютная сходимость внешних интегралов в формулах 
(2.12).

Но легко нитегь. чго интеграл (2.12') абсолютно сходится при 
Imz : 0, интеграл (2.12'i ибсолютно сходится при Imz ... 0 и интеграл 

2-12 ’՛ >днтся при line 0. Кроме тоги, при 1ոն#<հ0 в
двойном интеграле (1.12՜) можно произнеси! перемену порядка инте
грирования. откуда получим

1тпз<0. 12.13')

Аналогично будем иметь



Некоторые интсгра-днффсрспцналыгыс опсраюры 117

б ։.՛
■4. (г) ֊ j е to | յր֊-j j (и — «)••֊՝ -֊- R"^f(u) du [ dv

-а — се

1пк>0
И

<1 ..<■
ч.,(г)= | е । յ֊~ jյխ «Л֊1 №" f («) du j dv

Հ»
hn- • 0.

Из формул (2.13) получим
հր.

ф1(2') — -d^z — e du, hn2 0

о
■նշ(ր) — J e il': A"'1 / (j’i du, ln։z>0.

-<o

(2.13")

12.13 »

(2.1-Ո

(2 14'1

Но ։«> условию 2-7/)

R'Կք{Ս f/ij4v(v)e .

поэтому интегралы (2.14) абсолютно сходятся в полуплоскости im z О 
и, следовательно.

՜՚Հ00
ФИ-v г ф։(хI 4֊ Фз х1 = ժ и"'7?|։>/(г՛) d-v. — оо < л'< + ос. (2.15

оо

11.5 (2.1 Ь и (2.151 следует

г-СО
Փ(յր)= ' -■ ( е Jtx'/?ll7*։y'i  du, (д-^0)

I i*)  ՜ J 
֊ VI

и легю? инден., что эта формула остается в силе в области
/Л:(1тг--(), |х| -II

1.։<=
Ф(г) ֊ ------- —։------I e-^՝R^ f(v)dv. (2.16)

|/2r(iz) ~ ' J

Повторяя буквально те же рассуждении, получим, что в области ZJ0

t'x
Փ(շ)«---------- V — ( e֊^R<t։lf(v)du (п 1,2....). (2.171

ճՍ-M J
У‘2г. (/2)‘ »
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Из (2.17) и (2.5х) получим

а
------ -- ----------- ( +

vfl-ф J
K2^|z| ’

4--------------- *----------- I ш/1V) e~ ’ * ՛p “ dv

J
!•' 2к I z ՛1

(՝ =-V 1 iy ։՜ Do) 

или. no (2.4), T. к. (lyO - 4- а при у — 4- да

|ф(х + /у)1-. * V Օ՛ ■֊ 4> f2.։e>

где

Предполагая, что Ф (г) ՜ 0. применим формулу Карлемана к 
функции Ф(д. и нижней полу плоскости. Тогда, как и при доказатель
стве теоремы 5 работы |4|, получим

R

11m 1гЛ I
I я

что противоречит условию (2.6) теоремы.
Таким образом, Ф(л*)՜  и, (— х<\с< 4- х). или, по (2.8)

R^f(x) =г1-) рл f)' '/(ra'r^O. ( ж<л-< + ®1 (219)

— зо

Рассматривая тождество (2.19) сначала для значении ֊րՀ I— х.0|.

после замены 1 1 переменных х = - - . г = — получим обыкновенное

уравнение Лбеля с нулевой правой частью откуда будет следовать, 
что /(О — 0. է ՜: (— да. 0]. Затем, в силу этого, полагая, что 
л‘б |0. 4՜ да), получим тождество

= *€|0.  ֊Ւ»)
Ո

откуда следует ք (х) 0. д' |0, 4-х). Следовательно, f(x) 0. 
(— х <л*<4-»)  и теорема полностью доказана.
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В заключение отметим, что можно рассматривать и другие классы 
бесконечно-дифференцируемых в обобщенном смысле функций, в ча
стности .можно доказать теорему, являющуюся обобщением теоремы 
6 работы |4|. Однако на этом мы останавливаться не будем.

Институт математики и механики
Академии наук Армянской ССР Поступило 17 IV 1958

IP. IF. 3>.ppui?ii>iG և X. Ռ. 4»երսեսւաճ

ՈՐՈՇ ՒՆՏեԳՐՈ-ԴՒՖեՐեՆՑՒԱԼ ՕՊեՐԱՏՈՐՆեՐ ՆՐԱՆՑ ճեՏ 
ԿՍ.ՊՎ.ԱԾ ՖՈհՆԿՑՒԱՆեՐհ 44ԱՋՒԱՆՍ.ԼՒՏՒԿ ԴԱՍեՐ

Ա 1Г Փ П Փ II I՛ IT

(հիման֊Լիու ֊վի[ի կամ Հ- ՝Լել[ի կոաորակալին ինւււեդրալի սդնութ լամ ր 
О, -|- CO j կ ի ո ա ա tt ան դ ր ի կամ (— Со/ } տո անդրի դիաա րկվում են

րնդհանրադրած իմաստով տնւքերջ դիէիե րեն դե լի !ի и ։նկդ իանե րի դասեր։
Ալդ դասերի համար նչվում են րվադիանաքիտիկո/ թքան պայմաններ, 

ար։ին բն, տրվում են ալդ դասերի (իո ւնկդիաներր միակ ձեով սրոշսդ սլալ֊ 
մաննհ ր։

!՝երենր հոդվածում ապադա դված արդ րւ ւն րներիդ մեկր,
Դիէքոլք / (х) ւիունկդիան անրնդհատ է |Օ. 00 ) կիսաաոանդրի վրա:

J(x) ֆունկցիա էի Ռիման- Լիուվ իլի իմաստով ij. ՝.:•() կարդի ինէոեդրալ են ան~ 
վանում հետե լայ արտտհալտո ւ թլունր

X
d~*  I Ր

г(.)Ух-(Г

\t

aQ
Բնական Լ րնդսէնել ? / ք Д՜ 1 = է ( X )•'

Տված I) հաջորդական ու.Id ini'll -սոմար մտ/քհենր հե-
տևլալ քոդերա դիաներր

‘՛ի, f(x,).D^f(x) -d^y dx^'f(x).(k; է).

Անվանենք Լ)^ ք ( X J~ ր f(x) ֆունկցիա լի k-րդ րնհանրաչ/րած ած ա՛հդլաք ր 
[nun 1 J հաջ։։րդսւկանուվյլան:

Հեչս։ I, տեսնել, որ եթե 0, (fl </) աս/ա

[^f(x) j^(x). (k >0)։

‘Ւիրյա ր տված է । ГЛ. (!1 0) դրական թվերի հաջորդ ս։կանութլուն:
Կասենր, որ ք (X) ■ Cդասին, եթե

Խ-«* 1
ա) |D^f(x)\< AB՝ mnecv, (o^x<iA-^‘

fl 09 1, • • ), ոքէտևղ /V, В ե (ձ В'Вч՛!՛ կաի։վս։ծ են մ իա (it f(X)-f'։[-
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г) £ /.Հօ, <&) (п = О. 1. շ. •.),

Աքհուհե աև էրա։ են ր, որ ('y։ [^ԼտՀ ցաոր րվացի անա լիաիկ է, եթե ամեն 

մի երկա ք ։ (X), քշ( X) C,,,՛ [ ; ֆունկցիաների համար

Թո) J\ (°) = քշ (0 )• (Ч — О. 1, 2,- ••)

հաւիաէարա ի!/աններից րիւամ /;, որ

f\(X) ֊ fl(X)> ° А< ОО»

sZrշա Հ ուեսնե/, օր ll;- -0,(k 0) դեպքում ^երոհիչ/ա/ иш'м) անում{ր
համ րնկնոէ մ Լ քւք m զիան աչի in իկ դասերի կրսսիկ чահմս/նմ ա՛հ հեա:

իեդի անի եարչեւէ ւոն ֊ и ա ցաք սկա րւիալ ի ա՚ե ա / ի ա իկ ւրաւե ր ի վերարե֊ 
րրոլ հարոնի ի/եորեմի հեաևրոք րնւյհսւնրացումր։

P’bnpblT. հ|ւս|1.ս<||ւ (.',ц [7Л; ipinip |ի>'[։ յ>փս<լ|ւա1ււս[|ոոի11 սժհջւո 

I. li |4iiipupui|i, որ

(’ 1OR 7Հ(է-) .
I------- --------- 11Г = 4- эо .

որաե г/
Խ ’Д)

I\(r) ֊ Sup г!--------------
ч 1 rn,t
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