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МАТЕМАТИКА

М. М. Джрбашян и Л. Б. Нерсесян

Критерии разложимости функций в ряды Дирихле

Пусть խ0), (/.' -Հ 0) — последовательность неотрицательных чисел, 
удовлетво ря ют и х у слови ю 

Ряд вида

О՝֊-JS < Jb< *'  • О«< Ип - - сю. 
я~«о

Հ»
У «ոժ՜'*'^ տ « (տ в + if).

(l)

(2)

известный под названием ряда Дирихле, после замены переменной 
ժ՜ձ - z превращается в степенной ряд

(X
Va„z^ (3)
л—О 

расположенный по степеням данной последовательности )ря|.
Ряд Дирихле (2) обладает многими свойствами, аналогичными 

свойствам степенных рядов. Основные из этих свойств изложены в 
известной монографии Владимира Бернштейна |1|, в книжке С. Ман
дел ьб ройта |2| и в работах других авторов.

В частности, хорошо известно, что если ряд (2) сходится в не
которой точке $0==зо |-х7й. то он сходится также во всей полупло
скости а — Res > 70.

В связи с этим представляет ин терес вопрос о том, каковы функ
ции, представимые рядом Дирихле по данной последовательности խՀ. 
сходящимся в некоторой полуплоскости Rc$>-0.

В специальном случае, когда п (//>0), заменой перемен
ного е r z ряд Дирихле (2) переходи! в обыкновенный степен
ной ряд

<»
У а.п?п

а-о

Как хорошо известно, для представимости функции /՛>’), опре
деленной на интервале [0. А), степенным рядом
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05
/1Л-) = v апхп, 

п-0
сходящимся на 10, А), необхидимо и достаточно, чтобы она была бес
конечно-дифференцируемой на |0. ձ) и чтобы выполнялись неравен
ства

'f^(x) 1 -£/WA-"wl (// - 0, 1, 
где М постоянная, не зависящая от //.

Поэтому, возвращаясь к переменной можем утверждать, что 
если функция F (դ) определена на полуоси (з0, г о>՜, го для справед
ливости разложения

те
= Ճ ՝ (<7° < 3 < -Ь °0’ (4)

л—0 
необходимо и достаточно выполнение условий

(պ»Օ<-Փ~) (5)
[п = о, ւ. շ,.--), 

где операторы /.''''/•■(•=), (я = 0,1, 2---1 последовательно определя
ются таким образом

I = Ւ՝,3\. iXFh՛ - e‘--Fh,
а-з 

и вообще

L^'Fin] — e’—i:՝"F^\ (6)
(Л

in = 0, 1,2.“- .
настоящей работе приводится определение операции обобщен

ного дифференцирования, ассоциированного с данной последователь
ностью ju-л).

Это определение основано на применении понятия дробного ин
теграла Лиувилля и порождает формулу тина Маклорена для системы 

функции имеющую в новых обозначениях вид классической 
формулы с интегральным остаточным членом.

С другой стороны, эти операции позволяют в обозримых формах 
решить проблему о разложимости функции в ряд вида 3) или в ряд 
Дирихле по. данной последовательности функций խ՜՜^՚՜Ղ^ն).

§ I. Обобщенные производные, аналог формулы Маклорена.
Достаточное условие разложимости функций в обобщенный 

ряд Маклорена

1 . Если функция f\x\ задана и непрерывна на отрезке |«, ծ], 
то. как известно, дробным интегралом порядка я>0 с началом в 
точке а о г функции ք х\ называется интеграл
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X
-■——--------- / х ’> = —!— С (х է '՜1 ք! է ։ dt
d\x—a\ J Г (а Г J

а
a^x^r b.

(l-l)

Дробным интегралом порядка а с концом я гонке h называют выра
женис

/■-<՛ = ~֊խ (1.2)
а (р — х I I < a I J

при этом и обоих случаях, как легко видеть, интегралом нулевого 
порядка естественно называть самую функцию ք\х\.

Если функции /(Xi и #(х) непрерывны на отрезке |а, Л], го, 
как легко убеляться, справедлива следующая формула обобщенного 
интегрирования по частям |3]

Пусть задана некоторая бесконечная последовательность неот
рицательных чисел (л>0), удовлетворяющих условиям:

14 = 0, о<р4и-։ч^1. (*=0.1,2,...)  (1.4)

llm - -г оо.

Пусть функция /։х) определена и непрерывна на промежутке 
|0, Д).

Обозначая
а>=1 ,'թ*  — fit-։), (k = 1, 2,. • • 1 (1.5)

введем в рассмотрение функции

^֊ (‘ ԸՒ\ք xi (1.6)
dx ' dx 

dx * dx

Назовем функцию ГУ xj k-oii обобщенной производной oi 
f(x), ассоциированной с последовательностью lpr|, (л>0). Очевидно, 
что в частном случае, когда р։ — п. (п 0. I.---, Д’), будем иметь

D,'*" )/(x) ■ /"’(х). (п ֊- 0, 1, •, V). (1.7)

Докажем теперь следующую лемму.
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Лемма I. Пусть функция f\x} определена и непрерывна на 
|0, А) и удовлетворяет условиям:

а) Обобщенные производные

:й֊о, !.•••, л+1)
существуют и непрерывны, на |0, А);

б) функции

--D^f л|, (*-0,1.••■./։  
dx

|(х-/Г’1 = Т-!^— <С10,х]. (1.9)
I (u-f-al

Имея в виду формулу интегрирования во частям (1.3), формулы 
(1.6) для обобщенных производных, а также 1.91 и (1.5), последо
вательно получим:

֊^L-t^'d^'fifdt-

. I J
о

непрерывны на (О, Л) и абсолютно интегрируемы на [О, А). 
Если х( [О, А), то справедлива формула

У —1— г(v_()?» । fit}а.

“Г(1+н,) г.и„х1) I
A**  U Q

(1.8)

Д о к а з а т с я ь с т в о. Заметим сначала, что если л > 0 фиксиро
вано и 0<£^х, то интеграл порядка я>0 от функции (х —էք՜* 1 * , 
(р>0) с концом в точке х легко вычисляется

Г d ***•

Jdix - о՜3^1 \dt 1

14 (I րձ\4} . t— Г) ք 1,1.1 dt = 
dt

_ _ D / (0.1 ^4 1 I
Г(1 +H) X ripA) J

и

Таким образом, имеем тождества

Г(1 + ИА) J 
о

D f(t)df =
I)
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.. й^/№) >
Г 11 4- սՀ1 <r+1 (J.10)

= п, п — 1,- • 1),

сложением которых получим:

1_
Г1И.) J 

fl

(х-էՀ՝ 1 D{:L՝ f{fuu^y [2—f՝°L
-rd 4-^)

!Դ
X

+ —------ г (Հ ֊
г . |А.| Ч ) .)fl

Наконец, отмстив, что %

Ml- I (иЯ4-1) 
D

1 —11։, имеем

сГ
IX — է \

Г Р* Н) J о

(1.11)

I

о

]jd{x—t\

’ f\t\dt^

/(Р) о.
и

откуда и из (1.1!) следует формула i1.8ւ.
По форме формула ՛ 1.8 напоминает классическую формулу 

Маклорена с. интегральным остаточным членом и, как легко видеть, 
в частном случае, когда u*  k, k - 0, I,- • •. п 4- 1 , мы оттуда по
лучим указанную формулу.

' Символ-------------- , означает, что интегрирование производится по иере
ях—/)՜’1

менной I.
** Эго обстоятельство было замечено затем самим Г. В. Бадаляном.

Отметим, что в работе Г. В. Бадаляна |-1] при помощи сущест
венно иных операций обобщенного дифференцирования дано другое 
обобщение формулы Тейлора для системы функций x,rt J. Эта фор
мула в специальном сингулярном случае, не рассмотренном однако 
в указанной работе, в силу единственности разложения эквивалента**՜  
формуле (1.8).

Но одновременно следует особо отметить, что как по смыслу 
вводимых нами в данной работе операции, так и по объему тех клас
сов функций, для которых она применима, формула 1.8) существенно 
отличается от указанного выше сингулярного случая формулы рабо
ты |4|.

2°. Будем говорить, что функция f[X), определенная на |0. Д), 
бесконечно дифференцируема но носледовательноспш {аЛ‘, խ>0).
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удовлетворяющей условиям (1.4), и, ради краткости, напишем 
|0,ձ)), если

и существуют и непрерывны на (О, а обобщенные производные 

D** }/(x\ (Л«0.

б) функции

֊•/Я’/рП i'A’ = 0, 1. 2.-) 
dx

непрерывны на (0. А) и абсолютно интегрируемы на |0, ձ).
Предположим теперь, что / х;1(р„, |0, А и. тогда при любом 

п >-1 и х~ |0, A i будем иметь формулу 

где

RJf; х'\ = — 1—Г(х г Л4՛ ՜ \Ր^ք.է)(1է. (1.14)

о

Из класса функций 7(у.я; |0, А выделим теперь подкласс 
/*(н>,  10, Ан тех функций fix), для которых

lim Rn[f\x) = 0 (1.15)
Л- — 

притом равномерно на любом отрезке [0, Հ|, (3<Հձ .
Таким образом, если f(x) ք |0. АН. то справедливо разло

жение

.равномерно сходящееся на любом отрезке [0, о]. ւ?><ձ).
Заметив, что посте замены переменой х — е~3 ряд (1.16) пере

ходит в ряд Дирихле, сходящийся на полуоси а — Res > = log — • 
ձ 

легко приходим к выводу, что функции класса /*  (ря; |0; Д)) ана
литически продолжаются на всю риманову поверхность —•»< 
< arg2-< ;0<|z|<A) и поэтому разложение (1.16) сохранит 
силу на этой поверхности.

Из обобщенной формулы Маклорена (1.13)- (1.14! следует:
Теорема 1. Пусть / (х'Հ /(у.[0, Ai), если, кроме того, 

с и р асе дли вы о цен к и
z^\DMf(x} |«мГ*г(1  + ).») (1.17)
J(l. ձ)

(A«0, 1. 2.---Լ
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где М —постоянная, не зависящая от х и k, по f(x)£ I*
(|i„; (0, ձ)); иначе говоря, функция ք х разлагается в ряд

х (սէ
/х, V-° Л°-х'“ (1.18)

»“ Г 1

равномерно сходящимя на любом отрезке |0. Հ <= [О. ձ 
Доказательство. Из 1.14) и 1.17 получим оценку

; х Xй-и
|Ջ.ւՀ: х Ь-,И(- ) • х€|о, Д|

откуда 11 из 11.131 следус! утверждение теорем».
Таким образом, условия 1.17 достаточны для того, чтобы 

функция f(x)՛ I |i„; |0. ձ представлялась равномерно сходящимся 
на |0, с| с |0. ձ) рядом (1.18 .

В следующем параграфе будет показано, что. если кроме усло
вий (1.4), на последовательность , п О наложить дополнитель
ное ограничение, то условия 1.17 будут также и необходимы

§ 2. Необходимое условие разложимости функции 
в обобщенный ряд Маклорена

В настоящем параграфе, сохранив условие

Ро = 0. 0 < р» и - И*  1. (А = 0. 1, 2. - - •)
lim и*  = т х, (2.1:)
Է--

наложнм на последовательность р. . п ъ. 0 дополнительное ограни
чение

lim sup <Հ 1<Լ — * (2.2)
*- - pt

и докажем теорему, являющуюся обращением теоремы 1.
Теорема 2. Пусть последовательность (<*„',  (//>0) удов

летворяет условиям (2.1) и (2.2).
Если имеет место разложение

J х =» \<z*- v (2.3)
*-0 

сходящееся на ((>. ձ . то ал я любого 50-Հձր справедливы ут
верждена я 
а) /1х)( / (р„; [0. 50|и

б) sup |D *՝/|'х)|<Л-Л՛  *Г  (I-f-
О . »-.Լ

•А - 0. 1.2,... I. 
где Л к 11 постоянные, не зависящие от к.
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с>) коэффициенты, разложение (2.3) определяются из формул

1 'хл) 
(,-0.1.2,...).

I 11 -г P-Jt)

Иначе говоря, в условиях теоремы f ՝.\х\ ( /*  (’։*«;  |0, %]) и ряд (2.3) 
является обобщенным рядом Маклорена своей суммы.

Д о к я з а т е .՝ ьс т в о. После замены переменной х = е ряд 
(2.3ւ переходит в ряд Дирихле, сходящийся на полуоси (=0. յ-օօ), 
где log-1՝- Поэтому ряд (2.3) равномерно сходится на любом 

отрезке вида |0. ձ։|, ձ։<ձ и, следовательно, функция

/(.с) D ?1'7 х) = Vакх "

*-6 
непрерывна на [0, ձ).

Рассмотрим ряды

1> = 0, 1,2,-

и докажем, что все они абсолютно и равномерно сходятся, а также 
установим оценки для их сумм SP (х). (р = 0, 1. 2,• • • ւ на отрезках вида 
|0. Ա где 80<Де՜'.

1'з фо р м у. ւ ы Ст и рл и н га

1 
— '2 —Л 12 г

Г(х) = р2пл- е е ; х>0. 0< 0л-< I

и из элементарного неравенства

1 I 1 I1 л > ехр----------- }• х > 1Կ х ֊ 11
получим оценку 

ւ ՛Ч-ւ*) (շ.5)
I I I I- U.. - р/։)

Выберем ձ0<ձ и /0>/ так, чтобы было 

5օ<ձօ^՜/#- С2-61

'Гак как ряд (2.31 сходится при л*  = Ао. то

(£ = о. 1.2. •)» (2.7)

где /И„ не зависит от /г.
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Из (2.51, (2.6) и (2.7) получим:

sup ; S (л»! -с е'1 У е ' + и"' (| 4- р > 0. (2.8)
О- րՀհ, Г “k-p

Пусть число /, выбрано так, что

Ihn sup log* <Հ<Հ (2.2)

тогда
-Ilog* при *>A fe.14՛ ՝Հ

u« —l^x
Далее, заметим, что функция х е , х>0 монотонно

.2.9,1

у бы*

вает при х>^£. поэтому из (2.9 будем иметь оценку

при к у. (ЗЛО)
R

ZO \ Z \ 1 где s *=  -֊° > — > 1.
Հ Կ

Из (2.8) и 2.10) вытекает абсолютная и равномерная сходимость 
рядов (2.4) на отрезке |0, %|.

Обозначим через (х число членов последовательности (:*«).  
п 1), лежащих на отрезке |0, х|, тогда сумму ряда, стоящего в 

правой части неравенства ւ՜2.8ւ. можно оценить, написав ее в виде 
интеграла Стильтьеса.

Действительно, из условия 2.2) следует, что

р1и IX՛ < \\ - е!л, х>0 (2.1 Г)

где .\\ постоянная, не зависящая oi х, новому последовательно по
лучим

yl-hl**)  < U’ (1 х) fZp.AiX|=-

-- р,Л(х) jr Հ ՜ Հ.1 (!х ■ со.

—/0(1—-V),, у» 1 .
< \ (X) е (1 XI dx ч-

0
.г

+ Հ (Рн (х) е М1 ■՝ 1 -}- xf‘"dx ф Сп

<> (Р > 0)
где Со от ր не зависит.

(2.12)
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Наконец, имея в виду 2.11 . отсюда легко приходим к опенке

fe м1 + м)(| I IV . ц» 0.1.2..-) '2.131

*-р 

где Л։ и 13} подходящим образом выбранные постоянные, не ла вися
щие от р.

Таким образом
sup 5՜ 1 л) | < Л//гГ 11 •*  и р = 0. 1,2,...

где Д и Н другие постоянные, не зависящие о։ р
Теперь рассмотрим ряды вида .

V - 1 Р 0. I.

*֊7., Աւ^-էԴ)
Из 1*2.5)  следует оценка

1 — Рл)

откуда вполне аналогично, как и выше, получим

sup |5; У е ' Р '
0<лг<4, ““

а в силу |2.10 убедимся отсюда, что 
номерно сходятся на [0, ձ9|.

Поэтому функции

ряды 2.15 абсолютно и рав-

ԼԳ<<> _ ։-s-w _ V и.г 1 ^՜'

ժ-v Г|рА Up,»
(2.16)

непрерывны на 0. Լ|; кроме того, так как при А > А’в и»—
ժ“>Ււ

то ряд (2.16 допускает почленное применение операции-----------, где
dx

лр^\ — 1 — lA?-J ՛ Рл.
Таким образом получим:

4ւ.< = V .ո ֊I 1+Jiili. ճ2ճ [/‘֊^ 'I. 
dx-’^dx ~։ I н.-թ,) dx-'f"' >

но. как легко видеть.

(l ‘1 г- Пр*  ֊ Рд) Н/»՜1 ՛" 3{, ।

dx՜9^' 1 * Hu»—М-Ն
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= ГII**-Ы
Г (1 4֊ !Ч—Нл+i) 

поэтому

^ճճճտ,^)֊ V at—-х“'>՜՜^՛' 5Р.։(л'). (2.17)

Но, очевидно,

S„(x^ D^'f(x)^f(x] 

поэтому последовательным применением формулы 1'2.17՛ получим

Sp^ = D՝i{']f[x} (2.18.1

и, следовательно.

:2.18*

Из "формул 1,2.18) и (2.18Հւ и из свойств функций Sp (х) и SP\x 
и, в частности, из оценок (2.14) следуют утверждения а и б) тео
ремы.

Наконец, из ՚2.4) и 2.1я получим

/Ձ^Հ(Օ)
^՜ր Г ՜ևԼ’ (/>=0,1,2,.**)  (2.19)

I 11 + Up)

и, таким образом, теорема полностью доказана.
Ради компактности объединим теоремы 1 п 2.
Теорема 3. Пусть последовательность (ця}, \п >0) удов

летворяет условиям (1.3), тогда
а) если fix) /(ահ |Q, All и кроме того

sup|D(Ml/(.r I- + (*  = 0.
(0. ձ)

mo f(x'\ ■ /"({*«;  |0. A)J, т. е. имеет место разложение

/(х)= V^-ZlOLx14
• ^о'-^+И

равномерно сходящееся на любом отрезке (0, 5| с= [0, ձ);
б) если последовательность (^я) удовлетворяет дополни

тельному условию (2.2) и имеет место разложение

.тс- 
f\x\ =

Л-0
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՜՜հ՜հ— ւ-—. --------- — ֊ - — —

сходящееся на |0, Д), то для любого '֊>„< ձճ 1 

! о* ) аь
si։p|D '/IA-J |-< ЛВ ГЦ lA’-O, I. 2,...) 
(и. и

где .4 и В не зависят от k.
Коэффициенты (а*.)  разложения определяются из формул

!՛ '
Г 11 -н<|’ (Л = 0, 1,2,-”).

§ 3. Обобщение предыдущих результатов

Г\ Пусть последовательность (ря;. (я O.i удовлетворяет усло
виям

Ия = и. 0<;л^։ — иЛ<Л\ (Л>1). = 0, 1,2,-• •)

11га и*  « -I- •». (3.1)
к

Обозначив 

получим последовательность |v«j, п .< - 0), удовлетворяющую условиям 
(1.4). Кроме того, условия

V log £ V w/ /ОО
lira sup ——</. 1 пн sup—— < ,\7 (3.3՛

|ЛЬ ծ-- VA.

следуют один из другого.
Заметим далее, что если определенная на |0, ձւ функция /(л) 

разлагается в ряд вида

/(X!- X |0, ձ
fc-0

то функция F х —/I а՜ Л | раз чожится в ряд вила

/■’ ՛ х I = V ilkx Հ х £ |0, •
л-о

и наоборот. Из теоремы 3 получим;
Теорема 4. Пусть последовательность {;хл} удовлетворяет 

условиям тогда
а) если
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м

(Л-О, 1. 2,-..)

та имеет мести разложение

равномерно сходящееся при х |0, >| с |0, ձ;.
б) Если последовательпрсть Jj4! удовлетворяет условию (3.3) 

п справедливо разложение
«с-

/(*)  = л'£ |0, Ճ)
ծ-օ

X -XI
то для любого հ <Հ ձ е будем иметь

1) /U МЖ; 10. Дл'.и

2) sup \d '։7(,v'V )1 Л-вМнТ*)  (*  = 0, !,■■■) 

10. ч! 1 1 .V /

2 . Рассмотрим тепэрь случай.
(и 0) удовлетворяет условию

когда последовательность (|хя[

0<^| •?*.  (« -0.

1пп = 4- 'х Л‘ •• Л» (3.4)

в частности, у слови- (3.1 । может не выполняться.
Дополним .-ту последовательность каким-либо способом до по

следовательности п’1, и O'i так. чтобы выполнялись условия (L.4I., 
т. е.

•Հ-0, 0<Х+1 — 1Հ<1. = 0. I, 2,...)

15m <Հ = J- с» . (3.5)

Этого можно достигнуть, например, добавлением только целых чисел.
7 Известие АН, серия фнз.-мят. наук. «V 5
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Покажем, что если

lim sup - / < 4- «հ (3,6)
»-« р.Х.

то всегда существует такая пополненная последовательность {յՀ}. 
(«>Սւ. что вместе с 3.5։ выполняется также условие

limsup֊- /*<-{-«,. (3.7)

Пусть >л). (/.՛ 0) произвольная послеливательность, удовле-
тво ря ЮН 1ЯЯ условия м

'О о. 0<Vfr. լ — 1,
л--

и 
է- lojx л г . о11 гп sup-------  /1Հհ4-օօ։ {.).8,ւ

Пополним теперь ;ч՛ . {п 0) всеми теми числами из (* Л!. 
(/? • ()',, которые отличны о։ чисел (// ֊ 0, 1,2, •■•). Нумеруя по
лученную таким образом последовательность чисел л порядке возра
стания. получим некоторую последовательность «>()), удов
летворяющую условию (3.5,.

Убедимся, что յ;Հ), (/z: Oj удовлетворяет также условию (3.7 . 
где Z*  ֊ max (/, /։). Действительно, пусть р_. (а՞), р-; (а) и о... (л՛) суть 
соответственно числовые функции последовательностей (ая . 'ն։) и 
{и‘). Очевидно,

Р^(а')рДд-j 1 х>0

поэтому ИЗ (3.6) И '3.8; ДЛЯ X О

рц»(х) <Ав1՝՝ Z* = шйх {/./1| (3.9)

где .4 не завися! от л՜. Наконец, из (3.9) получим:

„ losjA’ ., log .0ц. (х) .4Um sup—՛— Inn sup —   < /*.
*•- X

Теорема 5. Пусть посяеОоыилельность (//>0) удов
летворяет условию (3.4).

а) Пусть Функция /(л) определена на |0, ձ) и существует 
такое пополнение последовательности {խյ} до последовательности 
1։Հ!> удовлетворяющей условиям (3.-5). что

1) /!х)С/(!<: |0,Д))

2) suplD ^/(А-)|</ИД ՝!‘лГ(1 £ = 0. I,—
{0. ձ)
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3) I) — если <Հ.

тогда справедливо разложение

f(x}- У<>_МЛ>)
Го’’(1 нч

равномерно сходящееся на ки чедом отрезке |(), 3] с [о, ձ).
6) Пу ть последовательность и„), (// 0) усювлетво/. нет ус-

ловиям (3.4), (3.6) и имеет месте разложение

ла 
\՜> JX?. t (X) = \ ацх

.'г - « 
сходящееся на {О, ձ).

При любом, пополнении последовательности do последо
вательности m'J. удовлетворяющей условиям (3.5), (3.7), и для 

любого ձս<ձր ' справедливы утверждения

1) /<л-)£/(:Г: |О, У);
•’ *x f ц ’

2) supjD  ք л)|  /Ш'Т(1 ; ;Հ.) (А = О, Լ2,...յ;* *

где Л, /3 от k не зависят՝.

3)
1 11 4՜ ։ллг)

(КО, 1. 2,--)

(„ . (Н. I
где D ՞ f (х) = D * f\x), если рА = иЛ>.

I И0
Доказат e л ь с т в о. а) Так как по условию D" ՜՜ ք 0) — 0, ес

ли յՀք (ibij, то у обобщенной формуле Тейлора (1.8) соответствую- 
Д »-

щие члены, содержащие степени х . ՚դ! -исчезают. Поэтому ос
таточный член в этой формуле всегда можно написать так, чтобы 

';л '
под интегралом фигурировала D ՚ ՞ /(л՛)-

Из сказанного и из 2) следует наше утверждение..
б'| Если (и*)  любое пополнение последовательности {р.Д удов

летворяющее условиям (3.5), (3.7), то .можем написать

/(х)=\пАЛ- XI ; [0, ձ)
*-0

где a'k = aPt если и а'к = G, если Հ.ւ՜ (ия).
Но тогда по теореме 2 все три утверждения будут справедливы.
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§ 4. Перенесение полученных результатов на ряды Дирихле

Для функции /•’(-), определенной и непрерывной на полуоси 
।,х I, и для любого а^>0 определим оператор

-ЭС

Հ-а"*  Г (a) J (4.1)

называя его e дробным 
с концом в точке 4֊ «».

Легко видеть, что

интегралом от функции /՛ (-) порядка а^>0

а-io '/,.а

поэтому естественно интегралом нулевого порядка считать саму функ
цию Д(^).

Пусть последовательность чисел {ия|, (л>0) удовлетворяет ус
ловию (1.4); обозначая a,.. 1 (;ч- -|4-։Հ (А > 1). введем в рассмо
трение функции

/>՝/--(֊) - ֊ /Հ֊ р ~ №\'}\ 
dfv ՛ I th I

(4.2)

/?**>•(=)  - - Ն-ճ ?**»֊•»/- (о))
d,.z Դ 1 da I

(fe = l,2,--J 
предполагая, что они существуют и «непрерывны на полуоси 
•К- Ь00)-

Заметим теперь, что после замены переменной л-= ճ՜0 перево
дящей полуось (:0, х՛) в отрезок [0, ձ), ձ=^ jec.ui обозначим

/ 1 \ ' 
i(x) — /• ( lag֊ ), то получим: 

\ -v /

х=е'։ <4-3)
С< р 4 / «А

и поэтому

/. h՝b\ = D f{x\, х-е1 (4.4)

(А«0, 1, 2--«).

(нл)
словимся говорить, что функция A F\z) непрерывна на 

(бо> Ч-**] ’ если
1) она непрерывна на интервале (зе, Ц-л);
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2) существует и конечен предел

Имея в виду формулы (4.3), (4.4). простой перефразировкой лем
мы 1 получим:

Лемма I bis. Пусть функция F(с) определена, и непрерывна 
«й (°о. т 001 и удовлетворяет условиям:

а) Функции
(М

L /?(о) (А = 0, 1, 2,..., //+1}

существуют и непрерывна на (с0! + х].
б) Функции

е d л'1'*' /•(=՛., (4 = о, 1,2,- ■. я) 
ch

непрерывны и абсолютно интегрируемы на з0. ֊!■ 45).
Если 5i-(ce, 4֊л|, то справедлива формула

F(,) = +
.Т. Г<1+Р*)  ,

+ —L—է (е-_ 'е֊Ч. ՛՛’•■'>[„') du. (4.5
г (j*«- h) J т

Булем говорить, что Fie), L з„), если существую։ и непре
рывны на '0^ <*|  все функции

/. :Հ''/՝(□), (А = 0, I. 2. — )

а функции

ch

непрерывны и абсолютно интегрируемы на 4- ).
Если /■(՝) L (рд; о0). тогда при любом л՛ > 1 и з£ (зи, 4- по 

формуле (4.5) будем иметь
!i I (и* г >

/Ч=) - Ճ -7Г7. °)
До г(> + р*)

где

(/•՝; з) = uL,lL,t*'՝F(u}dn. 4.7|
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Из класса Z. ;.ц; т0) выделим подкласс /*(р Л; »о) тех функций 
/•'(з). для которых

Um Rn (Г: ~ — о 
я •• •

притом равномерно ио любом отрезке вида |«|։ -Ь *]с(з 0. | ■*֊•].  Сле
довательно. если /-is) / ’ip,; տ0Լ го справедливо разложение

/-(»»- -- (4,8)
— | (I - ч, .

равномерно сходящееся на любой полуоси |:։. • ^)с(5„,
Очевидно, что если 1чз /.•(:*«;  э„I. то она ап:|.1игичсс1<п про- 

должаекч пл ..... . во. оск< гь Л*  Հ'■ ■՝„. — и разло
жение 1.8) сохранит силу и той жг но.:;, плоское нт.

11з теоремы 3 простой заменой • ист
/'։■ (>/?<• Jf </ г.', i/ye/ttl, fli>t ...• <;<- Jp->). 'I 0) yflotl-

летчорнет уч.ц,ним it

?„ ". » ''•< Լ ’Itnp. - Р х (1.9)
1 - -

а) е< л/ 1:у. ' i. и кроме mold

srtn /. 4 /451 .Ие“**Г(1  -’Ч՛, * Ո.1.2....

то Ւ'! । rj. •_ •• ՝.<• ■ > ение

Ւ' ‘---------- —г , т- s,, =>»]
— ГС. - ՚Հւ

С.) ее.‘.и кроме ft՛֊ .■ . . /-с- уОаелетиоряет
так>ц:е у-, .к>■՝и,ч>

Ипт sup-------  < -t ՝ (LIO)
г— - н

п имеет места у • ՜ :-՜ ■

/ и = V ■*« ’

։ Хеднщеа-к на *• . аг; ( *0 а / / 0) / цц; 5| ։ кроме
того

а» =
Ո1 . р
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Оставляя теорему 4. приводим перефразировку теоремы 5 па 
ряды Дирихле.

Теорема ". Пусть последовательность , ;ւ..Հ, (и ֊ 0 удов
летворяет условию

^>0, 0<:дх.<1֊։ч. (А*  — 0. Է 2,-•-) (4.11)

Нт յՀ = 4. к, 
и- ■-

а) Пусть /՝(□) определена на (о0, |-«>) и существует такое 
пополнение 'ч,! 00 последовательности {յՀԼ удовлетворяющей ус
ловиям (4.9), что

1)

2) sup 4ՀԿ >.'«.| < Me ՜'օ!1Ր(1  НМ) /г — О, 1.2,.-- 
(А.. -I

*

3) 1. "'^ ' Т'{ . ’С) 0. если р1$ {|Ьд|

т о г да сир ас. ед л ив о ра з.: ожени е

Л|=) VZ -г““г (4.12)
.Հ Г(1 I 14)

равно черно сходящееся но каждом | ' czHii։ 4-*г1.
При этом функция F\c) аналитически продолжи ни на полу- 

пл<՛. ■ R. и разложение (.'.!?) ефХрфшт.
силу во всей полуплен камни /? ->՜ս

6) Пусть иоследпаа :елън> :т:> // 0) удовлетворяет у -
ЛОеняи (4.11) ՛! (4.JO) а имеет \<ссто разложение

и- а
схоаящевся на (з0, |֊«=],

При любой г.'ню ле. ичн tetj >.<-т е ibuncmu (p-J до последо
вательности (;Հ}, ушезлетворяюи^ей уел e iя а

:Հ = 0. О Ա՜ է !*•  • I, (Aj -- 0. 1.2.՛ • ՛)

!Гт յ*ձ-  — -г 
к • •

и
, 1(й»/гНт ччр ------ »

г \ Ր,

для с*  — с0 | / с.привеалявн՛ утвержден'я
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1) (։Հ; =)*
2) sup |// '/- {о) I ллИлг (1 + м 

l< ։+“1 (k = 0.1.2.*

|U.;J
3) ак =Д /'|՜է՜-1. (  - 0. 1, 2,-• •)*

Г (1 4՜ В**)

/.д, I 0л« ՛
где L" F(e) ճ Հ /•՝( = !, если ;ч„ — ил..

Институт • атсмчтикн и механики ЛИ Армянской ССР. 
Ереванский государственный универенте: Поступило 2zi III 19՜8

IF. IP. У.р|’u։;iuilij L. I*.  ‘bknubaj uiG

ՖՈՏՆԿՅհԱՆեՐԸ WbhLbh Z T-PbPh ՎԵՐԱԾԵԼՈՒ
2ԱՅՏԱԱԹեՐ 

ա ս՛ փ ո փ ո ւ> ւր

Ներկա հոդվածում րերվում են րավարար և անհրաd և շւո Ufni լմաններ, 
որոնւյ դեպրում ^ՀԱ ՜*  ՜) կքէ и ա ա п ա՛հ ւյ րքւ ւքրւ» и ււէհմ ւււնւիսծ >J> էււնկյ/ի ան կա֊ 

ս. a
րորլ է; վե fini<>tf!iլ ')'1ւր1ւիւքե ի [tuu> J в ՚ ։/> ււլնկցի ան h ր ի:

Դիք/ույ! !՜ 1g) ֆււէ^ւկէյիւսն ան րնւ/հա ա 1հ ('ս> — XJ կի и ա աո ս/ն ց քի վրա

U ահմանենք։ հեաե լալ >։պ եր tn in որր'

՛ու 1Հ աոո ոո[, որ

Ենթադրենք, որ 
սրո լմ աննհրին

dez ’ Г (a) ,1

lim =
a • Ю d^~a

H 0) հաջււ րւլականու p ;ունր րսւվալւարոէմ է հհտևլաք

0<ВЫ-|^< 1, (£ = 0, 1,2,...) (1)

Hill [1Л. -- — 'Xt 
է- -

= 0.

Նշանակելով 1 — 1 (|*Հ.  — Ահ___լ', \/i ՀէՕ), ւլխոա րկենք հևաևլալ վւունկ-
tjfmi'lib րր



~ ■ Հ
*00 + - UI||

(ւ) (•••‘б‘Го = ¥) Т՛ — ,+՜^>օ ‘օ<0*։
մսյյւխվԽցէւո (Q < ?/) ‘{’MJ diaBi^, 7. P'lllu'M

(••• 6*1'0  = ^)
(*•։  i ւևւ

(o°4 T)7
'1

1- + 'Ч
ТО - A'l -1 I) Л^<7У> 1{*Ц,,. 7. 7( dns

7^ Գ Т ^)7Э(*).7
հփյ։ոմն iJBmd

nilntn
0-V

՜1՝ + "ԿՅ= Л..:7,1”Л = <=)^ 
Oi>

П
*4 - -v

(Ei ,֊->/-■ ^plnsum
qdq (J

mil ի փ11>;յււո։ււ >աովկ 
|<x ‘Otio[cc 4 ‘l£j ։1,P D4Pm ։|։m7mdmnm|»mi| jnudn inntl «Др 111 Qind-jj։

[-4-‘M}=

‘(•••Vl ‘O = -Yl

(<+l j
՜ ^ri- 4֊ , 7Л ' 7

վց»ս ւ|նր|ա rnlnm

(-•I-
W4֊l)jv ‘ԴէՀ> 7|dns

(*tfj

հվցրոմն ։|Bn».I ղ (°c ։,;Հ у i ՛£>)_/ (m ։յյւ|ւևյւ|ցւորքրոԽ (j) q jnud
-mdmpmd 3q-iurrHui|ml|mbihi«mj; "Հ; du ‘uijqiHimdijq •{ ji q մ u i| 4j

• if 1^411111/1 mJnm 4^4 ^infill indi։i]ii։it/ th/4 i^hiii յմ nt hi nJ tn 4ք֊];ք snitift | v 1
-P

tjl41/1144141] f —,Ձ I)"'] ‘mil]» tfiflir^rtrum

-tnnt]Ij ’°c) 1^4 տտ^Լէհէհ^ա 4 1^41^14 1Հ411 p] initth մ/Լ/ոէհ^ Ju ‘]tul4Л1П1 ր]ղ4

CP I. _c‘7?7’ք) ~ ՜

I . . I .s,
^7՜՜ = (& Հ^

(=).-/ ՜ (^)Հ^7

501 OL’XHdHtf ricud n нипмнЛф HK>ow(OKOire<?d )j>id.?i»d>{
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ш) l։j>b /- (z '• uiufiif ։։Сн] ւսձ I. ;-Q, |- -< ՛ ։||Hi։ b. qnjntpjniG n։G|i tujG- 
պխփ (I) upujifuiGlibpliG pun| eupuipni] )puigi]iuA ч ‘ J fiiu^nprpiilpuGnt pjni G, 
np

Ո /’(?) ւ<Հ; zj

2) sup С /И г?՜ Г'՝:Л* Г 11
♦ *)

<ւՀյ . ■
Յւ / /•(- ^)=0 Ь|>1.
սո։|սւ ս։|։ղի in G|։

>» I u ij
0( _

r‘։ ?»>

i|b|HuA neil’p, punt npmil' 8un| iniimpui» սււի unl'lili tf[i |7J։ , 4 | -|։. -|- j
1||hhu։uilui։՝i(JP|i ։| pui

]՛) bpl> Հ1,.1! liinpnpfjmljiuGnLpjni Gp pun) н։ршрпчГ J, (3) b ( li h|uij- 
ifiuuGbpjili li

F{’) -!■
A -U

սւպւս. bph ';i JZJja.J iujGi։|]iu|։G I;, up piui|u։pUi|n|n։ ։Г 14! I li pj upuj- 
il'iul! iil/pp կա CiLGiuli ц

H Fp: /. (Հ: 3*),  з*  = ол-и/

2) sup l. Д/^П! Դ p.v)
1Л • *1

/ ''"'/’(-ւ ос)
3) • (A = 0, 1, 2,' ։-)

Г(1+1М
лршЦ

(Գ)

J.pp
։^ = :Վ- = ւ.շ,.-.):
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