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НАУЧНАЯ 1АМЕТКА

Л. А. Мовсисян

О некоторых специфических особенностях
анизотропных оболочек

Целью настоящей заметки является выявление некоторых специ­
фических особенностей напряженного состояния и перемещений обо­
лочки. когда материал ее подчиняется обобщенному закону Гука и 
а каждой точке имеет лишь одну плоскость упругой симметрии, па­
раллельную срединной поверхности, т. е облалае՛։ анизотропией до­
статочно общего вида.

Задача излагается по безмоментной ։еории на примерах цилин­
дрической. конической и сферической оболочек.

Зя координатные линии берутся главные линии кривизны.
I. Цилиндрическая оболочка. Пусть положение точки 

•а срединной поверхности оболочки определяется параметрами а и 
де а расстояние точки от одного горца оболочки. > длина дуги 

направляющей, отсчитываемая от некоторой определенной образую­
щей.

Для простоты будем расема։ринйть цилиндрические оболочки 
кругового очертания, В этом случае для коэффициентов первой квад­
ратичной 'формы и для главных радиусов кривизны будем иметь 
жачсния: .4 1. /) — I, К, = ». R2 — г, где г — радиус поперечного
круга

Из общих уравнений безмо.ментной теории оболочек имеем сле- 
лющие уравнении равновесия |1. 3|

"Г,

о Т-, <)S
՜1՜ лГ к=о,
Т.-ւ-րՀ о.

. формулы, связывающие компоненты деформаций . перемещениями 
л. v. w:

>i. (JV
՛>֊: ՜1 .А

И!'

Г

Ou dv
HI -----

ԺՅ д']
(1.2)
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Из уравнений теории анизотропных оболочек для соотношений 
упругости имеем |2,5|:

Е1 = *у  (°и / 1 + tt12^ Ջ ՜է՜
Л

еи = —֊ (aja7յ -|- а227շ 4֊ «5|ր,Տ հ i 1.3)
n

w = У ^‘"ր'Դ Ոա1հ +

где Л толщина оболочка, «д. коэффициенты деформации.
Уравнения (1.1) и (1.2) в общем виде интегрируются весьма 

элементарно. но мы это сделаем для частных случаев
а) Пусть оболочка длиной Լ несет равномерно распределенную 

нагрузку с постоянной интенсивностью q. Пусть один из торцов обо­
лочки (*  = 0) полностью закреплен, а другой торен (а /.) совер­
шенно свободен.

Для рассматриваемой оболочки имеем следующие краевые ус­
ловия:

при а — 0 н = 0; г՛ = 0;
11.4) 

при а = ձ /՝, 0; ձ' == 0.

Грузовыми членами уравнений (1.1) будут:

Х = (), Г = 0. Z= q. (1.5;

Из (1.1) в силу (1.4) и (1.5) легко получить значения внутренних 
усилий:

7. rq. Г, =0, 5 0. (1.6)

Подставляя в первое соотношение (1.2) значения £։ из (1.31 и 
Г։, 7Հ. 5 из 1.6). и произведя интегрирование по а, получим:

« av,q— -*  ф/. (р).
հ

В силу (1.4) для произвольной функции интегрирования имеем 
(խ -0. тогда для перемещения и окончательно получим

и al2q ֊- <։. (1.7
/I

Хийлогичным образом из второго и третьего соотношении 1.2) по­
лучим:

г~
к» ------ «2’7 — ■ (1.9'

fl
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Несмотря на то. что оболочка имеет ось симметрия (как с точки 
зрения геометрии, так и с точки зрения статики), она иол действием 
равномерно распределенного поверхностного давления претерпевает 
кручение относительно оси симметрии, и образующие оболочки 
после деформации становятся винтовыми линиями. Здесь интересно 
еще то. что если вместо давления имеем равномерное поверхностное 
растяжение, то кручение оболочки происходит в обратном направ­
лении.

в) Пусть оболочка одним торцом (а = 0) закреплена полностью, 
а другое торцовое сечение (а = Լ . не имея продольных перемеще­
нии, несет равномерно распределенное сдвигающее усилие с интен­
сивностью 50. Оболочка свободна от внешних поверхностных нагру­
зок.

Для рассматриваемой оболочки имеем следующие краевые ус­
ловия: V

при а = 0 // = 0; ц ֊0:
(1.10) 

при а - Z. и 0; Տ = ճ0.

Из уравнений (1.1' в силу (1.10) для внутренних усилий получим:

7’, =/,(?). Л = 0, Տ«Տ0, (1.11

где/Д^) неизвестная функция интегрирования.
Из первого соотношения (1.2 в силу (1.3) и 1.11) для переме­

щения и получим:

" *и (?) 4֊ ձ’,-1-/..(£).

*и / հ

п հ

Из граничных условии 1,10) для функций интегрирования /, (б) н 
/»(₽) будем иметь:

/, - — А=-0. (1.12»

в силу чего хля усилия 1\ и касательного перемещения и получим:

Г։---^50. //= 0. (1.13)
Պւ

Имея значения внутренних усилий /\. /՞5,ձ' и перемещения //. поступая 
как в первом примере, получаем значения г и *«■՛:

г (аю ^Us„. (М4>
\ Ли / Л

! \ г С՝ , , -5(>. (।. լ,֊> >
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Заметнм, что к рассмотренной задаче приводится также ладвча кру­
чения замкну гой круговой цилиндрической оболочки, когда одно 
торцевое сечение закреплено полностью, а к другому сечению, кото­
рое не. имеет продольных перемещении, i помощью жесткой диа­
фрагмы приложен крутящий момент В этом случае (остаточно 

и рнечстых формулах вместо 5 но.(ставить -Ш, 
2кг։

Рассматривая полученные результаты, шмечлем, что н отличие 
о։ изотропных оболочек щеп. продольное усилю 1\ и нормальное 
перемещение а- не равны нулю и в зависимости от направления кру­
чении менямн спой итак՝ т ■ если водном случае и оболочке появ­
ляются растягивающие продольные усилия Г,, го в случае изменения 
шика момента появлнются сжимающие продольные усилия Что же 
касается перемещения :՛ то оно уменьшается с увеличением коэффи­
циента о։<1

2. Коническая ободочка Пусть з ишачпет рассгоянне- 
гочки 01 вершины оболочки л '• центральный уг< л, отсчитывае­
мый от некоторой определенной образующей

Геометрически! характеристики в этом сдучп-- будут: .4-^1. 
Н JSlnO, Rt ~ tx> II R. »։|յ»(ւ. i ,ц 0 угол при нершнне, составлен­
ный центральной осью в образующим. Здесь гоже рассматриваем 
кругбныл оболочки, вгле нчние чего 0 постоянный угол.

Исходные уравнения тля конямнении оболочки будут:

ч - , 1 f)S1 з Г,) -------------
Чч sin Կ д$

зЛ' - О.

1 - 0 1 1
дч smo ԺՅ

1 )

Л ~ — и.

ии 1 dv и и»
Чч. տտէոՕԺՅ ч з t2fl

1 ди о 1 v \и. = ------- — а — I — I.
з Sln$'<j$ Ժ» ’ է /

и соотношения упругости 13)
Как раньше, займемся лишь конкретными примерами
а) Коническая оболочка свободна օւ внешних нагрузок (Л

К Z — О. Одни горец а ձ) жестко закреплен, а (ругой 
свободен н к нему приложено постоянное касательное-.силш Հ, Крю 
вне vc-ionioi при этом будут:

при 3 I U 0; г 0:

при ։ з„ 7,= О; .Տ 5„
С2.3)
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Учитывая последнее условие (2.3) к <2.11 имеем

Г, О. Т. И. 5 = 4 х»- 
х*

II։ 1.3) и (2.2) и силу (2.3) и (2.4) получим

(2.4)

12.5)

Պ»±Ղ4. | ’° SjgO, 
t ~ » հ " ՚

в Та же оболочки, но на побочном конце icftCTiiyci нормаль 
ное усилие Г, 7Լ const

Для искомых величин находим:

Г, ' i 7„. 7', О, S=«0, (2.61

« - «и Г. /1։։Т*п I.

»«է^ի։ւՈ-’ -«։2jtgo.

Из рассмотренных примеров можно сделать вывод, аналогичный 
приведенному в п.1, что и и те в первом и .£• Jso втором примерах 
появляются вследствие анизотропии и меняют ։нак с изменением на­
правления краевого усилия. Интересно еще то, что от угли ’• зависит 
только нормальное перемещение :г. которое увеличивается с увели 
чением угла. Кроме гого, как видно из (2.5). величина w зависит как 
от п?0. так и от а1к чп исключением ин линии ։-•/. где :.՛• uibhchi 
ТОЛЬКО от о:<|

3. Сферическая оболочка Отнесем срединную поверх­
ность к географической системе координат, в которой положение 
ючки задается полярным ряеггояинем Ь и долготой у

Положим |1| 
ft 

иг In 1g հ / = ? 3.1)

Д) 
Тогда геометрически։- характеристики оболочки беден 1 />'

. cl։»
/Հ R._ R. ։ те W ри.тиуч сферы
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Исходные уравнения для безмо.ментной сферической оболочки
будут:

.4^՛ + 
да

Я^ + ^|7՛, Т,) + А^Х
ОЛ (h

0,

.iAl)b + 2c,As-֊A՝Y - 0, 
дл ди

(3 2)

Ту 4֊ 7Հ + RZ Լ 0.

1 (JU w 1 dv 1 дА_  V -- * ■ • — -֊֊- Ц
4 .4 R ՛* Я А*  да

... _
ԺՅ \ А 1 да \ .4 )

R
(3.31

и соотношения упругости (1.3)
Уравнения (3.3} можно представить в следующем виде:

d ( и \ Ժ / v \
ծ Д .4 ) Ժ.Ո А .) ՜1

Ղ Ր ւ + ճ(и 1 ՛• 
\ А ’ Ժ8 \ .4 /

13.4

Рассмотрим примеры.
а) Полусферический купол/жестко закрепленный на границе н;> 

.ходится под ‘равномерным давлением интенсивностью </. Из симм։ - 
грин задачи следует, что и и v в полюсе равны нулю.

Интегралами уравнения (3.2) будут:

+ Տ=Հ2-- (3.5i
2 .4s 2 .45 .4’

Имея (3.5) и 1.3) кз (3.4) для перемещений получим (изотермиче­
ские координаты заменены географическими):

" ’ խս -(,22)£Й|п1£֊- -I- |(<7„ 2«|Ц ճյտ)/|

intg *
м I \ \ Лл

Х|1 /? sin '> f3R sin о. 
bin20 /1

(3 6)

A I 2 2

• "ae/J — ( In te ւժտ * V Rsin’»+ /4Rsln(» 
Wl2/M 2 sin2e/l J

где J, (J 1,2,3,4) произвольные функции интегрирования Опре­
делить «• можно из первых уравнений (3.3).
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Удовлетворяя теперь граничным условиям, для произвольных 
функций получаем нулевые значения. Усилия и перемещения при этом 
будут:

Л = ֊• Г.֊ Տ- о. (371

R-U Ои = -(а,, Лег) sin 0!n la-----
24 ” 2

R*a О

4. Описанные здесь янл -лия специфичны для анизотропных обо­
лочек вообще. Эти явленья совершенно не обнаруживаются в случае

•у = —' (аи 4- a2e; sin 0 In tg—> (3.8)
24 2

и - — Հ֊ (Պւ 4 М 4֊ ֊֊ (<:„ — «յ») ( 1 4- In tg cos 0 j 
ս/l Հ

Из подученного видно, что в отличие от изотропных сфериче­
ских оболочек, которые при равномерном давлении остаются сфери­
ческими, здесь появляются и, v и второе слагаемое «՛.

в) Сферическая полоса. Край 0—90° жестко защемлен..! на краю 
0 = 0՛ действует касательное усилие: вместе с тем перемещение в 
направлении карательной к меридианам отсутствует. Оболочка свободна 
от внешних нагрузок. Имеем следующие краевые условия

при 0 = 0° /4 = 0; S = S0; (39)

при 6 = 90° // = 0; v — 0.

Удовлетворяя граничным условиям для произвольных функций 
получаем:

Л ’ ——֊,֊֊֊—— sln‘А=4 S°R'-տհ1’ °»՝Պւ --- 2</։л ֊I՜ Հ4շշ

После чего из (3.5) и (3.6) будем иметь

(3.10)

у _ _ <Հ ___ f*2<i ^ic____ SHrOy՛
°ճւ։ —2c։a т «а-յ Sirr 0

Q r. Sln20o
~ ’o . » r 1 snrG

(3.11)

и перемещения в вид ՛:

« = 0.

S0K v = -°
24 “co

ճ։յ ~ ֊սւ֊
sin 0 In fg ֊. — ctgO^ sin’%. (3.12)

(«И 6’յշ) —
(I

4֊Պ«
Sjir Oq 
Sill2 eА

^70 ~
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изотропных оболочек, а также в некоторых частных случаях анизо 
тропных оболочек.

Например эти явления не обнаруживаются в случае ортотропных 
оболочек, когда главные направления упругости совпадают с глав­
ными геометрическими направлениями координатной поверхности обо­
лочки |4|.

Полученные тдесь результаты по суш дела, миля«пси обобще­
нием шлмч элементарного напряженного состояния анизотропных ма- 
ге риалов |2| на случай безмойентных оболочек.

Ии< novi ммкидтнкн и меиннкн 
АН А рым некой ССР Н'нгмшли 1 III 1958

է,. (I.

ԱՆՒՋՈՏՐՈՊ miimbPb Ub mb ՍՊեՑՒՖհԿ 
ԱՌԱՆՋՆԱ£ԱՏԿՈ^ՅՈհՆՆեՐՒ ՄԱՍհՆ

и ւր փ ո փ II I* Մ

ll.'l.niHiim իքր„ն նպատակն Լ երե ան հանեք անիղստրոսք թաղանթների 
"*  •"եղափոխո1!եերի մի րանի սւոան^ւււձսորկւււիլւււ ն- 

ներ »•//>/ ղեսքրամ. երր թաղանթի նքութր ենթարկէքու մ / Հուկի րնղհանրտ- 
ցրած օրենքին ե ամեն մի կետա֊մ ունի աոաձղականութ քան սիմետրիայի մեկ 
հարթէՕ թ րոն, սրր ղոէղահեո Լ մ իքին մակե րե ո < քթ ինւ

էՕնղիրր շարաղրվաձ / անմոմենտ տեսա թ ւամր՝ ւրանաքին, կոնական ե 
ղնրւտլի'էւ ի<քսէրրսնթների համար
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