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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

Б. Л. Абрамян, А. А. Баблоян

К изгибу толстых круглых ПЛИТ 
осесимметричной нагрузкой

В настоящей статье рассматривается задача об изгибе круглой 
толстой плиты произвольной осесимметричной нагрузкой, приложен
ной к ее основаниям.

Плита предполагается закрепленной так, что одна из окружно
стей на боковой поверхности или какая-либо точка на оси плиты не 
имеет осевых перемещений, а вся боковая поверхность не имеет 
радиальных перемещений [I].

Аналогичного типа задачи были рассмотрены в работах Клем- 
мова |2|, А. Падай [3], А. И. Лурье [I, 4], В. К. Прокопова |5] и 
Л. С. Лейбензона [6].

Задача решается методом Фурье, при этом исходя из основных 
уравнений теории упругости, без каких-либо допущений.

Рассмотрим круглую толстую плиту (или цилиндр) радиуса R 
и толщины Л. Будем пользоваться цилиндрической системой коорди
нат и совместим ось z с осью плиты (фиг. 1).

Известно |7|, что решение задачи осесимметричной деформации 
тела вращения сводится к определению функции напряжений Ф(г. z) 
(г—направление радиуса, z направление оси вращения), которая в 
области осевого сечения тела удовлетворяет уравнению

1 д & 1 =0
* г ժր ‘ ՜ 7 <յր ՚ az- J (I)

а на поверхности тела задается законом распределения напряжений 
или перемещений.

Напряжения и перемещения при осесимметричной деформации 
выражаются через функцию напряжений Ф(г, z) соотношениями

о2Ф\д
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սր —------------------ .

*2’i drdz
и.. = -!-[շ(1 - 'И'ф

2ղ

Օ2Փ 
dzz

где р — модуль сдвига, a v -коэффициент Пуассона.
Решая уравнение (I) методом Фурье для круглого сплошного 

цилиндра, функцию Ф(г, z) получим в виде |8. 9|

Ф(г, z) = z(.-lr2 -|
со

Cz ! 4֊ լ [£*70(л*г) 4֊ 
ft-!

оо
4 ОлМ՜/յ (Хдг)| sinks? 4- Vsh | (3,1

»-1
#fcchpAz CsjH-zsh jix-z - D^chjiaZ) 20(|ц.г), 

где Л (д*) —функция Бесселя /-го поря яка первого рода с действи
тельным аргументом. /,(?)—функция Бесселя первого рода от мни

мого аргумента |10|, >,4 = —. а
Л. I

Ра корни уравнения

Հ№ = 0. (4)

Рассмотрим напряженное со
стояние круглого цилиндра при 
следующих граничных условиях

со
м, (R. ;) = Л (г) = & 4- у gk cos ).к 

А — I
л»

г) = Л (2) = լ qk Sin Kz 
к-I

co
G. I r, 01 = f, (r i - an 4- У (1Վ, (|ЧГ) 

a—։
oc.

v.- (c o) =/4 (r j = у c*J։ (p*r)
(0<r<Z?) (5)
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х> •

<• (Կ Ч- Ջ ծ*յօ(^г)
*-1 

ээ

-rzir, հ) քշ(ր) = yd,;Ji (i^r)

.Здесь мы допускаем, что функции » /, кусочно-непрерывны и нмекл 
ограниченное изменение в соответствующих интервалах. В силу сим
метричного распределения внешней нагрузки относительно осн z 
имеем также

“г.-(О, zi nf(O.z\ 6. (Bl

Условиями (6) и (5) полностью определяются все напряжения и пе
ремещение и,. Перемещение же и определяется с точностью до по- 
•.-гоянной С Для определения последней предполагаем, что переме
щения w- на окружности г = 1Հ боковой поверхности цилиндра 
раины нулю

/с-(/<01 = 0. (71

Вычислив по формулам (2) с помощью (3) напряжения и пере
мещения. получим

СО.

МС г) = —2(1 -2v>Д +б7Й- V/.i cos!.,։ ] |£» ■ 
, Л- I

֊է I — 2v) (7Д /„ (лАг) АД Ճ*3ձճ2 փ (Лдг՝ ՛
X*r .1

+ ֊ ^հ*Հ( Р•՛-•'■) ||Лէ Г 11 | 2>) /Л| ch де - |Я/. ь (I 2ч сх.| sh!4^ + 
*-՛։

. оо
<Лде ch де /Аде si) де; - У, Ճ13ՃՃ) |( д /д.) eh иЛг ֊ 

Л- I
-Ն (В;: -+- СА) sh U..Z -Н 6\р;.г ch u*Z -г /Лах.2 sh !Ч ' |, (,8)

ОС
Ն (Г. z) =4(2 v)4 Г 6 (1 V) В 4- Vxicosk*z(|/-*4- 

k~ ։
ՉՕ

+ 2 (2 «) «И /. (X*r)' + ճ^*ր/։ (Х։г) I + у (;1(Г) (|/Л (1 ֊ 2v)
*- I

Ak I ch n*z J Ck (I 2v) Bk J sh \^z D^kz sh p*z — Ck^z ch pAz). (9)
՜ւ Известии АН. серия фкэ.-мат. наук, № 4
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ос՛

-,,(г.г< sin Х*г (|£» + 2 < 1 >' G»| /, </.*/-) +
><- 1 

X՛

4- ;л*г)) 4- У] Ил-Л Н*г) 4- 2^/Л) Sh \^z 4
А- I

оо
• О*лА.г/в 1Л*Г)| ^|Կ-֊/։ (|чп |(Д* 4-/Z-)chj4Z

I

4՜ (В* 4- 2<’Л) ch CjtHA-z sh I֊ D^z ch n*z). (10)

uf(r. z} -5- (2 Ar 4- У XfcosK^I^/j (k*r)
2^ •

«:(г.г| = 1 J|8|l >)Z4-6(։֊2v)^|^4-2( I—2’4C^
2u I

• (5a 4- Ct) sh 4- C*n*2fch - D^z sh p*z| j (11

Ov
4՜ XiA* s*n *'kZ 11^* 4- 4 ։ I - >) Gt| /0 (Նհ) 4* (ԿՀ J 4 

*-1
co

; £н'и»(!*И Ц2Н 2>)/Л X*|shn*z4 
I

4- {2 (1 2>) CA. 8ե | ch — 6\p*z sh ^z ch '.ч-z] j ■ (12>

Легко виде ть, что условия (6) ■ удовлетворяются тождественно. 
Удовлетворив же условиям (5) и (7), для определения постоянных 
интегрирования, входящих в выражение (3), получаем ряд соотно
шений.

При получении этих соотношений пользуемся разложениями Фу
рье-Дини |И| функций /0(ллг) и г/։(а*г) по функциям (J0(p*r)) |8]. 
где ра— корни уравнения (4).

Из указанных обоих соотношений для постоянных интегрирова
ния получаем следующие значения

4 =֊
2Ք

(13i

и . L + 2(2՜ ’ii*» 2 у 4i.
" R R4Xt (14/
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С= |w»(?»cshM cthM)
’ 1 ՜₽» ՚

-AMsch|i»A - I- -------------- (1-2' • £)|.
UX. 2^(1 v) J

c = յ1ճ՜Լ , 
2(l-v)X}/։(M?) ’

/.՝ 1 [.), , 
I 2(l-v)/։(X>R)

I г
/Л ——rr 1 --№*csh^A—cth.M) -

14(1 — fell I1*

--(3Л. cth jx*// csh н*Л) •
H*

CA - -շ-тг—7Г I ‘v* (e* csh M 4- cth |iftA)
м1 - м լ

AU I csh щА + frj cth |x*A) 4- — 4֊ —— • 
խ; Pk .

Aa- Հ* 4֊ (1-2*) a.
PA

Bk = ^ - 2yC*.
Нл

где введены следующие обозначения

За = Р/.А csh |чА
со

№= .?«_----------2---------у Мд +

_____ 2'ժ»______ у (հ:> -I- 2^л^/>) ,
"(1 -*)RMikR\^ (Հ + Й*

II _ А*2 у (— I )РМ/л ।

2м V ՜՜1 >%(fr,4-2|*Wp). 
' (l-v)RJ0M^։ ՜ Й+^)2

(15)

(16)

(17)

(18)

(19)

(20)

(21)

(22)

(23)

(24)

Из упомянутых выше соотношений получается также следующее ра
венство

է "0-^=4՜ Տ է֊՛
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которое является уравнением равновесия си i. действующих вдоль оси 
плиты-

Подставляя найденные значения постоянных, интегрирования из 
(13)—(21j в (8)—(12. получим формулы для определения напряже
ний н перемещений.

В качестве примера рассмотрим случай, когда плита изгибается 
нормальной нагрузкой, приложенной осесимметрично к верхнему ее 
основанию, при отсутствии радиальных перемещения на всей боковой

поверхности и осевых перемещений на средней окружности /г = К 

Л \ ..при с= ) этой поверхности, то-есть՜ когда граничные условия за- 

1зны соотношениями

//hA’.zi /։(з; 0;
2) = /а (Г) .дг հ)շ.

^ir.0) = f3{r] -С.

V- ։г 0) = h I г) 0,

v/(r, Л) Д|г) -Ղ

»,(/?, А)=о
где постоянная величина

а ■=

определяется из условия равновесия 25).
При таких условиях имеем

<1* c^dk^ ,հԴ = 0.

3<?£г 
№

___  
ерЛ.

126)

(28'

(29)

где введено обозначение
Q = ^։. (30)

При е -0 имеем Jim g-z՞ — Qq, что имеет место, когда плита изгн- 
*-о

бается сосредоточенной силон Qo. приложенной в центре ее верхнего 
основания.
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Пользуясь значениями (28 и (29. ин неизвестных постоянных 
получим следующие значения

1 =п

12(1

Q/i 24Q у ( JjF&jM
В(|_.И-/Г- i\-2:)-Rf!4 - Հւ Гл,Я)է- I. л...

(1 ՛.)(! 7,Л- I. •

2 — 
fc<. 1

нН I jM

I Л.։_

/, (А/. Я)

.victh1^
2Հձ/։ I •». si .-||| vsh |t Л » 2

՜/?2 ' - - ՛:d\ !’ii i 3ft)

/J. — 2ОЁ*Л(։^ Л
՜/Հ:(1 /•. I'u../Л ՚ւ, !

.Ն ЛЛ- ! 2:)1А.

В, = ֊ 2vCb

где использованы обозначения (22), (ՅՕԼ а также
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Подставляя эти значения в выражения (8) и (12), для определения 
нормального напряжения о, и осевого перемещения и. получим сле
дующие фнрмулы

I2Q cos KkZ
{^R)2к/?а(1 -vj

, A>ia/
г/, (Х>Я)

Հ^՜Օ^ԽհՏր ,Msh։“? *’)ch|^'
-I- ch,uit(A r)|֊J֊ /Vi((l ■ &*)shpAz shp*(A z) ■

-HI r-M ^chpt|7/ г) 1 ?-tch'4zA z —(I -M:a*(A z)chm-z|| 
<»

2y - {/’*|sh|x*z +^ch|bfr(A z)|
%lshpAA

֊Я։А<(1 7)

2> zz-R/0 (^kR) j
I.

4- .v*(sli P'.z sh UZ/ (A z) 4- 3* ch ;«.*z ch p*A| (34.)

2 |1//. Г. Z) (1 :m ՝.>՝ 
2(1 -7) k/?-

2(1 2») C 4-

•I?Q у sinX»g Հ (w)
A’-! - Л '

_ 12 Q у sin

x I. Ժ...
r/։ (?.Հր) /, (4;R)\

bn___
S)sh M

|(2y — 2 ch u-fc/j ch рл-г —

(I — 2-'H',tcli in-(h ?» -1 -H»zsh H^*shpA(A z)|

Հ [ —-

л;
սծ( 1 — 8t)sh p ji

12 Г —v)ch>*(A 7»ch afrz 4

z shj**z liftZshfi*. |A z)|j- (35

z i 2(1

4՜ 4-a ՛ A

Некоторые значения напряжения s, н перемещения ч:, вычис
ленные по формулам (341 я (35) для различных точек плиты, при 

.. „ г А
7—0,3. в зависимости oi отношений и - приведены к таблицах

I и 2
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Таблица I

h

R

1
Я

։ 1/2

IQ |0. ■> ։ -0.324 —0,583
1/3 -6.996 19.388

А', 1/4 -21.322

.1.(0
1 0,387 -0.787

Հ՜ 1/3 -7.918 -19.450

и: 10. А) 1 -0.467 1.242
1/3 -8.425 21,172

А'։ 1/4 -21.465 —
«•(/?. 0| 1 -0.033 0.085

*1 1/3 +0.327 0.106

h) 1 0.176 0.29-1
А', ՛ 1/3 -1.102 -1.149

Таблица ?

Л 
R

в
R

1 1/2 2/5 1/4 IJ0 1/20 0

«МО. °)

К

1 0.760 1.602 1.817 2.105 2,290 2.319 2,329
1/3 3.504 13.730 17.070 24.783 28.105 37,178 38.024

■sz |е« 
о
VI»

1 -0.214 0.449 0,750 1,327 1.865 1.964 1.999

А' 1/3 -0.214 0.459 1,211 3.-532 13.555 18,830 21.379

-/•(0, А) 1 -3.589 -3,727 5.556 ֊13.392 -80.614 -3'20.617 —

К 1'3 3.943 -12.859 -17.912 -29.524 -99.698 • 3-10.202 —•

В таблицах I я 2 перемещения и- приведены и долях К, =
./А , t Qh .. է г \* Q7 ( r )= а напряжения 3'-“ДОЛЯХ А = *1 r ) -

Ирк вычислениях было использовано значение ряди

V 7| и>><) где (36i
շ

Для наглядного представления закон» распределения нормаль 
имх напряжений ъ вдоль оси плиты на фигурах 2 и 3 приведены 
эпюры этих напряжений Следует отметить, что приведенные эпюры 
составлены приближенно: на основании расчетов произведенных 
только для трех точек оси

Институт математики и механики 
ЛИ Арианской ССР (Нм тупило Ю IV 1958



104 Б. Л. Абрамян. А. А Блблоян

A. J,. U.ppuihuiifjiuft у II». II». I'.uij-pijiuG

ԱՌԱՆՑԴ ՆԿԱՏՄԱՄԲ ՍՒՄեՏՐհԿ ԲՄՌՈ4_ ZiiUS ԿԼՈՐ 
ՍԱԼեՐՒ ԾՌՍ՜ԱՆ ՄԱՍՒՆ

It 1Г փ о Փ II I* 1Г

Հու/ ված nt մ էքիտուրկվու մ է tun անցրի 'հկատմամ ր ոիմեարիկ րևոով Կտսւո 
կ/որ ո ալերի ծոման քւէ՚Նէքքրքր, ե րր րևււր կամավոր ձևով կիրւոոված Հ նայի 
հիմքերին)

Աալր ենխաւլրվու մ Լ ամրացված այնպես, որ նրա կոդմէէալին մակե- 
րետլքյի մի շրգանադծի վրա կում աոանցքի մի էէրեէ կետա մ րացակարււմ 
հն աո tit'll ցրի ա.ղցա.թէԱէմր ini. րրուի ո խո iffitL րր , իսկ տմրրպջ կո rjifli ա յ/ւն մա- 
կե րե nt [fd ի >[{՛••• չկան ա1էէրոէիոիւաէ(1էհր րաոավւչի աւր/ու թ լամ ր1

եմսւն իւնւյիրներ դիտարկված են 1ч/1ч Ալևմմովի |֊|> ^>աւրւէ/'А |;<- 
//.. Լուրլեի | I, /|. ՛/,. Պրոկոպովի |.71 հ է. Լելրենդոնի |/>| այիւատաթրոն- 
ներս։ մ:

l/./n արխաւոոէ խ/ան մհշ րերված խնղիրր րո ծվում /, ՛Խորխի Խրսնակրվ 
աո սւձղուկանուիէ քան տեստթրսն հիմնական հւււվաււարւսւՈւհրից եւնեքով սաանր 
որեկ կինեմաաիկական հիպսիքեդի։
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