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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

Б. А. Костандян

Кручение вала с насаженным диском

§ 1. Постановка задачи

Для валов переменного сечения показано, что, при кручении, 
перемещение, каждой точки перпендикулярно к осевой плоскости, 
проходящей через эту точку. Это перемещение обозначим через 1Հ 
Возьмем цилиндрическую систему координат (г, z) и совместим ось 
z с осью вала. В силу симметричности задачи относительно оси z, 
тангенциальное, перемещение V" не зависит от угла с. Из всех ком
понентов тензора напряжений остаются отличными от нуля только две 
карательные напряжения и -ՀՀ. В дальнейшем -■* и обознача
ются соответственно через <• и -г.

Тангенциальное перемещение V’(r, z) удовлетворяет дифферен
циальному уравнению в частных производных

ժ։ / V \ 3 ժ / V \ д' (V\
dr' Ա ! ր՜ ր՜ dr\r) dz* \ ր ) ֊

а напряжения определяются следующими формулами

где 6' = |i модуль сдвига.
Положив V' — г 4՞ (г, z), получим

п ԺԱրGr-^—;дг 1

Հ «= (ir . 
dz

(1.1)

Ժ*4՛ , 3 Ժ4' , Л 
ժժ + ր ժր + Ժհ» “°'

На контуре осевого сечения функция V (г. z) удовлетворяет сле
дующему граничному условию |2]
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Ճ1՜-±ձճւ из)dn (J г (I) ’ ' J

где/> (7) — интенсивность внешней нагрузки, г (Zi—радиус сечения в 
данной гонке контура, я / - длина дуги по образующей вала.

Рассмотрим кручение кругового цилиндрического вала конечной 
длины, на одном конце которого насажен диск из другого материала 
(фиг. 1). Внешние радиусы вала и диска обозначим соответственно 
через s и R. длину вала через b и толщину диска через а.

Пусть крутящая нагрузка распределена по всей свободной по
верхности вала и диска, по следу
ющим законам:

•ւ{Հ о) - »յ(ր) 0 .. /՛ s
•Jr, 0) = b(r) s < r R

Z) = срп(Д) 0 z « a
Ն(ր, a) ?4 (r) ծ՛ r R (1.4)

-■r(S, Z)=^U(Z) a <՛ z Հ b

-Jr. b) = ?0(r) 0 r Հ s

Предположим, что функции } кусочно непрерывны и имеют 
ограниченное изменение в соответствующих интервалах. Тогда функции 
9, могу։ быть представлены в виде рядов Фурье и Фурье—Дини |6)

ос ,
?з(г)=-^ + Sc*cos — 0<г<а;

4-1

а < z < Ь\

О < ր<տ;

где

С»
?2 (Г) = V 4- V F, (ХЛг)

Л-1

оо
(ր)=/օր -Ւ V fkW\('*r

Л--1
ос

«в (н = ?ог + V mJ pft у)
է-1 ՝ '

տ <Հ г <Հ R\

1.5)

функция Бесселя //-ого порядка первого рода;

Ш/ /1 М ?ո(ԿՀ) (1.6)
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где Кя I а* г)функция Бесселя второго рода //-ого порядка, а числа 
’ч-i и խ-Հ-i֊ являются соответственно корнями уравнений

Л(л-)=0;

IVZ3 (sa'i
./3'SA’) K2(sx)
J2{Rx) To Ra֊) *

(1-7)

Для функций Ja{x) и д') справедливы следующие формулы:

О при р k

Я . 4'
(a-H7,(>.»x) W^xlilx = у.

X f

լ (1.8)
շ-(Վ(|1*)|Ջ при р = /?;

НГ2(՝а*х) Wt(\pk)dx =

I 0 при р k

= ւ (Լ9)
|-y|KU7t(k*R)|8֊[s>1(X*s)|‘) при /? = /?;

■
х2 Հ (dx = X21Է7։ (Х*х) dx = 0. (1.10)

О х
Из формул (1.8) — (1.10) следует, что коэффициенты разложений (1.5) 
определяются единственным образом. Внешняя нагрузка должна удов
летворять уравнениям равновесия, г. с. сумма крутящих моментов 
должна равняться нулю.

[ ,М = ^r(l}p(l)dl- = 2r. Հր\1)ր(1)(է1,

J

|| где p(0 = ,f

Составим сумму крутящих моментов, действующих на вал и 
11 I на диск

■L E.'W = 2-.j- Jr*T.(r,O)d>— р-Ղ֊ւԴ 0)ժր4-

о Տ

5 Известия АН, серия физ.-маг. паук. № 3
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а г о
4֊ R‘’r(R, z)dz— ( гЧ. г. a] dr -г- տ*Հր s, z) dz -

U P 11 

j’rh. -r. b}dz

Подставляя значение v н -г из (1.4 в предыдущие интегралы, имея 
в виду (1.5) и значения интегралов (1.10). получим

.L У.м = «♦-*» s«... *•-Ճ (/?< _ s«) _
2՜ *“ '•

£Ճ1/Հ’ *•(* — <*) s’
Դ О UЛя *я (112)

Эго соотношение представляет уравнение равновесия крутящих мо
ментов, действующих на вал с диском.

Область осевого сечения разделим на грн части, как показано 
на фиг. 1. Ищем функцию '1’(Դ*) в виде

4‘ (г. г) =
’Г, (г, г) в области 1; 
Ч’з(г. z) в области П; 
’Га(г, z) в области III.

На смежных сторонах областей I. II, 
формально разложим в ряды

и II, III неизвестные напряжения

М$. z) = V t^cos֊ ֊ 0<z<a;
*-։

•Дг. а) = =or 4-У ևՀ [֊ -rj 0<r<s, 
t-i

(l-13>

где (тй) и (Ski—пока неизвестные коэффициенты.
Граничные условия для функций ’Г։, 4Հ н ՝1*а получим приравни

вая нулю перемещение на осн вала и из (1.1), (1.3)

0<г<х;

Л < «

0<r<s;

|гЧ'։(г,2)),.о 0

(1.14)
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G\r <м?!
dz

ОС
= <դր+ V rtjt./։ (:ձԼր j

4-. V /
0<r<s:

ԻԳւր. 0<Z<«;

О'։Г
Ժ4Հ 
dz

1 a 
II о ■ч 1 гм

3 

<s
.

••

|л
*

-■
« ■

V
 

K.
VО (1.15)

GtX-Ժ4Հ | Պօ v k~z
_ <Г~•s “ иձ--1

ՀՏ 
V

 

N
 

V
 

C

(}.. г
r/4‘3 

dz

оо
= Z»or-r V ծ* ^i(X*r) s<r<R.

С՜/շ /’ dz
՚

= ճ^- u7i(x*r) s<r<R;

G>R d^_ 
dr

Ս 1

=■ -9 -1 ձ c*cos -- 0<Հ r <Հ«հ

(1.16)

(}& S d^_. 
dr

т.о . V kr'Z
"о + Ճ T“ C0S -(l

ր՜տ " k-l
0<г<а.

где О, и G2—модули сдвига соответственно для вала и для диска.
Принимая во внимание, что каждая разделенная часть остается 

в равновесии, если учтено действие других частей, для % и ;0 по
лучим

■г — .֊ ____'Ճ՜՜ -և. (p-i«■*)-
'՞ Գտ= 2as‘ 'K տ|' 

Կ = 8օ +
2д>0 (ձ — а) (1.17)

Функции

r" — 4z2
go ՜ս~ ՜1*

₽*ch _{tChMMH ծ֊։ч- н-տ
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: (1.18)■ О г <տ
Ա z հ

1ТГ -Հ _ _L J /, 3 _ ՜-^0 ք֊ I1շ(ր’3)՜Օյ| 0 !0 s2 18a

й —n \ '^(b — a)
A

Z" , . 1 V
2a + “’г+7- 

(i֊lL

If (r -) = L 1 -f-0- rz _ Ճ՜ ,h f ) 02 _‘M,’ _!___ A- Z--L.
3< '' G2 I 8a ' 8a [՝ ° /o °] r֊ 2a

+ V г X 4- ֊֊ V LA chkAz — bk ch X* (a - z)] -J֊ ^-֊֊֊

A-1

rtk ձ. I —— -^—- 
1 ’ Լ a ’ a

s < r
0 z Հ a

где

՝); (1.20)

а (Л-. V) = /з IЛ-) A2 (,v) ֊/2 (У) А'а (Л-); | 
\(X. У) = /։(Х)/<2(У) (х)/.ду),1

(1.21)

удовлетворяют дифференциальному уравнению (1.2) и всем гранич
ным условиям (1.14) (1.16). [2, 1. 3, 4].

Потребуем, чтобы из линии контакта г = $, 0 z Հո равнялись 
касательные напряжения и перемещения для обеих областей, т. е.

Հ| == -w, г = տ 0<z < а\ 

1/4=1/"’ r-^s ^<^z<a,
или, что гоже самое,
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<Жг | ր Ջ 
dr Արյշ dr lf_; 0<z< a;

‘1Հ (<?, z) «= Ч*э («?. z),

i 1.22)

(1-23)

Условие (1.22) мы уже принимали, когда предполагали, что на смеж
ной линии областей Н и III -г разлагается на один и тот же ряд для 
обеих областей (последние граничные условия в (1.1.5) и (1.16)!. Пл 
линии смежения областей I и I! потребуем, чтобы

У։|=У։, Чг2(г. а\ - Ч\ г. а] 0<ր<Լտ:

Ճ!Լ| 
d^ L

dV. 
dz О < Г < 5.

(1.24)

1.25)

т. с. перемещения и касательные напряжения равны с обеих сторон.
Непосредственной проверкой можно убедиться, что функции 

Փ՜/Ա — 1,2, 3) в формулах (1.18) (1.20) построены гак, что условия 
(1.23) и (1.25) удовлетворяются.

§ 2. Сведение решения задачи к бесконечной системе 
линейных уравнений

1°. Функции ։I‘j(r. г и 4Հ(ր, г должны удовлетворять условию 
(1.24', т. е.

Ч*։ {г. а) =- 4*շ.(ր, а) 0<Հր<Հտ. (2.1)

Составляя это равенство, после несложных действий, получим

q sh — - csch — eseb---------------- a* cseh !— -
S S 5 S

Умножив обе части равенства (2.2) на и интегрируя

ко г в пределах (0. s), используя формулы (1.8), (1.10) и значение 
интегралов
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получим

рЛуНМЙ dr= а'֊ 
տտ 4֊ -Հ- • ձ3

(2.3)

(2.1,

., AL.,b ара . թ»(/յ — Ռ) , . .;wch ֊ csch ■ csch $/, (|ар) =S -S ճ

esch տՀ , ;դ1 V I
տ-0Ւ)+(տ֊)

+ |2gfl& + (?,-«d)sa| .^ . (2.5)

2Հ Функции ։Г2(г. л) и »Г,(г. л) трлжны удовлетворять условию 
(1.23), т. е.

՝F2 (s, г) = Ч*з ($, г) 0 < z < а, (2.6)

Из формул (1.19) и (1.20) составим равенство (2.6)

j ао ?о 2^\Ь а} ձ՝2 - 4л2
՜8ն՜

— a* ch (Д г)

?*sh 6

-о

ծ0 _ /•> տ-2 ! 
За

I (!’„ ֊/.) R1 ֊ 2ас.1 ֊ -\,;Л 2’+М+ К ।

/с-2
«у 

тгг*—
А—1

է у

Л~1
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■ ■  ' 1 -   — ■ ■■. i՜* — -------------------- ■ ■ ■ гл1

Здесь использована формула Вронского /л(х)^+։(х) /Л+։ /\п(х)=—.

Умножив равенство (2.7) на cos и интегрируя в пределах 

О <?<«•. получим

fesh csch csch ;է',|ձа- s Д (|Դ) = Lp. " (- - 1 у>-1 t«, ֊ Fp. (2.9) 
•S Ճ S Ct

где <x£>0—пока неизвестное число, которое в дальнейшем выбирается 
так. чтобы система была вполне регулярна. Тогда бесконечная систе
ма линейных уравнений (2.5) и (2.10) приводится к виду

СЛ
I.,֊ У aptFt -\- R:, р = \,2.3---

А—1

FP = V bpkLk-^Dp р - !, 2. 3-..

(2.10)

(2.1I)
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где

(2.12)

(2.13)

-|2^֊ (₽o֊«»)s։l 4^ ; (2.14)

'2^Д֊Ч—Կ ( - 1р - 7г1 b (2J5) 
(հտ՜ / °։ J J

Совокупность двух бесконечных систем линейных уравнений (2.10) и 
(2.11) можно привести к одной системе

Հ-֊Հ^, й„ р- 1. 2. 3- -, 
*-1

если ввести обозначения

(2.16)
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/>р j — /-/>; /гр — Tpj B-jp-x Rp\ В*р 7Հհ

(2.17)
-'Ն,9.2Հ' = 0: ^2//.ՉՀ'-յ — b;,k ; /1շք-|,2Հ- J = 0: A 2p J,2fr - - llpk ,

§ 3. Исследование бесконечной системы линейных 
уравнений

В Обозначениях (2.9) введенное число а>0 можно выбирать та
ким образом, чтобы система (2.16,i была вполне регулярной |7|.

Рассмотрим отдельно два следующих случая.
1°. Для нечетных строк

V 14,.., ,.„1

1 cth s
1Դ«

(3.1)

в силу обозначений (2.17), (2.12). Причем использовано неравенство

cthx---- - ■ 1, 0 < х <Հ ооА
и значение ряда

V 1 к / .. 1>. ՜ — п— cthrt--------— Л- -|- а՝ '1а I ат.
Л-1 4

(3.2)

(3.3)

2°. Дли четных строк из (2.16) в силу (2.171 и (2.13)

со со
У М?,.»| = У>*| = 

t֊i
а5 Հ^լք£^\

\ д / Գ \ " ___չ_յ
I.A&] ՜Ւ ձ p7ZS

\ a ) \ a ' a )

(3.4)

= а s

2 а

Нетрудно видеть, что

shJ^Lsh cschM 1
ձ՝ S s 2

Показано [1J, что

(3.5)



Ясно, что

•. (=■ ^) - '■ (’-FH2?) «.(<?) '-[^Խ 

так как

Л(х)>0, Аг«(х)>0 при л->0, /?(«)>— .у, 

Показано |3], что
/« i(x)</,.(а) прнК(а)> 4’ 'v>°

И

Кп{х) А\֊|(л-) при х>0.

Имея в виду (3.5) (3.10), для оценки (3.4 получим

(3.8)

(3.9)

(3.10)

(3.11)

Выбирая а • для оценок (3.1) и 3.11) получим

Л-1 

(3.12)



Кручение вала с насаженным диском 75

Тем самым доказана вполне регулярность бесконечной системы ли
нейных уравнений (2.16).

Совокупность свободных членов системы (2.16 ограничена и стре
мится к нулю при р — ос |1|

Л/» = 0(/>4). 0<Տ<1) при р -ОО. (3.13)

Напряжения определяются формулами (1.1), где в соответствующих 
областях надо брать соответствующие функции перемещения 4' :/ 
1» 2. Յւ и модули сдвига.

В качестве численного примера рассмотрен вал с насаженным 

диском для следующих соотношений параметров а= Հ՜ .s\ b = 3-?, 

Л=3$ и GS=2G։. Крутящая нагрузка приложена к торцу нала по 

линейному закону т_. (г. Ь\ = ~։ ֊ и равномерно распределена по бо- 

ковой поверхности диска
Аналогичную задачу рассмотрел Н. Saito |8| для бесконечно 

длинного вала с диском.
Методом последовательных приближений получены значения 

шести неизвестных коэффициентов и оценки для остальных. Найдены 
численные значения напряжений для точек вала и диска, которые 
приведены в таблице 1.

Для наглядного представления закона распределения касательного 
напряжения на фиг. 2 приведены эпюры этих напряжений по неко
торым сечениям.

Таблица / 
* 
՜Կ

О 
0,3997 
0,800.
I.0302

2
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Վ-եՐԱԴՐԱՄ ՍԿԱՎԱՌԱԿՈՎ. ԼՒՍեՌ֊Ւ ՈԼՈՐՈՒՄԸ

ԱՄՓՈՓՈ1-Մ

սէրվամ Լ վերադրած սկտվասակով լիսեռի ոլորման խնդրի 
չածամ ր ք երբ լքէսեոն nt սկ in if աո ակր տարրեր ն/ո t թ ե ր ի ց են.'

Լիոեոր ոլորվում Լ ւէկավաոակի ե լիսեռի ագատ մսէկհրեոււթի վրա կի
րառված, առանցքի նկաամամ ր սիմեա քՒԿ ա.մ երով:

Խնդիրր րսծվում է տե ղավա (սա թ լաննե րի 1ի ունկցիա փ օդնա թլամ րէ Լա- 
ծա մը ներկարոցվաւք Լ շաթրերով, ըււա Բեսււելքէ հ եէէանկյա.նաչավւակահք. 

անկ ր ի ան երի;
ինտեգրման դորձ տկիրներր որոշվում են անվերջ i(intljt'lt ո եդուք յար դր- 

ծտւյւն հավասարումների иД и։ոե միէյ: Пt.unt-մնաиիրվել է թվաչին որինակ, երր 
ոլորոդ րեոր կիրասվտծ ի ւէկավաոակի կոդմնա լին մակերևույթի վրա հավա
սարաչափ րաչխված ե լիսեռի հիմրվւ վրա դձալին օրենքով բաշխված ածե-
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րով։ Օրինտքրօմ ււ1լավաււա1լի և լիսեռի սահքի մոդո ր (ներր ւքերրւքսւծ են 
Հ0.
—• = 2 հարարերա իքլամրէ 1էաէ/մifած են լարումների րտշի/ման էպքարները: 
V 1
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