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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

Р. С. Минасян

О кручении и изгибе анизотропных призматических 
стержней с поперечным сечением в виде 

параллелограмма
В работе дастся решение задачи о кручении и изгибе анизотроп

ного призматического стержня (фиг. 1:. когда последний в каждой 
точке имеет пло
скость упругой сим
метрии, нормальную 
к его осн. Решение 
представляется од
новременно двумя 
видами разложения 
в ряд. Выполнение 
граничных условий 
приводит к беско
нечным системам линейных алгебраических уравнений. Приводится 
способ вычисления с избытком и недостатком функциональных рядов.
коэффициенты которых определяются из бесконечных систем линей
ных уравнений. Дается численный пример. Для улучшения оценок 
вводится понятие бирегулярных систем

§ 1. Кручение анизотропного стержня. 
Постановка задачи и построение решения

Рассмотрим задачу кручения анизотропного призматического 
стержня, имеющего поперечное сечение в виде параллелограмма
0Л13С. грань ОД которого составляет угол չ с осью ОУ. (фиг. 2 . 

В этом случае функция напряжений 
ф (х, у). как известно 111, удовлетворяет 
уравнению

Ժ2’, (А у) о---Հ՜ i ' ~ 2U«<>х2

(X, у)

1 •*. У) 
дхду

— 211 (1-1)

где Л/* —упругие постоянные материала стержня, причем aua6i —
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О— неизвестный угол кручения.
Условия на контуре поперечного сечения буду!

Շ (х, 0) = ծ (х, а'։ — Ф (<оу, у I — Ф (Ь 4- <пу, у) = О, (1.2) 

где <о -= tg /.
При этом составляющие напряжений определяются из формул: 

сг = а у = j. — Try = О,

(1.3) 
ду ՛' дх

Прежде, чем переходить к отысканию решения, преобразуем 
систему координат:

X—«>у «Լ рТу = т( (1.4)
где

3 4- ֊ (15)
<*55

В этом случае, обозначив

•их. у) = а =

(1.6)
’ = ֊հ Չս^Հ֊յ -Г

уравнение (1.1) приведем к виду

jW ОХ dzU{\. Т,\ _ _9 . 17)
ժ* “ дт*

При этом неизвестный угол кручения В определится из соотношения 

»='£• . (1.8)

Здесь

(1-9)
՝ I ? J J 

е

֊ жесткость при кручении, Զ область поперечного сечения, Mt — 
скручивающий момент.

Для нахождения функции Ս (հ, ?ւ) воспользуемся работой [2]. 
Будем искать решение уравнения (Полновременно посредством двух 
разложений в ряд: 

со
^’{հ, Т|) = УД (;)$։нтй.

л» 1
(1-10)

и (5, .Т,) = ^֊1 ф Vbt (:) cos >ТЬ 
м 

Հ-- 1 »



О кручении н изгибе анизотропных призматических стержней 43

где
d.

k- 9 Ր
Та՛ - — • Հ = И? d , ft..;«) ֊- ֊- U (;, т։) sin улWn.

Պ d։J
о

(1.11)
di

'rk(i) = -֊֊ j Z’(Հ rj cos ^l;7,dxh 

.r
2Умножая уравнение (1.7 соответственно ня ՜ sin и 
Հ

շ
՜ cos и интегрируя от 0 до dv для определения //,.՛;) и <?*(£) 

Պ
получим систему обыкновенных дифференциальных уравнений

Л(5) 4- ֊ T»/i («) - ֊ 4 -1—-Լ՜ 1 ■'*.
Т*«։

(1.12
d,

<?*«' — - -fan (?’ - ֊ | (?) • — 1 )*ձ՝, (;) 2 j cos .

<1

Здесь обозначено

• Տ,(?)=*» . (1.13)
d-ղ և,-0 Ժւյ

Решая уравнения (1.12) и удовлетворяя соответствующим гра
ничным условиям .1.2), для //. !: и о* (с получим следующие выра
жения:

Л(?) =----------—---------- [sh (у —;) I |/>л /1 cos a?* (? — t) -
>Հծմ։ sh 1 J

л
(Jk t) sin a; t։ (= — /)| sh ՝qkidt 4- sh ՝դ*: i |p* (t cos a-։> (/ - $j 4֊

4֊ q); (Oslni-f* (/ ;l|shvp,(/; Z) մ/Կ

. (1-14)

4.ՀԼ' *------;֊------ -  (sh v7a. (ծ — =) i [pfr (f) sin ay* (= — f) 4-
v(Arf։ sh I J

0 
ft

4- <?л (Г! cos a?* (; /) | sh ^btdt — sh |pA-. t) sin 17* (7 ;) —

qK. (/) cos a-f* (t —;j] sh ր'Լ. (ծ — dt
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где

= l)‘Ss(l)֊2(’cos7rtrfT„ (1.15)

о
В выражения для /*(?) и &*(«) входят неизвестные функции <S։(c) 

и •$։(?)• Для определения последних потребуем, чтобы вторым пред
ставлением (1.10) функции Շ'(Լ ч) также выполнялись граничные 
условия (1.1) на прямых լ — 0 и т, - </,:

ЬВ1+у,/(5 0; ^+У(-!)'?,(=) = 0. 
Հէ it

>-• /-։

11.16)

Умножим оба уравнения (1.16) на 2 ...... >-sinoA«fc, где о*- — • и 
ծ b

проинтегрируем от 0 до Ь. При этом, вследствие равномерной сходи
мости рядов, входящих в левые части 1.16). возможна перестановка 

ь

знаков суммы и интеграла. Для нахождения значения <5, (5) sin

о
воспользуемся уравнениями (1.12). а также условиями (1.2). После 
некоторых преобразований для определения коэффициентов Фурье 
функций ձ\ (5) и ծ՜շ(;) получим следующие соотношения:

«*.= (_!)/] 
a. sh —

/-։
ր ֊(-!)♦] m,+11 + i -11*|«/.

(iJ + 4)2 4Л;&л
(1.17).

h„ - 2։v?,^h''W'—°S—‘6/|V|l--(—Г/|Х 
մ։ sh —

J ։
v п -Ын1 + ОЧ"/ . t։

(7/+ г;)2 4Л?>1-

Здесь обозначено

„ '^l! j
о

I |S։ Տշ ;)j sin о^с/с

If
-.2ՃՌ(;) $,(£)! sin Wfc 

"'oJ
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л* = 7*|Л(0)-Л(&)|; (1.18)

| _ (•__  I /
tk = 8v----------------- — I cth

Mi \

При этом величины mk и ոԽ входящие 

cos ™kdx 
ch ՝>bkdx

в (1.17), определятся, со
гласно (1.18) и (1.11). из следующей системы уравнений:

п з cli*M cosaf^ , 1V.v
/н* = —, - \ [I—(֊ 1) ] X

<, И -(֊ lHgz+H-Ւ (-4*1 А/ ■

(1.19)

пк = _ 2„71 ebv^-co»^ V I!+(_,,/1 х 
b sh ^кЬ —* 

|1 ֊(֊- D*|g/+ И+ (֊!)% 

(^+մ)2-4^/

где
о 1 — ( 1/7 и t cos ауДА

«i - Ց՝*---- г——- cth y\kb - • ---------— •
7,Հ \ sh .-ikb )

(1.20)

§ 2 Исследование полученных систем линейных уравнений
1.17) и (1.19). Определение выражений для у), 

составляющих напряжений и жесткости при кручении

Займемся исследованием полученной совокупности бесконечных 
систем линейных алгебраических уравнений (1.17) и (1.19). Как легко 
видеть, данные системы разбиваются на четыре отдельные совокуп
ности систем. При этом, как будет показано ниже, неизвестные

АГ2Л | == 1 /!2k = 0. (1.20)

Определим суммы модулей коэффициентов каждого из уравнений 
полученных систем. Для сумм модулей коэффициентов уравнений 
систем (1.17) получим следующие выражения:

S(bk) - la1,

s(g*) ՜ |«! >

1+v sin
ash

sin oAkdA
ash I'

4v
'֊>kdt

cth
cos ^kdy 
sh -^kdx

2.1)

Аналогичные 
фициентов систем

значения получаются и для сумм модулей коэф- 
(1.19). В каждом из этих выражений вторые ела-
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гаемые убывают с экспоненциальной скоростью и. начиная с некото
рого k, суммы модулей коэффициентов։, вследствие неравенства а=<1. 
становятся меньше 1. Заметим, что почти во всех практически ин- 

о
тересных случаях, когда |а'^с- —• суммы модулей коэффициентов 

I Ց
строго меньше единицы для всех k и при любых отношениях сторон

—, т. е. системы (1.17) и (1.19) вполне регулярны. Свободные чле- 
b

ны ik и iik этих систем стремятся к нулю с возрастанием k. Из 
теории бесконечных систем |3] следует единственность ограниченного 
решения и сходимость метода последовательных приближений. Кроме 
того, как видно из 1.17 . для Հշ* । и . а также для кчь и Им 
получаются однородные системы, не имеющие, согласно общей тео
рии (3], ограниченного решения, отличного от нуля. Поэтому имеем 
#2*-1 = ^2А-+1 = ^2* ~ fl2k ~ О,

Что касается _։ и г. и., то с возрастанием А’они стремятся
к нулю. Как будет показано ниже, в частном примере, решения ма-

„ - 1
жорантнои системы также уоывают со скоростью у^՜’

Перейдем теперь к получению выражений для ( (Լ т,֊), а также 
для функции напряжений -/(д', у), составляющих напряжений т».. -vr 
и жесткости при кручении Q.

П ре два р птел ы । о обозн а ч к м

16 ? . 16 v
= — елч; «2*+։ — -

(2.2)
16 V .. 16 '• ..

- —/v?*; I - —

Тогда, согласно (1.17) и (1.19 . для определения неизвестных (7* и .V*. 
окончательно придем к следующей совокупности бесконечных систем 
линейных алгебраических уравнений:

С/,. — 4Ы* ch 1 j*co$-eWi у 11 — 1 — 1 |/4~*|А‘/____, հ .
ՀտհՎՀ - 17;փճ)տ-4^^ ' *

(2.3)

Ч ch ч-^b 4- (— 1 Հ cos 1-кЬ yr |i — (— 1 V+*| G; 

bsh'^b — Հ; i. 7;.)2 -
ր*Հ,

где свободные члены է՛. и ւՀ); имею։ вид

և ւ էւճծ
'2kd,

cth — cos aWi 
sh

(2.4)
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Հ= (2.4)
2* \ shn** /

При этом, согласно (1.18 и 2.2 . для функций S, (=) и &(5) полу
чаем следующие выражения: 

ОС CV к
с. ... 8v V U* , , . г 8* V (— I 0’յէ , > - ог, .Si (:) = — У —sin ձ*;: Տ. (с) = - У - --------------sin S*;. (2.5)

Ո u . °» • ' . , °*

Определив из (1.14 и <2.51 функцию /*(;) и подставив ее зна
чение в первое из разложений (1.10 . после некоторых преобразова
ний будем иметь

(h cos S*'4/(?,тр-.j֊S‘/,v 
"Р ~ (— l)*cosa3Ad։] X

X [sin я <ևր4տհ vil (մյ — Г, 4- ( I Iе sin «Л* մ։ »,) sh -

8 у_________ Л\ sin 7>^__________

«. 7» |ch *7*ծ + ( Ի cos
|COSS7*: Sh v;* |7; —;)

— (— 1 }*cos ։հ* (6 — ; • sh |. (2.6 j

Как нетрудно видеть из этого выражения, на контуре области 
поперечного сечения функция ( Լ հ i обращается в нуль, внутри же 
области ряды в правой частя выражения 2.6 весьма быстро схо
дятся.

К другому представлению функции Լ' j. ij) придем, определив 
из (1.14) и (2.5) ?յէ(;ւ и подставив ее во второе из разложений (1.10):

4/(5, г,) = 4 (ծ - 5) - У -------------fitSlny.--------------X
~Ь ~ 5;{ch *Հժյ — 1) cosaWJ

X |cosaoA7j sh tr/k (ժ։ - т, — (— 1 ։cos 30* մ, — t։ sh -лЛц| —

___ 5_V__________ A\co$7>rt__________  
= .“■ 7x|ch*7*Z>4֊ — l)*cos»7*6]

X [sin »7*-sh >7k Ա» 4- (— I )*sln »հ։ ծ — :) sh <հ*;|. (2.7)

Подставляя (2.6) и (2.7) в (1.5), для функции напряжений ф (х, у) 
получим стедующие выражения:
' I*. У) - ■֊ Ьу “ У ֊ . -- X

ч I г/; ~։ խհ 4-1—1J COS |1WJ

X [sin |e\y sh >.St. Id — y) 4 — I )*sin |д$Л ■ d — y) sh >/Ն\'| —

В у Л\ Sin I
« ujSi *7*6 + ( — 1)Ղօտ«7,ծ|
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X (cos а** (д' — wy ) sh *7* I b — л* 4- ՝°у) -

— ( 1l*cosa?* (b — X I֊ «у sh Vffc (х — wy) |

(2.8)

՚ե (х, у) = — I x — <oy)(£ - x 4֊ <»y) — -- ■— У X

Gfe sin ձ» (x - - wy)_____
$*|ch \Zkd + (—1 )*cos |*W|

(cos jv>x.y sh Xo*. I d — v ՝ —

— (— 1 )*cosuo* (d y) sh Xoo’l

- S ~?i h 1 f-?У------— •[Sinx1̂ IX-<oy)$h vI,i&֊A- 1-wy)-|-
“ *T։ >lch ( 1 COSafA^I

+ ( - l)*Sin «դ* (ծ x ֊ wy) sh vffc (x — ։uy)].

Здесь
A _ ]/(1 - a։j p, ,1 «= .»|Հ p.

Для вычисления значений функции ф(х, у) или ее производных 
.можно воспользоваться любым из двух представлений 2.8), предпо
читая одно другому в зависимости от быстроты сходимости рядов в 
исследуемых точках.

Получим теперь выражения для жесткости при кручении Ct и 
составляющих напряжений Հ... Подставив значение /7(5, •»}) из 
(2.6) п (1.9), придем к следующему выражению для жесткости Ct:

.— t-
2Ւ М4 ե _ 16 у V 1 - (- О V

С Gd Г? ՜ 
I.-- 1

12.10)

С другой стороны, согласно (1.9) и (2.8;, имеем:

С 6 -л"

Далее, используя, например, (2.И), получим, согласно (1.8), величину 
угла закручивания 1>:

= Г1.__ IL5՝' v 1-(-!)*a. 1՜’.
՜ ՝2b3d [ 6 к* J (2-12)

Другое выражение для 1> получим из (1.8) и (2.11).
Наконец, из (1.3) и (2.3) будем иметь:

_ _ У — — g*stn^ ~ Ю-У) _ 
чл/յ հՀ о* (chXSfcrf փ (- l)*cosjiofc«/|
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X |sin р^у տն >Л* d у I — — I )*sln սՅ» d — у ) sh /.5>y| —

8» у» Л» sin Г'?7*у
Ск “։ 7» I ch *7էծ (- I )*cos օդէծ|

{cosօդt a - wy) sh т*»(Ь

x ? <oy) խ tg 27* (x — »y I 4 * cth *74 (b — a + «»у)| փ

4՜ ( l)*co$47t b x 4- wy)sh (x — ®y) |«tg«7»(& — xj- 

»»y) 4-veth *7>(x - uiy)|). (2.13)

Аналогично получаем для

__ 8) •</՛՛ у» Gt sin 3> (x — toy)
' ~b j'““i I cl։ ՚ ։ն d 4 (— 1 )*cos pMl

X J cos i^ysh Щ (d - y)|«>ctg'/*(x — -y) 4- jitgpft>y ]֊ Keth XS։ 1 d — у i| - 

(—1 Ղօտ^*Iմ-у)sh).S>y|«>ctgit(x — »y) • у) —

V------ ----------------------
1 1 Ղ’օտ»7*ծ|

X

X [sin 27* (x my)sh »7t(b x 4- »у)|Г ? tg 7*У 4֊

4- п>я etg 27» (л — my) — шм cth >7» (b x 4- шу 11 4-

4֊ ՛ - i )*sln 27* b x «у sh 77* (x — <»yj 11tg | Э 70՛ —

u»։etg 27* b — x — u»y) — cth *7» (X — <։»y) 1|. (2.14)

В случае, если m = 0. т. e. когда поперечное сечение стержня обра
щается в прямоугольник, выражения (2.13 и (2.14) значительно уп
рощаются.

Задаваясь значениями упругих постоянных, отношением сторон
1 -г- а также величиной «• - tg/. решением усеченных систем урав- 

b
нений из (2.3) найдем оценки .тля G* и .V* сверху и снизу. Подстав
ляя зтн оценки в выражения для | (х. у . "у.. ՜է.-, а также С>, най
дем значения этих величин с избытком и недостатком. Для этого 
поступаем следующим образом: возьмем среднеарифметические верх
них и нижних оценок неизвестных 0Հ в Ve и подставим их. например. 
D (2.13). Получим выражения для средних значений Հ-:

I CV
Հր У ճ ।(01 + °՝А 1 4- (AV 4- Л » ) К» 1А. V) I. (2.15)

Здесь знаки -( и — нал Gt и Л* обозначают соответственно 
верхнюю или нижнюю оценки и Л’*;

•է Йатмстиа АН. ссртш фт.-ш*». мук. .4 3
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у) -
8| jh/OslnM* — Ц>У) 

[ch XSArf -{- (— l/cos pW|
[sill ԱՂ-ysh /.3* (d—y) 4-

h (— I )A'sin |13A (d — y) sh >Л*у[; (2.16)

8 ft sin *[>y
Rk (x. y)

Oq* [ch -r').b ֊[ ( I )*cos а-^ձ]
{cos x-;ft (x — н>у) X

X sh 7քձ. Iծ - x + >»y) [a tga-f* x шу) I v cth ՝ф (ծ — x 4- *»y)| 4-

4- ( 1/‘cos f b — x 4- u»y) sh (x — wy ] [a tgajA. (b — x 4

4- «>y) 4 v cth гр,-(x — «>y)]j.

Для определения значений ту. с избытком или недостатком к 
выражению (2.15) прибавляем либо вычитываем величину

со
Г(х,Я- G4-)|Q։(x,y)|-KM+)|??4(x.y)||. (2.17)

Հ fe- •

При этом, очевидно, ; 'v- Վ.।^7’ (х. у), откуда следуют оцен
ки для

՜Հ։ = Հ..֊֊ Г(х, у); Հ, ֊ Հ.-4- Т(х.у). (2.18)

Для получения желаемой близости между оценками возьмем 
столько уравнений в усеченных системах, чтобы сумма первых т чле
нов ряда (2.17) была меньше наперед заданного числа е>0. При этом, 
вследствие ограниченности Оц и А’/.. и достаточно быстрой сходимости 
ряда (2.17), т можем выбрать так, чтобы сумма ряда (2.17) от 
k=mA- 1 до А’— оо была тоже меньше заданного числя г.

Полученные выше, выражения для функции >(х, у), касательных 
напряжении *:Л. и ту. упрощаются в случае, если материал стержня 
изотропен или ортотропен. Заметим, что задачу кручения изотропного 
стержня с сечением в виде параллелограмма в частном случае, ког
да угол /—45’, способом сшивания решила Е. Л. Александрии |4|.

В заключение параграфа отметим небезынтересный случай ани-
Н.|5 

зотропии, когда отношение упругих постоянных равно тангенсу

угля между осью Оу и гранью ОА. взятому с обратным знаком: 

— — ш. В этом случае a = 0; v 1. и преобразованием (1.4) за-

дача сводится к задаче кручения изотропного стержня с прямоу
гольным поперечным сечением. При этом ряды R уравнениях (2.3) 
исчезают и бесконечные системы линейных уравнений (2.3) для опре
деления неизвестных О я и Л,՛, вырождаются в равенства

о* = 1 ֊(֊ ւ ,v = Lz±-1 Հ'էհ PiL. (2>l9)
2kdt 2 2k 2



О кручения л изгибе анизотропных нрнзм;пнческих стержней 51

Подставляя (2.19) в (2.6), получим решение уравнения (1.7)

Հ т>)—' J±cM4֊ ' I (2.20

совпадающее с классическим решением [5|.

§ 3. Численный пример. Некоторые замечания к вопросу 
оценок решений бесконечных систем линейных 

алгебраических уравнений

✓
Рассмотрим, в качестве примера, кручение анизотропного стержня 

с прямоугольным поперечным сечением, отношения упру՛ их постоян

ных и сторон которого соответственно равны: —6 — — 0.4; 0.8;

— - 2. В этом случае величины, входящие в предыдущие выоаже- 
d

ния. будут

и> = 0; а= —/ОЛТ; ?= 1.25; v - /0.8 ; —0.5; \ I.

Прежде чем переходить к вычислению неизвестных GK и .-Vt из 
(2.3), остановимся вкратце на вопросе оценки решений совокупности 
бесконечных систем линейных уравнений.

Пусть имеем совокупность двух бесконечных систем линейных 
а л г е б ра и чес к и х у ра вн е ни й

ох
Лй = V kXj X ку}) 4- rk\

/-»
(3.1)

со
У*- £ <лЛ*/+Й.лУ/) ■+ Հ- 

/-1

Обозначим для краткости

-< ПО -С сс

V «/,*! = я*; V |£м| = у ՀՀէյ - Հ; У|^_ Л|: քՀ. (3.2)

/ ' /֊I 1 /-1

Вопрос двухсторонней оценки неизвестных л՜/., и у*. наряду с 
вопросами существования и единственности решений, широко освещен 
н книге J1. В. Канторовича и В. И. Крылова [3], а также в большой 
работе Б. М. Кояловича JG| н ряде других исследований. Как из
вестно |3|, для регулярных систем имеет мести следующая оценка:
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Л. <Л': |у.КЛ' y=supf |г>| ■ •—|. (3.3)
(*. л П — а* — £* 1 — а/ - р; I

Улучшение оценок неизвестных для больших k было дано В. М. 
Коялоннчем |6), введшим понятие лимитаит Однако иногда вычисле
ние лимитаит бывает сопряжено со значительными трудностями. При
том оценка получается одна для решении обеих систем, даже если 
свободные члены одной цз систем обращаются в нуль.

В некоторых случаях может быть удобной следующая опенка.
Пусть, каковы бы ни были k н ։. для сумм модулей коэффи

циентов уравнений систем (3.1) имеют место неравенства

1 3* 0; 1 -Й>0; р*-(1 —М’>0- (3.4)

Тогда, если су шествуют два числа .¥ и К

1ճճ1 + յճՀ

Д' Slip -l------ -—т1-; У = sup ——~--------- - ------ (3.5)

ь ։-?; Հ 1->

такие, что |г»|«^(1 ъ)Х ?*}'; |Հ|<(1 34‘) Y — то су
ществует ограниченное решение системы (3. Լ. которое МОЖеГ быть 
найдено методом последовательных приближений, причем

|х*|< X, (3.6)

Очевидно, что для регулярных систем условия (3.4) выполняются для 
любых k и / (заметим, в частности, что для совокупности систем 

(2.4) эти условия выполняются для любых 'значений отношения сто

рон и всех А՛ и / при s ւ Ճ_Ն Легко также видеть, что 
մ | 8 /

всегда А’-^А': У А. В самом деле, перепишем, например, выраже
ние для X так:

Заметим, что оценками 3.5) особенно удобно пользоваться, 
когда из свободных членов системы (3.1) либо րե, либо г\ равны 
нулю. Кроме го: о. разбивая исследуемую систему уравнений на части, 
можно получить улучшенные оценки иеиввестных при больших А'. 
Для иллюстрации рассмотрим бесконечную систему линейных уравне
нии получающуюся при определении установившегося потока тепла 
н бесконечном прямом уголке, когда на боковых стенках поддержи
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вается нулевая температура, а внутри уголка происходит тепловыдг- 
ленне постоянной интенсивности)

2* V . 1 1 

к(1 փ0էհ*Վ~ր-4-/ր Л2
(3.7)

Сумма модулей коэффициентов А-րօ уравнения системы 3.7 ՛ 
равна t~*։ f ch А-— ‘ 1\— ). откуда, согласно oomci։ теории регуляр

ных систем, имеем А'— 3,039. Примем теперь дд — /и։: у* /Ոյ. (при
к > 2). Тогда для величин (3.2) получаем следующие значения ?.։

1-е ֊Հ
2к ’ 

1
*=+ 1 ՜

՜ cth - — 2 
-------------- а* 
’(cth я 4-1)

sh А» V .о
-------- I* и из (З.о) имеем

кт. I

TistiT"-'՜’՜-’—Д""-
Л -2,536; Y = 0.721. Таким об

разом. нс решая ни одного уравнения системы (3.7 , для неизвестных 
т1։ при к :> 2 получаем значительно лучшую оценку, чем получаемая 
по общей теории.

Далее, при исследовании систем иногда условие (3.5) бывает 
удобно (по сравнению с условием регулярности) гем. что при изме
нении параметров, которые, как правило, входят в выражения коэф
фициентов а/. Зу А.; հ. д֊; Հ бывают случаи, когда условие регу

лярности нарушается для некоторых уравнений совокупности (3.1), 
тогда как условие (3.5) (его можно назвать для краткости условием би- 
регулярности систем) остается верным. Рассмотрим, например, систему, 
аналогичную (2,3), коэффициенты при неизвестных которой соответ
ственно равны

а.= 1.1; :■
_ |з '.^1 — ( —l)*cosat^.</,______ 1 (— 1/ *

ժ։ sh '^kdx i — Й 2 — 4 asf)’ Й

Й. л = 0; я/.
4 з ch нлА — ( — 1 i*cos щЬ ___ 1 ( 1 _

^տհր|Ղծ (5֊;+-^-4^71Й

Как легко вычислить, при Д ——___ — для любого А или i можно
V 1.23

ь , —
указать такое значение отношения — (и наоборот), для которого 

d
либо либо Հ становятся больше 1,004-2, тогда как при всех А и i 
величина пЬ{ — 1 —> 0,014.

Практически, для облегчения отыскания границ неизвестных 
и уА, вместо (3.5) во многих случаях можно пользоваться более гру
быми оценками:
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z¥։ = sup-------- —----- — 4- sup--------—;
I * о 1—ял «*• О I — ’л Я,

■ Դ! In I

v 1—** Հ> 1 sup-------s--------------- Ւ sup ------ S--------------
’*• ° ? sl1 _ <*• '• Lzfti ft*

Հ 1—За Հ I—O*

Тик, для приведенного выше примера имеем ,\*։ 2.553; К, ■
=: 0.783.

Перейдем теперь к вычислению неизвестных G* и Лк из (2.3) 
при заданных выше значениях постоянных.

Взяо усеченную систему и применяя предыдущие оценки, л так
же замечая, что свободные члены систем (2.3) стремятся к нулю со 

I 
скоростью получим:

1.5705 G,< 1,5706
0.7488 G3 0,7493
0,5273 <G*< 0,5288 
0,4290 <<7. < 0.4315 
0,3697 < 6\ < 0,3738 
0,3282 < G„ <0,3341 
0.2981 < G։3 <0,3062 
0,2744 <G։$^0,2849

4,288 . 1.86 4.372
------------- < Ոշ/.-ւ< ■ ■— - ---------
2*4-1 l 2.Է-1 2k - 1

(*>7)

0.4297 <G։< 0,4306
0.4698 <G<< 0,4728 •
0.4075 <G*< 0,4140
0.3567 < G„< Q.3685
0.3190 <G։< 0,3371
0.2913 <G,< 0.3163
0.2660 <G„< 0,3033

3,724 .. 2.73 , 3,812
------ G >* <------------ = 4----------

2k V2k 2k
\k>7)

(3.8)
1.2017 .¥,<1.2028 
0.5202 A\ < 0.5296 
0,3740 < A\ < 0.4037 
0.3025 < Л 7 <0.3590 
0.2580 < .V, < 0.3399 
0.2272 < ¥„<0.3163 
0,1178 < ¥,<0.3250 
0,1021 <¥,*<0.3140

0.5284 <¥.<0,5292 
0.3861 < .V* < 0,3900 
o,3 ։ 39 <.\;< 0.3238 
0,2687 < A\ <0,2860 
0.2367 <AW<0,2615 
0.2128 <¥,<0,2443 
0.1942 < ¥„<0.2313 
0.1788 <¥l4<0.2206

’••532 ... .1.99 , 2,700
.тггг<Лг‘"<ута+ շ*+ւ 

(Л>7)

2.985 .. 1,83 3.057
-------- < ■ 'It < - 'z՜—------ 
2k-----------------I 2k 2k

(Л>8)
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Из этих оценок видно, что значения G* и Лу- как с недостатком, 
так и с избытком с возрастанием индекса k стремятся к нулю соот-

I 1
ветствеино со скоростью ֊ - и

А* 1՛ А?
Подставляя найденные значения (Ն и Л'х, например, в (*>.И), 

определим величину жесткости при кручении С,՝.

d* Ժ4
С, = 0,55055 —; С։ = 0,5-5075 —• (3.9)

а.ц «4»

Как видно из [3.9). оценки 
совпадают. Аналогичные оценки 
ляя значения Ct из (3.9) в (1.5),

для Ct сверху и снизу практически 
для С{ получим из (2.10). Подстав - 
получим величину угла кручения ft:

Ո՜= 1,81570 — м/; ft՜ = 1.81637 mz. 
(Ր dk

(3.0)

Прежде, чем переходить к вычислению значений составляющих 
Gk Nh

напряжении, отметим, что величины и — монотонно убывают с 
k k

возрастанием А’ (отдельно по четным и нечетным А). Это обстоятель
ство облегчает вычисление оценок в знакопеременных рядах, входя
щих в выражения для составляющих напряжений.

Ниже приведены значения -,■? и -v. в некоторых точках.
Таблица I

/ МЛЗначения напряжения выраженные в отношениях к I

X 0
ձ

4
է
2

3£ 
4

b = 2d

I 2 3 4 Տ 1 6

Հ/х 0) 0 2,0631 +2.0623 +1.5666 О

Վ+*. 0) 0 + 1,9757 +2,0298 +-1.4794 0

°) 0 + 2.0194 t2 0461 4-1.5230 0

'֊՛-՝■ я 0 4-0; 8035 +1.0194 +0,8626 0

0 + 0,8019 4-1,0185 +0,8609 0

у) 0 + 0.8027 + 1,0190 +0.8618 0

. է d \ 
т) 0 -0,1392 0 + 0.I4O1 0

У/ f) 0 0,1401 0 + 0.1392 0

Հ4- ) 0

1

-0,1397 0 ֊ 0,1397 0
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1 2 3 < 3 6

0 -0.8609 1,0185 -0,8019 0

4՛ т) 0 ֊0.8626 -1.0194 -0,8035 0

4 ֊) 0 —0,8618 1.0190 0,8027 0

0 -1.4794 —2,0298 1.9757 0

0 -1.5666 2.0623 2,0631 0

մ) 0 -1.5230 -2ДМ61 —2,0194 0

Таблица 2

Значения напряжения zy. выраженные н отношениях к — j

X 0 : Т
ь
2

|3ձ 
4 b 2d

Վ(*. 0) = Z-,(л. 0) 0 0 0 0 0

4:) — 1,4463 0,2200 +0,0129 +0.3345 i 0,9502

4 Я - 1,5505 -0.2211 t 0.0426 +0.3333 +0.8463

*(* т) — 1,4984 ֊0,2206 +0,0428 +0.3339 + 0.8983

. 
> "".ч, 
՜Հ: 

1 СЧ -1,380-1 -0,3989 0 1 0.3998 -1.4548

■=Ի
 

՜-—
՜ 

,х — 1.4.548 ֊ 0,3998 0 +0.3989 + 1.3801

•I к 
•е

 | а
. 

-—
-— — 1.4176 -0,3994 0 +0.3994 1,4176

4 т) ֊0,8463 -0,3333 —0,0426 + 0,2211 + 1.5505

-0,9502 —0.3345 0,0429 + 0,2200 + 1,4463

* i ы\ Мх- т) ֊0,8983 0.3339 -0.0428 + 0.2206 + 1,4984

-j.(x d) = -V.(.v. d) 0 0 0 0 0

В этих таблицах даны значения оценок сверху и снизу состав՝ 
ляющнх напряжений -,г.- и тУ/, а также значения их среднеарифмети

ческих Հ-- ՜-^ճհձ1£_ к Հ. = 'У- ՜*՜ .
2 У 2
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§ 4. Изгиб анизотропной консоли. 
Постановка задачи и построение решения

Рассмотрим теперь задачу изгиба анизотропной консоли силон Р, 
приложенной к свободному концу в центре тяжести поперечного се
чения и направленной параллельно оси 
ох (фиг. 3).

Координатные оси берем параллельно 
главным осям сечения. В этом случае 
напряжения в сечении стержня будут 
14

<зЛ. — = -:ху = 0;

где.

осн

как н выше, <•> igy, / — момент инерции сечения относительно
b

2
• Уравнения равновесия при этом сведутся к следу кинему

<*։։ fryg _ Р_ / v _ Ь փ «>Ժ \ 
дх ՜: ду / V 2 / (4.21

Будем искать касательные напряжения в виде

Р ГдфСк, у) 1 , . . о*2 ,
-х/ ֊ — — Հ֊ (* — (0У) (* - х + -*>у) — -- у (d ֊ у) ;

/ J ду 2 2
(4.3)

РГ£ф(Л, У) 1 տ / \^■• = ֊7[4/+Ty(rf֊y)]'
Подставляя выражения (4.3) в уравнения совместности, для опреде
ления Ф(л*, у) получаем уравнение [1]

<Կւ
d^{X, у) 

дх*
2а«

дЩх, у) 

дхду

OZ՝J Л-. у)

ду՝
■ аьъ

= (2а։3֊<Л5֊«н?55)(—х) 4- (zz3e 4- 2<»а.16 |- у\ (4.4)

Граничные условия для функции ?(х, у) на контуре s, согласно |7|, 
будут

J (d — у) (o»rfy — dx) Ь (х - шу)(b х -}- «>у j dy ] = 0. (4.5)

о
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Производя преобразования

Л- — II'J, = Լ pz^V = 1J։ Ф (X, у) - —-ևշՅԼ

придем к следующему уравнению для функции ձ՚ւՀ т։):

Ժ4/(Լ т,) _ 2я дЧЦ;, Հ) W&il]

Ժ;3 Ժ;Ժ^ дтр

где

А - 2а13 - a4s — waM; В ~ [2юа։з + 4֊ .

Аналогично § 1. ищем функцию ձ/(Լ ij) в виде
оо

^(հ. պ) = ^A(?)slnw, 
а- ՝.

(4.6)

(4.7)

(4.8)

(4.9)
ОО

/7(В, պ) = ֊4՜ 4՜ У ?й(;) COS7PJ, 
л- ։

причем /*(:) и ?*(£) определяются из дифференциальных уравнений

Հ (;'ւ 4- 2^к?\ ($) ֊ т1Л (?) = 4 Рк

(4.10)
Հ. (ч) - 2аК.Л (В) - 7Խ (?) = 4 (*) ֊ ( - 1 )*$* 4- (?)1,

где

I* \ 2 1 fft
(4.11)

?.(S) =м(֊—Փ £,(« = —i֊ : $>(£)- ■
\ 2 / n_0 Ժ7յ n.rf,

Удовлетворяя граничным условиям и используя первое из разложе
ний (4.9). придем к следующему выражению для функции £/(;, т,):

4/(?. ij) ■= - [ЗЛ (4 - 25) - В {d ֊ 2^)1 -
12>

~~ У ГТ՜---------- C°S '%---------------- I sI п »оЛ րյ տհ Վ- (d ։ — ij) ֊}-
2^ծ,*“ e?.[ch ’*ՏՀ-ժյ 4- ( — 1) cosao^J

A •• I
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֊> I — I )л sin aou I ժ, — ijj sh vo/.-rJ —

CO
։ у COS Sh i'/> — g I 4- (— 1 )* cos ау* (b *) sh vy*;

2Վ Tfclchvijtd —( l)*cosa7*j>|

2a —/;• — 4X sin 7ftT|

0
------ -(2aA4֊B։, . [sin.a7ft;$h^(/;—Հ) —

Պ ~j 7*sh ^kb

- sin ay* (ծ - g) sh '^] sin т*,֊л. i4.12)

Аналогично получаем другое представление функции Լ՚(:, tj):

V <Լ ’*> = 4 Ий ֊ է) (*> ֊֊25) ֊ ‘֊ (ЙЙ + В) (Հ 24) (4> + 2т,Հ ֊-
12 24

-ЭД __________ <Jk Sin 0&Հ__________
Й (ch — ( 1) 'cos aSftrf։ ]

(cos 7/հ՚.հ sh 'Հկ (7Հ —

Պ) + (~ 1)Հcos aot (d։ rt I sh |

__1 v sin a^g sh n* (ծ cl — (— 1 i*sin а-p.- (b -•) sh հՀ; 
2^i 7*ICV 1 )*COS a7ftZ>|

XC0S7*tJ ;Vt— 4------ [я — (аЛ -т /?)( 2а ՛* +
I 11 [ \ Sh /J J

-1 ֊I֊ (2аА 4- К) V —г Հ—^-֊ |cos տհ -^Հ. (b _ ₽) փ
Հ 7J։T*shvY*6

4- cos a-p. (ծ - |)տհ^| cos>7j. (4.13)

Неизвестные ժ> и \:ւ:, входящие в выражения (4.12) и (4.13). 
определяются из следующей совокупности двух бесконечных систем 
линейных алгебраических уравнений:

С: . -jchArf, (-֊l)*cosaW, V |1 ,-(֊гЛ’|л;
О* -4avoA.-------------- -------------------- 2иЛ՜ < <’\о ։~3՜Հ«

մ։ տհ “ (т/ 4- <>*■)“֊ 4a։-,'/ oft

4*VT5—^Հ՜ծ ՜՜ I~ O^QS*?** v ' L±± ֊Լ2֊ \9‘ 
b sh ^kb 77/^ +1»)*՜ 4- «.՛.•;

(4.14)
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причем свободные члены уравнений (4.14) имеют вид:

. 4 11 — 1 )*| v . COS аЗД \ п .
է к = - —1-----й— *kd& cth '^kd} ֊է В 4֊

<4 2 \ տհ /

, , . . ռ օ. / sinaW.\1 1 4- (— 1)\ > и ՝ cosaWj\
+ (4 փ 2։В) a V------------1---------------2vM Cth ^«։ — ;

\ տհ^Օյ /] Zk \ slivo*a, /

(4.15)

. 1 — (— 1ձ * . . / . . cosafftd \
Uk = 4------V----- -tkbA cth >•;;,/> J

Ifc [2 \ $հ*7էծ/

_Л + (2аД+Л)(» r) ՜ 
V $հ^*ծ Հ

I x|_n* /
------ ----- — 2ՎՋ I Cth

7* \

COS 2\kb 
sh •՝>-'kb

Что касается постоянных a, v и ժ։, то они определяются из 1.6), 
(1.11) и (1.15).

Коэффициенты при неизвестных (Л и Л'х- систем уравнении (4.14) 
совпадают с соответствующими коэффициентами систем (2.3), свобод
ные члены 4 и ик так же стремятся к. нулю с возрастанием к. как 
и свободные члены уравнений (2.3). Поэтому все сказанное выше 
относительно решений бесконечных систем линейных уравнений (2.4) 
справедливо также и для систем (4.14:.

Принимая во внимание (4.6). из (4.12) или (4.13) получим выра
жение для функции 'Их, у), после чего, согласно 4.3), определим 
величины касательных напряжений -.vr и

Заметим, что в случае, если —- = tgZ. то х = 0, ՛>=!, и 
«55

преобразованием (4.6) задача сводится к задаче изгиба изотропной 
консоли с прямоугольным поперечным сечением |8|.

Институт математики и механики 
АП Армянской ССР Пост) пило 8 II 1958

Ո«. и. lT|>Ciuiujuifi

ՋՈհԳԱ1եՌԱԳԾԱՅհՆ ԼԱՅՆԱԿԱՆ 2ԱՏՎ.ԱԾՔ ՈհՆեՑՈՂ ԱՆԻԶՈՏՐՈՊ 
ՊՐԻԶՄԱՏԻԿ ՋՈԱՐհ ՈԼՈՐՄԱՆ ՈԻ ԾՌՄԱՆ ՄԱՍԻՆ

•^ււգվսէծււէ-մ ււէրւքէէէւք է ւլուրյսւհեոաղծւււփն լա(նաքլան հէււավածք անևցէէդ 
ւսնխւոսէււոպ պրիդմ4ււո[ւկ ոչորմւ/ք^ւ tn. ծռման 1;!ի1է1րւէիւ[
լա Jւււմր:

«Уо/уД րւլւէրմէսն դեպքում, (ւն^պեւէ հա ւսւնքէ Լ | 7], լար ut.tfitb յփ ֆունկցիան 
բավարարում է հետե լալ հավա ոա րմանր
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Я1< _ շ„45 Wfe£L + „и ^'րՏճԼ . _ շ8
дх" дхду ду-

որտեղ ltik-երր ձողի նլութի աո աձղական հաս տասաւններն են, րնղո րամ
Л։։с'25- իլ,կ ոլորման անհալտ անկյունն է։

Լածամր որոշվում է միաժամանակ երկու տեսակ շարրերով ներկա֊ 
լացմտմ ր

ОС' 
Ս'\ՀՀ)- V/t(5)sini*Ti;

к- 1
■»

4/(Լ ^То^-н- V ¥։(0 COS Т։Ч, 

л-։
որտեղ

ձ'|Հ т.) = У): ; = x —wy, г< = /£у <o = tgz,
V

k
- — О11 4՜ 1.5 4՜ w"il

d}
d. = V?i d.

‘Ւիֆերենցիալ հավասարման ե եդրավւն պայմաններին ր ավարարտ մը 
րերում Լ դծալին հանրահաշվսէլին հավասարտ 'մեե րի անվերջ и ի и աեմեե րի 
լա ծմ էսնքէէ dm լց է տրվում, որ հսւմտրլա րոլոր դո քծնականս րեն հ1ք11ւսւ րր րիր 
դեպքերում ա յղ и ի и տ եմեե ր ր ւիովին ոեդուլլար են։ Անիզոտրոպիա լի մաս֊ 

նավոր դեպքում. երր —— — --- »ււ( հավտսարա Աների անվերդ էւիսսւե։1հերր վե-

րածվա մ ե'։ւ սսվււրական հավտսարււլիւրււնների, ու վերեում նշված ձևավէո- 
իւտթլան օդնա, ի! լամ ր խնղիրր րերվամ Լ էս.ղդանկլուն կտրվածվր անեւյող 
իդոսւրաղ ձուլի ոլսրմանը, ե լա ծ ա մ ր համրնկնա մ Լ կ/ասիկ լուծման հետ |5|;

^րվաւք Է լարաէքեերի, ե աոհտսարււէկ, ֆհէնկւյիււնւււլ շ՚՚/րրերի վերիր 
ա ‘['"['['И ղնւսհէստման ե դանակ:

Դիատրկւիււ մ է մի հաշվալին որինակ։ Անվե՜րջ и իււսւեւ1եե րիր и րէւշվո դ 
անհալտների դնահատականների լավացման համար ներմա ծվա ծ' Լ սիստեմ֊ 
ների րիոեդտ.Լլարա [J րսն հա ււկտ րո դա իք րոնր։

Ձող ի ծէւմտն դե Ալրում հավ ա и ա րտկշււ ա իք ր։Հ1։ հավասարա քքհե րին րավա֊ 
րտրելա. •էտմար շոշափող լարոլքէեերն Որոնվում են հետևլւսլ կերպ'

Պր.-= -у у 5 ) — (Л- <»»y) [b — X 4- <oy) ֊ у-У (d — y) I •
J 0\> 2 2

J dx

որտեղ 'Ь (Л. V , ֆունկցիան վերոհիշլալ եղանակով որոշվում Է համատեղս։֊ 
իք լան հավասարումից ե եդրաղծի վրա դրո լինելու պա յմանի ց։
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