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МАТЕМАТИКА

Н. Е. Тонмасян
О существовании решения задачи Дирихле 

для уравнения Лапласа в случае несуммируемых 
граничных значений

Известно, что задача Дирихле для уравнения Лапласа имеет ре­
шение для непрерывных и кусочно-непрерывных функций, когда об­
ласть удовлетворяет некоторым условиям.

В настоящей работе дано доказательство существования реше- 
ннязадачи Дирихле для уравнения Лапласа, когда граничная функция 
имеет конечное число точек разрыва.

Пусть L) трехмерная область, где для любого непрерывного гра­
ничного условия задача Дирихле для уравнения Лапласа имеет реше­
ние, т. с. область нормальная. На границе ՜ области Г) дана функция 
/'(р), которая непрерывна на всех точках границы, кроме точки р = 
-/?0. где имеет разрыв произвольного пофядка. В малой окрестности 

точки Рь граница области /) имеет непрерывно меняющуюся нормаль, 
и прямые, параллельные нормали в точке р0> в малой окрестное՛!и р^ 
пересекают границу области один раз.

Теорема. При вышеуказанных условиях н ала баем ых на об­
ласть Du функцию f\.p существует решение задачи Дирихле для 
уравнения Далласа, т. е. существует функция f'(p) такая, что 
она:

1. непрерывна в точках p6D-\- з, р > рп,
2. гармонична в области D,
3- U(р) |реа s / (Р)*

Если разрыв функции — первого порядка, то георема очевидна.
Действительно, если определим на <з функции fn\Py, которые 

// v 1равны /(/И, если рр0 ֊> — и в остальной части непрерывно поодол- 
н

жаются так, что модуль не меняется, го последовательность реше­
ний (Др) соответствующая -ним граничным значениям fn(p>. равно­
мерно сходится вне сферы с центром в р0 и сколь угодно малым 
радиусом г0, так как

IU, (р) и^ Др} i Հ. 2м—— , если гР:Г> -.
п • Դ յ, п
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где

x = sup|/(p)|.
PC1 
а+Ъ

потому что это неравенство имеет место на границе области

D։ = D-Af^,>2.y
Следовательно, предельная функции последовательности удовлетво­
ряет нашей теореме.

В общем случае теорема будет доказана, если покажем сущест­
вование такой функции Ь\(р), что:

I. Ux{p) непрерывна в точках p''D + օ, р + րԾ.
2. гармонична в области D,
3. | Ц (р) — /(р)| < где Л — постоянное положительное число. 

Действительно, U(p) Ut(p)-\ t\p) удовлетворяет нашей теореме, 
где 1Л(р) решение задачи Дирихле для уравнения Лапласа, с гранич­
ным значением ftp)— Ut(p) в области D. существование которого 
следует из вышеуказанного.

Докажем существование функции Ц (/>).
Берем как начало координат точку р = р0. Положительным на­

правлением оси z пусть будет направление внешней нормали поверх­
ности в этол точке.

При наших предположениях относительно области и границы, 
вокруг точки р0 существует окрестность 2г0, причем уравнение поверх­
ности дается в виде z = c(x, у). a , tg(«. с)|<а, где п — направление 
нормали в этой точке, а а —заранее заданное достаточно малое по­
ложительное число.

Построим замкнутые поверхности и з։. которые в S(pQ, г0) 
определяются следующими уравнениями:

= z (х. у) - h П Р-у5- с։(А У));

_________________ (1)
^i = z(x, у) —ЛО/'х’Ч-у1

Здесь 5(р0. г0) — сфера с центром в р0 и радиусом г0. a h(r) — воз­
растающая функция с непрерывной производной, причем А(0)—0. В 
остальной части =, и а։ непрерывно продолжаются, так что не 
имеют с а других общих точек, кроме точки /?0.

Обозначим з։ 4 с։ = o’, а область, ограниченную поверхностью 
У, - через D'.

Определим на поверхности У функцию я(Р) следующим образом: 
g (р') ftp), если рр’՚ րշ p'fv'. р а и если р и р՛ имеют одинако­
вые ортогональные проекции на плоскости х. у). В остальной части 
<з' функция g(p) продолжается непрерывно.

Для доказательства теоремы докажем следующие леммы.
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Лемма /. Если
1- |Л'(/*)!< а, (*  некоторое положительное число)

2. А(г)<г<

где

/,(г) max !/(/>) | сх=У\+-\* г ,
РР։>' (2)

то в области D', при граничных значениях g(p), существует ре­
шение задачи Дирихле для уравнения Лапласа.

Доказательство. Определим па с' непрерывные функции 
следующим образом:

Я(/>), если 1
/i (Р) -

В остальной части

О, если ^3)

продолжаем непрерывно так, чтобы максимум мо­
дуля не менялся.

О, если ррь >-------
п— 1

М =
g(P) если 1

п пI

О, если РР0>—— •

(4)

В остальной части продолжаем непрерывно так. чтобы максимум мо­
дуля не менялся.

Обозначим

g(r) = max|g(p) |.
РРл>Г

Очевидно, что

1А(Р)1^Я(1)

\f»(P)\<n.g (5)

Легко видеть, что
ОО

g(p) = У,А(р), 
Д-1

(б)

когда р -р р9.
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Пусть Ս„ ip) —-гармонйческне функции, соответствующие гранич- 

00
иым значениям(р). Покажем, что V Սո Կ>\ равномерно сходится в 

л-։
той части области 1У, которая находится вне некоторой окрестности 
точки р0.

Этим лемма будет доказана, т. к. сумма рила будет удовлетво­
рять условиям леммы.

Оценим Սո [р).
Сравним //.,(/>) с функцией, которая гармонична вне сферы 

Տ [ оо, —!—и на той части сферической поверхности, которая лежит 
\ п — 1 /

внутри 1У, принимает значение а в остальной части сфе­

рической поверхности равна нулю. Очевидно, что |^7«(р)| меньше. 
__ ]

этой функции, когда րրՀ> - - Следовательно, используя интеграл 
п

Пуассона, при помощи которого представляется эта функция, полу­
чим:

)-5 I , если рр0>—. (7)
\ п / я—J п

где Տր - площадь той части S(pv, г), которая лежит внутри области 1У. 
Оцепим Sr и зависимости от hr).
Уравнение кривой пересечения ■- с S(р„, г), когда г<гп, будет

* = г(х,У)
(8) 

лл -|- у9 4֊ շ* — г9.

Согласно предположению относительно պ функции z(x, у), 
z*(x. у), zy(x, у) непрерывны по л и по у.

Запишем (6) в полярных координатах

z — z (р cos?, psln 7),
(9)

Р* + г2 = г’-.

Из (9) ясно, что ? и связаны следующим образом

Р? 4- շ9(pcos<p, psin ?) — г֊. (10)

Здесь р функция от ? с непрерывной производной.
Действительно, каждому фиксированному ? соответствует по 

крайней мере одно р, т. к. функция р9 4- гг(р cos ?, psin®) — гг в точ­
ках ? = О, р = г имеет различные знаки и непрерывна по ?. Она одно­
значна. т. к. в противном случае существовало бы такое <р0, для ко­
торого имело бы место
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Р? 4- (Picos փ0, р։ sin ©<։) = г\

р; 4- 2*  (ps COS %. Ра sin ф0) - г2, р։ փ р2. 

Вычитая, получим

(Pi + pa)(Pi ?շ =|z(picos®0. p։sin<p0)4 z(pjcos?0. p3sln<?0)|X

X |֊ (p’COSփէ|, p-.sln?0)-z(p։co$?0. PiSin^o)] (11)

г (Р/cos фо, p/Sin<po) e ֊(p»cos<?o. p/sin?0) *(0.  0 ) =

р/X (<.r p;cosee, pj sln?0) cos<?0 • Sy (p; cos փէ, p;sin©0)sin»J,

O^p-^pj. (/=1,2). (12)

* (рг cos го. Рг sin ?ol — 2 (?» cos <?0. ft sin p0) =

= (p2 — pj) I*  x (p COS ?0, p sin Фо) X

X cos փ0 փ zy (pcos փ0. psin ф0) sin ?oj 'Հ [p։, p>|. 03)

tg(«, z) = v zj 4 zj , откуда |z.r|<a, |zy|<a. (14)

Подставляя (12) и (13) в (11) и используя (14), получим

Беря
1

а< —» получим противоречие.

Обозначим

/?('р-р) = р։ с2(pcos ф, р sin ф) — г5.

тогда

!^՝
Rp

дГ = 12z X (zxp cos ® Zy r> sin փ) < 8 a?p2.

= 2p 4֊ 2z (pcos ф, p sin o) • |zA cos ф z., sin ф] | > 2p (1 — 4a2),

откуда получим, что функция р(«) имеет непрерывную производную.

Возьмем а<՜ —> тогда
4/2

P'WK-r—<8^-
1 — 4a“

(15)

4а2 > 1.

Следовательно, уравнение этой кривой запишется следующим образом 

Л = р(ф)СО8ф

. №P(?)sln<F (16)
Z = Z (р (ф) COS Չ, р (ф) Sin ф).

Обозначим через I, длину этой кривой
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2г. 2г

I, = J| ՛ V)2 4- ''у')’ 4- (г')М? = fl’ ՚ — Р (?) sin ? 4- '/ (?) cos?)’ 4- 

б о

4- (р (?) cos? 4- р' (?)sin ?)24-к‘։ ( р (?) sin ? 4- р' (?) cos?) 4-

-r -(p (?) cos? 4՜ p' (?) sin ?•!’</? 117)

Из (9), (15) и (17) следует
/,^8-г.

Обозначим через /։ кривую пересечения ох и S(p0, г).
Аналогично можно показать, что ее уравнение можно записать 

в следующем виде

X = Р1 (?) cos?

у = Pi (?) sin ?

z z (р։ (?) cos ?, р։ (?) sin ?) 4- fl (/ p? (?) 4֊ Դ1 (?) cos ?. p, (?) sin ?)) 

где Pi (?) определяется из уравнения

P? + k (Pl cos ?, P։ sin ? 4- A(V p; 4- Z՝ I,P։ cos ?. p։ sin ?))]’=- r*.  (18)

Оценим расстояние между точками 1, и /։. соответствующими 
одному и тому же ?

d — К(р Pl)։ -I- k (PiCOS ?’ Pl Sin ? ՚ 4-

4- A (1 pj 4՜ *2(p։ cos?, pi sin?) z(pcos?. pstn?)]2.

Пользуясь неравенствами zy!<a и уравнением (10)
получим

jz(PiCos?, Pi sin ?) — z (p cos ?, p sin?) К 2» :pt p[; (19)

А (V' (հ 4- 2г(р։ cos?. Pi sin?)) - h (r) +

4- h (V pf-H^kiCos?. p։ sTn ?).)֊

Л (]/p2 4- z*(pcos?,  psln? )^Л(г) За p — PjI. (20)

Из (10) и (18) получим

(p — p։)(p 4 Pj) = к (Pi cos ?, p։ sin ?) - A] pf4֊֊z2 (p։ cos ?, p, sin ?) ) 4- 

z(pcos?, psln?i|k(P։C0S?» PiSln?)4-

A (l pj4- z2(P|COs?. pxsln?)) zfpcos?, psin?)|. (21)

Из (19) и (20) получим

Ip - Pi 11P 4- Pi I < [2a (p 4֊ Pi) 4- 3 a I p — ?j| 4- Л (r) l(5a| p — px 14- A (r))
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1Л'(г)|<а, Л (0) — 0, то Л(г)<аг.

Из (10) следует р’+4а’р|>г’. р> следовательно 
2

ft (Г) Հ. 2 ар.

Деля обе части (21) на р։4-р. получим

|р р։|<6а|5а]р f-J + A՛/ | - 30а’|р —pt J-ք-баЛ (г); 
|Р֊Р,1(1-ЗО3«) <6iA(r)

|р — р, |е£г,аЛ(г). (23)

Используя оценки (19), (20) и (23 . получим

d c3h(r)t (24)

откуда вытекает, иго минимальное расстояние между точками S(/>0, г), 
которые находятся внутри области D', н ձ нс превосходит с3А(г).

Возьмем на /, точки р։. ••, так, чтобы длина дуги /ъ/ъ-. । рав­
нялась c3//(r)։ причем п настолько велико, чтобы впервые рпР\՛^ 
^c2h(r} и гх֊трп.

Берем эти точки как центры и строим сферы радиусом 2с3Л(г). 
Очевидно, что S, целиком принадлежит этим сферам.

Легко вычислить площадь той части поверхности 5 р0, г,, кото­
рая лежит внутри одной сферы S(plt 2c3h(r]). Эго будет г |с3//(г)|5.

Но число таких сфер S(pt. 2с3 А(г) меньше ——-----  1. значит
С3А|Г|

Sr<n|csA(r)]։- Г 8-г
I Л (г) — 1 <ctrh(r։.

Следовательно,

s , <с. -Ц.А(֊!֊)■ (25)
л—1 \« —1/

С. другой стороны, легко видеть, что

g (И )’ ГД« G ° । I +41’՜ (շ6)

Из (25) и (2G) и второго условия леммы, получим

с —— 2
< քՀ если РРо>—՝ (27)

что и доказывает лемму.
со

Оценим значение функции Wp) р\ в любой точке р -< 1У.
n— 1
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|(/(р)1 =

|л-1
£<4(р)
2 —— >РР,֊г

(28)
2 —
л <fiP"~r

Очевидно.

S<A0>) Հ-'i-g (29)

Наибольший индекс п первого слагаемого (28) удовлетворяет следу 
о 2

щим неравенствам 1) ~>г, 2) — 
п «4-1

Из (27), (28), (29). (30) получим

|^)|<Л/(֊Д (31)
г \ 2г1 /

Лемма 2. Если հ{ր'\ удовлетворяет условиям 1-ой леммы 
и дополнительному условию

Л(г)е;л^4’
/(^)

03 
то|4/(р)- /(/;)!де, ограничено, где U\р) «V.Un(p'i 

р+ро 
«— ։

функция, построенная Оля 1-ой леммы. С, — некоторая посто­
янная, а о (г. s) = inf^Ip при

PJK>r
\քԿ*Հ-քԿ>}\>՝-

Доказательство. Проведем из точки ру <" s шар радиусом

G<APo< հհ и рассмотрим область £>*  = .М (ррх<^ rj- D'.

Из (31) очевидно, что в этой области

lJ <Р}< rC~--f{r~֊^\- где г = рор։, и

\^<Р\՝ ՜ f (Л)1 < (X) — / (Л) +■
р'&>’

р,Р։ <г, 

Г—1

£n(/v
4 ' (32)
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где Sr,(Pi)—площадь той части S(pit րչ), которая лежит в области ГУ.

и(р') -/(/Мк^1 = /(?)—/(А),

причем р' — точка пересечения поверхности в с прямой, проведенной 
из точки р' параллельно оси z.

Легко видеть, что

р>։^с։г։, если р'рх<г9. (33)

Следовательно, если брать 
г * {г, а)

2Դ

то из (33) получим, что первое слагаемое (32) меньше е.
Оценим .S\,{pj).
Обозначим кривые пересечения сферы S{pv г։) с и соот­

ветственно через 1г,(рх} и 4,(/>,).
Эти уравнения /гДр^ н 4, (А) будет

(л- - л։)г 4- (у у։)*  4֊ (z z (х„ у։))։ = г*.

z= z(x, у). (34).

(-<-А)’т (У“У։)։ + (:-г(Х1, >ն))8 = ր|.

z = z (X, у) + й(|/Р + у3 -й?(л,7)).

В параметрическом виде

X Х1 Р (?) COS ?,
У = У» + р(?) sin?,
՝ = ՝ Ա։ i р ('?) sin ?, у։ 4- Р (?) 61Ո ?); (34')- Л“А'։ + р։ l?)C0S?,
У = У1 Т Р։ (?) Sin ?.

з = г(х, -rpj(?isin«, у, 4~Pi(?)sin?) AV (*,  + p, (?) sin?p~

+ (У։ -+ հ(Փ)տյո?ր • ֊՜֊ •՝ ! PH?) sin?, y։ --y։(?)sln?),

где ? угол между осью х и проекцией на плоскость (а. у) отрезка, 
соединяющего данную точку кривой с гонкой р։, а р (?) и pj (?) со­
ответственно ֊ - длины этих проекций, когда р, принадлежит 1-ой или 
2-он кривым. Легко получить, что р ? и р։(?) зависят от ? следую­
щим образом:

Р2 4- [z (л֊։ р (?) cos ?. у, -г- Р (?) sin ?) - z (л-,. у։)]2 = г; (36) 

Р? 4- [z (.Հյ ч- Pj cos ?. у, 4- Pl sin ?) 4- л (IՀԱՀ 4՜ Pi cos ?)a 4֊

+ (У։ 4֊ Pi sin ?)՝'-’ ֊■- z- (xt 4- p։ cos ?, y, 4- p։ sin ?) yj]3=r? (36)
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Очевидно, что 1՜ x։+?։cos<? 5 • (у, p։sin4- г։. т. к. 

(-4 4֊ Р։ cos ?, у։ 4-р,sin? на плоскости (х, у)— проекция точки кри­
вой 4.(Pi).

I * (*։  + Pi cos ?. у։ + р։ sin ? 11

<2a)ZIX։ +p։cos?P+ (yt + p։sin9)^2։ (r 4֊ Ղ).

Следовательно,

A J 1 .v, -f- h cos ®)m + (y, 4- p։ sin ?)*  + z*  (xt 4֊ p։ cos ?, y։ 4- P։ sin ?-

(37)

Произведя те же операции, которые применяли для оценки S, 
и используя (37). получим

•WA) <-t,A(G(r -|-r։))-r,.

Из полученной оценки, из уравнения г։ и из условии лем

мы легко получим, что второе слагаемое (32) ограничено, если взять 
c7<-L- Действительно,

8c՝f

ձ1£ւճԼ±ճմԼ ,г
4 кг} 1

Из определения ձ г, «) следует, что

Ъ(г. -=)
2 g

/ , / г \ h(&vr)-2c՝ \4cJ
г \4с։/ 4-3 (г, е) "՜ ' rl{r, г)

*(c7-2cLr, е)
/i2-c7-qr)

с10,

что и доказывает лемму.
Второе условие леммы выполняется, если взять

//(r)<tnln(^^-^r
‘ №-ր) լ \2cjj I

(ЗЯ)

Очевидно, что ?(г) будет убывающей непрерывной функцией 
от г и стремится к нулю, когда г стремится к нулю.

Пусть /I (г) удовлетворяет 2-ому услов ю леммы.

2
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Возьмем область D„= М I рр0> - - ) D D' и на его границе 

\ т /
эт определим новую функцию q (р\. которая равна g(p) на общей 
части з' и յ^Լ а в остальной части непрерывно продолжается.

По методу построения гармонической функции Ս (р) для 1-ой
<х.՛

леммы построим функции Z '<’г:‘(7>) У, t№\p) в области Dm для гра­
н-1

ничной функции q(p). Очевидно, что мы можем брагь граничные зна­
чения так, что

^(p}\p^.s^Un(p)
, если п > т -|- 1 (39)

t4."V)L^-=0.

По методу построения области ГУ построим D" и D'". Вместо 
, . , л А (г '• h(r) лА (г) берем соответственно -у - н —— гак. что любые две по­

верхности из з, з', տ", s'", кроме точки рп. не имеют ’других общих 
точек.

Лемма 3. Существует функция \С'!"(р}, которая:
С«5

1. имеет вид V{m}(p. ՝••(/?) ^(/!Г(р)
л-Д’

2. I Ulp)[ < е, если р £ О'",
где --- произвольное положительное число, \ — целое число, U(p) — 
функция, построенная для /-ой леммы, a w(pj ֊ гармоническая 
функция и области

Доказательство. Легко заметить, что для Un”\p) и для 
С\(р՛) имеет место следующая оценка

I 5УУ” (Р) К ֊4՛ если —L < min (г„ —, 
ոձ п — 1 \ m2)

У ■Т7) — IP) ՜ гармоническая в области 1У и

если п т -f- I.
3 Изиестия АН. серия фнл.-мат. наук, № 3

0 при pPq--^ - 
т

u'C'ip) -u„iP)\pe,= и\?\р) при РРо^~— р( ('՜10)
т

0 при ррп > — > р £<J|, 
т
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Следовательно, из (40) получим

I—и„(р) К «<ми —
п~ п — 1

(41)

Значит для տ существует такое .V, что

Unip) УМр) <г. если р Г D'. (42)
п ч-.V

Обозначим

V»(P)- ^U„(p). (43)
й»1

Покажем, что для этой функции в области О" имеет место фор­
мула Грина. Для этого достаточно показать, что его производная по 
любому направлению в этой области ограничена.

Вычислим гармоническую меру «>(ՏՀ, М(рра<г), р], которую 
в дальнейшем будем коротко обозначать через р).

^^г,Р}=-л4- ։ г* 2 р2) sin Q dh dts 
г- — 2rp cos 0 4- p2) ՚

Ш (Sr , Р) 4>(Sr . Р
®(S, . р (г- г.)

(44)

Отсюда следует, что սվձՀ р) получит наибольшее значение, когда 
Տր есть сегмент, центр которого находится на прямой ppQ. Значит

«>(Տր, Р) < ;£■ Ц 

б о

(г" (г ։ sin О dy d'J 
(г1 — 2rp cos О 4-?2) 1

(4о)

где

c°sO։=l֊֊^

Вычислим интеграл, получим

?1 — >46)

Отсюда легко получить, что

Г1

՝•՛(.$,, р) «‘(‘ՏՀ, Р) ՝

далее

ГЛ; если

гГт>։ Z ր'ձՀ (46')I
2 г — г
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—----------- ■ - - -------- -------

Очевидно, что о» (S',, /?,i имеет непрерывную производную по г. когда 
г < г0.

Переходя к пределу в (46'), когда г, ֊> г. получим

-Րր dr
•-- ՜ “~՜ • I ՜ Հ*

PU± + J^, *(S„p)^e  f ' (47)
dr 2r p ձր I P

Из (25). (43) и (47) получим
IKv(p)|^A'-/f-!-yu.(.S , , p)< 

W/
I

— *__ «Г
J Гс.гАчО

=տ;\՚'-/|/֊ւ У 6 7-=֊^ —=—, если/7>о=^—— • (48)
J\cr4l ИЛЧЫ'Р АЧ1

Легко показать, что если описывать вокруг каждой точки р,

рро֊ р области D" сферы радиусом то они принадлежа! об- 
4

ласти А)՜, откуда, используя известную формулу для оценки произ­
водной гармонической функции, получим (/любое направление!

;<ИКу'р)1Пр - -Հ- 
օէ՜ : Zt<P)

ле/J*  4

(49)
Берем уравнение ■ •՝•• •

?1 •' “ 1 . - I - "-Г-----•’ О )ГГЙ(Г) Р
----------------=А(р), (50) 
j-p-A(?) 
<•

где .4 (о) — положительная функция с непрерывной производной. Ло­
гарифмируя и беря производную из обоих частей, получим линейное
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дифференциальное уравнение относительно I — гЛ(г), одно из ча­

стных решений которого есть

: Д(»>

откуда и Л(р) —

f e՝->dr -
?» нн.г

Берем 4ic)«e . Очевидно, что | Л (<з)' < 1. 
Тогда

[ с՝^'_ 
/. %։ • 2

Л(р) =------- I е Ժհ
4*rP  J о

(51)

Имея к виду, что :? (г) — возрастающая непрерывная функция, получим

(52)

Из этой оценки легко получим, что можно взять cl2 так, чтобы Л(₽) 
удовлетворяла условию 2-ой леммы. С другой стороны, легко видеть, 
что А (?) удовлетворяет (50). если взять вместо А (р) £։3Л(?), где 
է՚յՅ — некоторая постоянная.

Значит, беря А.р), которая определяется из уравнения fol), по­
лучим

, ?’ ^«՜ гТ ]____ d'յ » etrK(r)
պ^խժյ|1Հ^Թ_\« css)

dl I \<ղձ/
•

Получим, что производная функции Уд’(р) в области I)" по лю­
бому направлению ограничена, откуда вытекает, что формула Грина 
применима в области 1У

^)=ГГГ±.^о)_±(±р rf$։
J J Гро дп дп \ Грг.]

Применим метод перенесения полюсов для гармонических функ-
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ций’— и — (— ] из формулы (54) и перенесем полюсы во внутрь 

rjA дп\грч/

сферы радиуса г= — с центром в точке рп так, что абсолютное 

значение разности полученной функции <«2(/>) и функции V.\(p в 

области D"' меньше откуда вытекает, что функция ^(р)—гар­

моническая в области Г)" -4- D ■ Л f | рр0 > -1 ) и | (р) — V.v (Р) i < 
\ 2 ,

если р - D'". (551
2* г
Аналогично из oj2 (р) нолучим <»:i .p , которая

1. гармоническая в области D" •{• D-М (РР^> 1/3). 
g

2. I «>3 (р) - u>3 (р) I < ' . если р - D'” 4-О- М (ррй> 1).

Вообще ՛%(/>) удовлетворяет условиям

1. гармоническая в I)” 4- D-Л1 V

2- Ч/Д1— «>п֊։(р)'< если р /У" £) М1 рр0>——Y 
2я \ п — 2/

Очевидно, что последовательность • равномерно схо­
дится в области Г) и что предельная функция »•>(/?), гармоническая 
в области D. удовлетворяет условию

| u> । р) — V.x՛ Р) I < если р Г)"'.

Легко видеть, что построенная функция
ОО

Ист՝(р) = «Ц>) + уиПр)

(56)

57՛

у до вл ет во ряет у с л ов иго л е м м ы.
Из 1-ой, 2-ой, 3-ей лемм вытекает, что можно построить после­

довательность функций И, (р) ■ • • Vn(p • • • таких, что
2. Vn(p} гармонична в области D" -| —!—

\ «4-2
2. . - И,_։(р)|<ул. если ր /7"-)-Д А1(р/>0>4 \

3. Հ (р) — f(p) | < Af. если р(-зр փ ра.
Следовательно, последовательность функций I/, (р)-« • Vn(P)՛ ՝’ ранно- 
мерно сходится внутри области D 1У" и предельная функция lz(p) 
гармонична в этой области и

I ^(P)—f(P) 4֊е, если ր(Լ1, р р0, (58)

что заканчивает доказательство теоремы.
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Следствие. Теорема верна, если число разрывов функции 

конечно.
До к я з а т с л ь с т в о. Пусть эти точки будут pv р2 ■ ■ • рт.
Построим функции /։(р). Л (/>)•••/«-։(р.) так, что /*(/?)= /(р) 

в малой окрестности р^. где f р) не имеет других точек разрыва, 
кроме а в остальной части непрерывны.

Берем fin(p) ftp) fi(p) ••• fm-1 p). Очевидно, что функции 
fm(p) имеют одну точку разрыва и что сумма гармонических функ­
ций 1.\ р)-- Д ՛',.//?1. явзяющихся решениями пашен задачи, которые 
соответствуют граничным условиям Հ р). •••/,„(/?), удовлетворяет 
нашей теореме.

И.։ доказательства 2-ой и 3-еи лемм вытекает.
Следствие: к каждой функции на а, которая имеет разрывы в 

конечном числе точек, можно приблизиться при помощи функций, ко­
торые гармоничны везт ՝. кроме этих точек, если е имеет непрерывно 
меня юту юся норма, iь.

Ио метолу доказательства теоремы Келдыша и Лаврентьева*  
можно легко показать, что.

Теорема I. Чтобы в двухмерной области D существовало реше­
ние задачи Дирихле для уравнения Лапласа для каждого данного 
граничного значения ftp . которое непрерывно и любой гонке, кроме 
точки р р(1, необходимо:

А. существование монотонно стремящейся к нулю при / >0 
функции r(/)>u так, чтобы любую точку z в области D можно было 
соединить с точкой р0 линией Жордана, которая находилась бы внутри 
окружности ;|<Հր(|շ') в области D.

Теорема 2. Если двухмерная нормальная область I) удовлетво­
ряет условию А и существует малая окрестность точки рв, где нет 
ючек из дополняющих областей, для которых точка /?0 не гранич­
ная точка, то существует решение задачи Дирихле для уравнения 
Лапласа для каждого вышеуказанного граничного значения/(р).

В заключение выражаю глубокую благодарность моему уважае­
мому руководителю профессору С. 11 Мергеля ну за постановку за­
дачи и доценту Р. ,\. Александрину за ряд ценных указаний.

Институт математики и м.гпики АН Армянской С€Р Пос гуп ило 1 II 1958

См. например С. Н. Мергелях У МН., том VII, вып. 2 (48) 1952. стр. 59-63.
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•»». ։». (ФиЦи'шиипб

ԼԱՊԼԱՍԽ ZUAUUUPm ՃԱՄԱՐ ԴՒՐՒհԼեհ ԽՆԴՐՒ ԼՈհԾՄԱՆ 
ԳՈՅՈՒԹՅԱՆ ՄԱՍՒՆ ՈՋ ՃԱՆՐԱԳՈհՄԱՐԵԼհ ԵՋՐԱՅՒՆ 

ԱՐԺեՈեՐՒ ԴեՊ^ՈհՍ

Ա 1Г Փ П Փ Ո I՛ 1Г
եերկա աշիրատա. թ լան էքհջ տրված 4՜ /,»// ւդ / սա ft հա վиг սա րմ'ան համար 

Դիրիխ/եի խնդրի լուծման էլո(աթլան աս/ա ցոլ(ցը ե ար/. ը/ւծւււմր կաս 111. ցե լա. 
t! ե թոդր, երբ եդրա լին ֆունկցիան անընդհատ չէ վերջավոր թվ"վ կետե րա մ է 
P'ng 1)-ն լինի եոտչավւ տիրուլթ , սրտեղ ամեն մի անընդհատ ե դրա լին ար- 
մեքի դեւդրրւլմ Դիրիխ/եի խնդիրը Լասրասի հաtfաиարման համար տնի /ա - 
ծում. ալսինբն ի) ւոիրուլթր նորմալ է: Նրա ՞ մակերևույթի վրա տրված ր; 
ք(ի) ֆունկցիան, սրն անընդհատ է բոլոր կետերում, բացի ր p.՝ կետից։ 
ք)քւ կեաքւ վէս րր շրջակա յքտ.մ О մակերեուլթն անի անընդհատ ւիոէի ոխվո դ 
նորմալ և տդիդնե րր, էէրոնր ղա դահես են կետա.մ if տկե րև ո է լթ ի նորմ ու­
լին, կետի վէէէ րր շրջակալըում մակերևտ լթին հաաամ It'll մեկ անդէսմ:

Ապացո։ ցված Լ հետև րսք թեորեմը.P'bnpbU. Г) տիըուլթ ft և ք (/ծ) ֆ> անկցի ա լի վրա վերը արված ենթա- 
դրութ/անների դես/բյււմ դոլոէ թլորն ունի 1ո' ծումր Լապ-
լաւէի հավասարման հաւքար, արւինբն դոլութըոն անի (՝ {թ} ֆունկցիա, որը

1. Անընդհատ է, երր p I) Հ. Z. p = Քէ/
2. Հարմոնիկ Լ ք) տ(էրու./թи / if
3. Ս(ր> p a ^f(p)

P A>
։>/,/ If/ Լ ւսրվոէ-մ > որ թեորեմը ճիշտ կ նաե ալն դե սրբում, երր եդրա- 

լին ֆւունկդիսմււ անընդհատ թ; վերջավոր թվով կետերում։
Ս.(ւէ թեորեմի ապացուէյմտն ևդտնտկից բխում /, հետերա у կարևոր հե- 

տեանբը:ДЬшЬ.шПр. Եթե 0 մակե րևո ւ (թր ունի անընդհատ ւիո ւիո խ վ и դ նորմալ, 
ապա 3-ի վրա սւրվտծ ամեն if ft ւքե՜րջաւքոր թվով կեսւերամ իւ դոււ1հ ե ր անե- 
ցոդ էիունկցիալին հա րա սա րա}ավէ կերպով կարե/ի Լ մոտենալ !ի ո ւնկց ի անե- 
բուք, որոնը հարմոնիկ են ամենս։ ըեգր, բացի ալդ իէղմտն կեւսերքւց։

Երկչավէ in արած ութ յան դե սրբում սւոացվե у են հեաելաք ա րդ (Ո ւն _բնե ր ր.P’hnpblf 1- Որպեսդի ե րկչավւ ք) տիրուլթում դո (Ո ւ թ քո ւ.ն ունենա Լսոդ- 
լսէսի հավասս։ րմ ան համար ՚ 1'ի ր իխ լե ի խնդ ր ի լուծումը, րւ ւ րււյըանյ լուր տված 
ք (թ) եդրսւլին արմեըքւ դեպըամ, որն անընդհատ է ամեն if ի կետում, բացի 
p - Pq ^եաքւց, անհրաժեշտ է, որ՝Д. '1՝ոլութլորն ունենա մոնոաոն կերպով դերոլի ծդորոդ, երր է — 0, 
Г \ է ֆունկցիա, ա(նպես որ /) սւիրոէ (թի ամեն մի կետը ~,նարտվոր լի­
նի միյսցնել р^ կեաքւ հետ մորդանլտն կորով, որը դտնվի | : -ՀԼ Г ( I Z | 
չսծվւ և I) 1էէիրու.(թի ներսում:P’bnpbd 2. Եթե երկչավէ նորմ иг/ ի) տիրալթ/ւ րավարսյրում կ /] պտլ- 
մանին և դոլութլուն ունի կետի փոքր շրջակաfp, որաեդ չկան կետեր [)
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աիրու.յիք ի Լ[ս"ց՚" աիրոպթներիէ] է որոնց համար կեսւր ե դրա /ին կետ
չէ, ապա դորո թլոէն ունի Գիր ի խլեի խնդրի լուծումր Էապչասի հավասարման 
համար I) աիրուլթում , վերես։ մ նշված ք (թ) եդրա/ին արմենի դեպրում։
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