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МАТЕМАТИКА

Г. В. Бадалян

Некоторые граничные свойства обобщенного 
ряда Тейлора*

§ 3. Тауберовые теоремы

В настоящем параграфе излагаются тауберовые теоремы для 
(С,, 1) и (Д7) методов суммирования.

Начнем с метода (С,, 1).
Определение 7. Условимся говорить, что последовательность 

положительных чисел 1з,| удовлетворяет условию (а, т), если из
я»(«1 J յ

lim У = О, О 70 7։ ------ - оо, V _ ос

v-rt ' I 1
следует 

«О») .
11m У — = О, * = 1, 2, • • •. 
'։-• *“ а, • - п

се
Теорема 10. Суммируемость ряда аа по методу (С7. I) 

о
влечет за собой его сходимость (в обычном смысле), если только 

С
anZ> —, п С>0 — произвольное число, а ,а/։- удовлетво­

ри
ряст условию (а. հ). 

со
Лемма 7. Если, члены ряоа ^.ал, начиная с некоторого но-

։
мера w0(c), удовлетворяют условию 

с 
Ип >--------

где С ՜ 0 — произвольное число, запанная последовательность 
положительных чисел, то справедливо:

’ Начало см. предыдущий нашего журнала.
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(13)

где ()<fio<Pi<P <հ — произвольные целые числа, — введено в 
определение 2.

Обозначим
т —1

V
3РЧ -■ / I — ։ -

П(ь— Г»)
,-2

П֊^-
,-շ Ն-Ti ,..2 Ն- Ն

Пусть ienepb /?<:■*<?, тогда

* 1
4֊ (ajs+i ар շ 4-• • • I Яц) >-Sp — С \ —• 

*-Д+1
Это значит, что 

т -1 т— 1
V Пт’ / AixV 11Ն
3Р<? = / | ~ J > ( Sp ~ ) / | ---- -------------
"•֊" V Ո(Ն-հ)

2 2

или согласно (14) 
н 

с(Ч_ НО \Ч 1
Տ,<--------- " ■ ■ + с 2, ֊■

П > ’’
' I т 
р ք1<Ն-Ն)

|՜]( р Ti) 
շ
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Заметив теперь, что 
гл- I

' Пт.
7  ։-----------=П—և П—^-

Ճ-J А. 7 Tv Ն Լ‘Ն-71
р ||(ն-ն) * 2

(15)

Таким образом получаем

$։)- S‘n
(16)

Оценим теперь SP снизу. 
Рассмотрим

տյձ
где 0<«0</?։<р —произвольное целое положительное число, зная, 
что при р։<н<СР справедливо:

Տ-д SP — {ар — cip - !•••;- ւ) <Հ ■ С V — <Հ 
"՜ . ®v v-^+l

P .
<S, + C V-L. 

«V

Это значит, что 
tn— I

v Պ’
°Р.Л — / j ~5 Ortt- յ <Լ

m~p> V(Tv-Ti)
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ИЛИ
т 1

гл
"П(Т- -7։) 

I
В силу соотношений (15) путем повторения уже знакомых выкладок 
получим

или

Следовательно,

(17)

Из неравенств (16) и (17) следует неравенство (13), чем 
вершается доказательство леммы.

Лемма 2. Лля всякого ?>0 и х/։ = //։(е) справедливо:

н за-

(18)
где ւոՀ>ո . пу — произвольные числа. 

Имеем
,П т I v \ т /

П7^г= П 11՜ гех₽ Ճ 1П 1 +
,-zi Ь »1 ,-л I» i 1 / \

71

Ь— 71■»—п
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Заметим теперь, что при Հ,֊ 7։>т։

1Ո(1 + __հ__\=֊ՃԸ-------- _Լ-------- *1-^
\ 7»-71/ 7»-71 2 (7.-7։)’ 7’֊71

С другой стороны,

1п(1 + ֊^^Ь—Ь-------- ±7_Ь_Г.
\ 7*—7։/ 7’՜ 7։ 2 Л 7*—7։/

При достаточно большом пг = п1[&), где в^>0—число сколь 
угодно .малое и > пх будем иметь

или

мо

а с другой стороны

Этим доказана справедливость неравенства (18).
Доказательство теоремы К). Обозначим

а ,=sj,i։+ ֊ - с У ֊.
п^֊֊1 

₽:+■ * г» 11

В, =^”4-- + С У — ■
. հ я»п—4--։ 
pi I ।*— 7։

о

Согласно условию теоремы

lirn^n= 
P-к, q-3,

с другой стороны

(19)

р
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՛/

I й, - SIGIS’,” - S|+------- -V?1*1------------------+ с V Ճ.
(т. - s) v —J— > ' ։’

“* Ն֊ՆР+1

При заданном տ>0 в силу (19) найдется число л/։=л2(е, С) 
такое, что при произвольных q~>P>P\> будем иметь

l$”-S|<։, l^’-SH’K.,
Возьмом теперь q = q ip) и p} = px \p) так, чтобы

тогда
• e «

лР- s:<‘+ /т+сУ—.
— av
Pl

i8.-si<i+y« + cvl
a-.

p

В силу условия (a, у) получаем, что'

lim .-V = limձ'.
P- - р-«°

Следовательно, согласно (13)

limSp — 5.
р-~

Этим теорема доказана.
В частном случае, когда а, հ¥, v= I, доказанная выше 

теорема является прямым обобщением известной тауберовой теоремы 
для метода суммирования (С, I).

Тауберова георема для обобщенного ряда Тейлора

ОО
Теорема 11. Из суммируемости ряда\ап по методу (Дх)

при условии ал = ( - — ехр 
\ Հո

о

. где 8> 0— произвольное сколь

угодно малое число, 0••. У ՜ -со, следует его сходи- 
> Ь

моешь (к той же сумме) в обычном смысле.
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Лемма I. Для всякого д' - (О, i) справедливо неравенство: 

1 — <о7 (л | < С ]-| —Ь— х\ 
Т» ~ '•

где С^> 0 — постоянная, не зависящая от п и х; 0<Հ%^հ։ — произ­
вольное число.

Действительно,

°’л (х) =

где а>0 произвольное число, х£ (0, 1|; это значит, что

«•л (х) =

так как

Продолжая оценку, будем иметь

ГТ-
2г.

П1С + 7.1 
о

или

i-^xxcn-^—Հ, 
2 »• *

Заметим, что в случае х = т։, в качестве контура интегрирования 
следует брать (—х /со, *—/>), jCH-Tj <Լր, Re(r֊> t-u)>0, и

*-H>, — x-H'ooj и, после, оценки интеграла, перейти к пределу, 
когда г -> 0.

_լ
1Л

Л е м м а 2. Если ап 0 то
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" Т-Я V Л՜’

П^֊ ֊ УI °»IТ֊1--------- < с. (20)

'՜։ Ն ՛ п(т’-а)
։

где а>0 — произвольное число, а <֊ հխ С > 0 не зависящее от п 
число.

Действительно.
* А 1

ПП’-я 1 п(ь”а}
2 

֊ п . п
с( п—Ь-------- 1 <сП——
\2 ь֊а / յ ъ֊а

ОО
■Лемма 3. Если ряд \ап суммируем по методу (Дт) и ап — 

о
/ 1 / У | \\ _ ■

— 0 —ехр —о V— И» где о>0 произвольное число, то
\1п \ ^Ն}ք

|Տ.| = ճ«* <Л(5).

1

где А (3) > 0 — не зависящее от и число. 
Действительно, пусть 

сс
Нт <?(л) = Нт \ апшп(х) = Տ.

-Г-О-г X-01֊ п- О
Это значит, что при достаточно малом х = х(е) будет

|T(x)-S|<s.
Далее

Sm — Տ = ® (х) - Տ 4- ® (*)
т

- ф (л) — Տ փ V ak 11 — աա (x)J — £ алшя (х)

А- 1 п-пг-1-1
ИЛИ

iS„֊S|=s;¥(z)-.$l + cy |а41П֊Т^

ОО

+ £ «„%(*) • (2D
т 1-1
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Согласно лемме 2 имеем
/п «

*в£1МП—2 <Գ**Ո~^՜;
-=» ն Vt.֊«

примем

(22)

где 0<a<7i по прежнему произвольное, не зависящее от tn число. 
Это значит, что

У 1а4|Г|— (23)

Дли третьего слагаемого правой части неравенства (21) будем

В силу (22) имеем:
ос-

Я-1 1

Л / I \ *" ■՜ո/ 'Х՜1 * Ն Т*— охр В) П—տ-----ГТ—-—
3 \ Հն Հ.1 Ы « V Ն-«

Но
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Это значит, что

Используя произвольность числа а, всегда можно добится того, 
чтобы имели

со
V апи>л(*)

гл+ I
<4,(4.

где Л։(о)>О — не зависящая от т постоянная, 
Действительно, достаточно взять и 4я: = о, тогда

т ։
2а։Е-тЦ7 ъ-а»

՞ I т 1

, Ն , Ն

Таким образом доказано, что
j5֊Sn|<Za(S)

где .4։(?/|^>0 число, не зависящее от п. Этим доказано, что
|5я|<|5|4֊42(3)«Л(3).

ձ’
Л е м м а 4. Пусть | ап | < — и, С > 0 — некоторая постоянная 

Тл
со

<Р (X) = £ апшп (х), где х £ (0, 1 ],

л«0
тогда х’^ (х) = о (1),
когда х ֊+ О -Ь, v = 1, 2,- • •. (25)

Для доказательства заметим, чго

значит согласно условию леммы 
п—1

~ Пт С 
|x?'Wi^c У L— I

- J п^+ь;
= С£‘Х= с>

2-/ J сСо 
«—1 

где как и везде при п= 1, тп-[,= 1.
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или

Далее, имеем
и

п

л

I 
Сп

где А > 0— число нс зависящее от х.
Продолжая этот процесс, в силу применимости математической 

индукции будем иметь

где п = 1, 2. 3, • • •.
С другой стороны, известна теорема Ландау:
Если g(x) на (0, 1) дважды дифференцируема,

^W֊0(l) 1
х=Г(х)=0(1) )

когда х —0-г,
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то xg' (х) = о (1), когда х -> 0 4-.
<См. [1], стр, 201, теорема 101.

Применение этой теоремы завершает доказательство леммы, так 
как

Ф (х) = փ (х) — Ճ -> 0, когда х -> 0 4՜
н хяФ<л)(х) = х/1<Р{/”(х) = о(1),

значит хлФ<л>(х) = о(1), 1,2,....
Q

Лемма 5. Пусть | ап | <Հ — - где С^>0 не зависящая от п
Ն 

постоянная
сс

?(^) = У«яи>л(х), х£(0, 1], lim ? (х) =Տ,
■“ Х-0+л- О

тогда

(*) = о (х՜՜ ՝р когда х->0 4֊, 
где

Имеем

4У = ?"(л-и- ’1+'+?'W(։֊TiK1,= oU-“" ՛),

?շԱ*)= h T։ ։]' = <|>;(х)х Ն Tl+։ -| (7 4-и֊Тз)?։(Х)л-'ьН' =

= о (х“Т։՜2) х՜^11 ф о (х'ъ *)х-т**ь= о (X"1’-').

Продолжая этот процесс и применяя математическую индукцию, 
получим, что

?/> (х) - о (х՜^՜’), /7=1,2,...,

со

Лемма 6. Если ряд լ«„ суммируем к Տ по методу (Дт). 

о

I

то

1

и

л
когда х-► 0 4-. При п =0, PaetJ-° единице.
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Для доказательства рассмотрим
■7 q- J я <7
£ (in^n (л) = V («>я (х) — <»л+1 (х)) V ат 4- ш,; (х) V

л—О ri~֊p т-ր п-р
q

и зная, что в силу леммы 3 равномерно ограничено, переходя.
. п-р

к пределу, когда <•/ * со, р = 0, получаем

? (*) =

Это значит, что

когда х->04-.
Для получения второго тождества, утвержденного леммой, бу­

дем р 4-1 раз обобщенно дифференцировать ряд

<р (х) Տ„ _ц ձ՝ .Il I_____Л_‘Ь__
' ’2<) (С + ДИ4-Г2)

С,
Нами ранее доказано, что в (0, 1] такой ряд можно дифферен­

цировать, а следовательно и обобщенно дифференцировать любое 
число раз.

Будем иметь

или

2-1

Пт-
Sp 1

Tp±i2-/

J (С 4- Ն+։) I'՝ 4- Тлч ?) 
Ср+2 Գ+ifV’

л 'ԺԼ

Ср~ ։

С хЛК
J Г’ + Тр ՛ ։

Ср и

Л. е 1 Г ~ ք Х՜^
‘ J С4-7ДТ2 P+12-i J G4-7p41)G + Yp,2)

Cp+2 Cp+2
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2тЛ
-ձ>֊2 Tp-hIp-J л Sf.

cLnK + Ն)

Пусть теперь

.S’ — ՛’ 2тЛ
x-'dZ

(С4-Ъ>+|)£+ Tp*-֊j)
+ S. (26)

Գ+ւ

когда л-*0+. тогда в силу того, ‘.что ՛*>(•*) - 0. 
силу (2G) будем иметь

когда л —О-}-, и

է с !/>*■՛ I 4-оР.2— ւ
2«< J

Ср .з

x~'d\
(C4-ip>jr)(i — 7,ս)

л - 0 -Н

Таким образом доказано, что для всякого целого положитель­
ного р справедливо

Ср±\
2х/

+••• ֊>Տ. 

л-О-Ь

Доказательство теоремы 11. 
Заметим, что справедливо тождество

1
2-1 + Ip-1

Ср

и составим

СО rw
տ„֊տ =

-I ПК Нр-н)

00

֊Տ)

IT-
.г-0 

2гЛ
л-О

ОО п-
(.Տա — »Sp+n I

x-\i\
2тЛ

Ն = 1.

л

где принято 1д+о= 1-
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Так как согласно лемме б
м

~ пл>+*՛ Ր . .
V с -I х՜'#, с
Հ 1 ֊Sp.i.n ———-—• I ,~՜՜յ---------------- — Տ, когда х — 0 4-,

Л -о '1 J П(С + ^յ+’’)
Ср\п I-Г" 1

то при достаточно малом л* = х(й>0, будем иметь

Ք. П^+’ Ր
(s. -s0,)2i_ —x

2 J П«+М
Ср+л+Г՜1

=» ձ (s) 4֊ (-v), где lira ձ (г) = 0.
։ —0

(27)

Разобьем на три слагаемые:
I /v(x) от I до тл р,

И /4 (л) от աՆ — р -т } до ril$ — р,
III /3(х) от m<i — p-\- I до оо, 

так. чтобы имели

У 0<5<1,

0<а< I,

(28)

/?г։-0
X՝ = гехр ( — х У —Ь

где 0<а<^р <1, I 23 а > 0, 
Заметим, что х — 0, когда s — 0.

' ЦеЙствительно
I .т>-р լ . __ լ

х = е х expI У — ] = г1 е Հ -* 0. когда £ 0.

В силу лемм
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то есть

= Л|1- <о(х. П —X՝.

-։ 7/-». ֊ *
(29>

Для оценки сверху Л х) заметим, что при աՀո < та и w։—р <Հ 
<«</»»—р, согласно условию теоремы

т<~Р .
1-Տ» + « - «S'm 1 < I Ля, I I’ I От. 1 | ‘ ‘ I՜ J | < С — ։

»~т, -р
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Следовательно, согласно условию (28) получаем

|/г(х);<.4Л

Оценим, наконец, сверху и |/3(л՛' |. 
Имеем

(30).

или

/1

“ Пт,~ • [՛
I ■

*-«։,-// ] Ո 4՜ '[/Л *)

Cp~tt ( Г՜ 1

(31)

В силу неравенства (27) и полученных оценок будем иметь

.$ S„ I < ձ (S) 4- Лх- "if + 

м-l 1р+' ~ *

«Ь Р ,
4-л, У —

,-т. „
4՜ z՝2x П ,р у-1 Ն»+՝ ’

(27')

Заметим теперь, что в силу (28) имеем

>-1 iPi-»

Это значит, что при достаточно малом £>0

следовательно.
. / т՝-р 1/ շ V *£схр z ձ ТГ- 

\ v_,

(33

т'~Р ч ,Հ п
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: ехр
7р „ 7л+

ЛГ| р
1

<4exp(&-e *'J-£ ։) = гехр(е։ *' 

Рассмотрим теперь

(34) ’

*։>-P „
-< ‘ П

._։ 7p+v 4՜ x
Имеем

/Л4֊Р /?л-р

где

>• (х. Р, тг) =
т. — р

-х V

—ехр
Е

1 . A -------4֊ a (z, p. b 
7p+^------------------------ /

<,՛’+•

<>
<1 

Г֊ У2 - т?1д+

I 7р- 4- х

з Ղ’7
„2 о —;
'/»+* м.1

Заметим, что при достаточно малом е>0

2r2 '՜ Յհհ
X2

VP^
значит

или

m՝- P f,. • „А՜՝ П ՜-^
To*. r«

— exp -- x

3+а

v _L 

^յ՝ 

_-2g mt~p

т,- р

՜1. Հ

l-20-а

Ն>+*

где 7 = р — а > 0.
Таким образом при достаточно

я:,֊//
х~* П

малом

Я 'р+» /

J-2W

(35)

-------- _ — + 
7^1 M

S * V
1 m- M Ոv — ml—p

1

^i-!> v

А-‘П-^ 
,-j 7p+» + *

С
— в 

е
=1

Из (27') согласно оценкам (34) и (35) получаем

S - Sm = ձյ (t), где lim ձ։ (e) = 0, 
։-0

(26")
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следовательно
Hm Sm = S.

, էՈ ~ ~

Этим георема доказана.

Институт математики к механики 
АН Армянской ССР Поступило JJI1958

Լ. «Լ. Ռսււ|ւս|էսւՐւ

ԹհՅԼՈՐհ ԸՆԴՃԱՆՐԱ84_ԱԾ ՇԱՐՔհ Ub ՔԱՆԻ ԵԶՐԱՅԻՆ 
ՃԱՏԿՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԸ

Ա 1Г Փ П Փ П |> Մ
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